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RESUME

On donne Pénoncé d’un théoréme sur les réarrangements d’applications d’un
ensemble fini dans Iui-méme, qui généralise un résultat connu sur les permutations,
et qui permet de retrouver le dénombrement des classes d’applications ultimement
idempotentes et indécomposables, ainsi que celui des arbres de n sommets et des graphes
connexes de n arétes et n sommets.

1. INTRODUCTION

L’objet de cet article est de démontrer le théoréme 1.1 suivant ainsi que
les propriétés (1.5) a (1.8) ci-dessous, et d’en donner des applications
combinatoires et probabilistes.

(1.1) TuEOREME. Soient [n] = {1, 2,...,n} et F, I'ensemble de toutes les
applications de [n] dans lui-méme; pour x,y € [n] et f€ F,, , on pose

Vz,y(f) =1 Sif(x) =yet
1.2) x e f([n])
= 0 sinon.

De méme,

£ ) = 15%ilexisteze[n — 1] tel que f(z) =y,

f4+D=xet
(1.3) JFw) £ x, pour tout w = 1,2,..., z
= 0 sinon.
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Alors, on peut construire une permutation ¢ de F, telle que

)] Voy = ‘gr..// © ¢1’0“r 1 << x <Zy =i,
2y si $(f) = g. la suite (g(1), g(2)...., g(n)) est un réarrangement de la
suite (f(1), f(2)..... f(0)).

La propriété 2) ci-dessus implique que ¢ envoie le groupe S, des
permutations de [#] sur tui-méme. Or si fest dans S, , les conditions (1.2)
et (1.3) sont toujours remplies (en désignant par z 'unique entier tel que
I <z <netf(z -+ 1) = x)eten ne prenant que la restriction de $ 4 S, .
on retrouve un résultat connu sur les permutations (voir [2, Théoréme
4.11).

Maintenant si fest dans F, , désignons par m(f) le plus grand entier m
tel que tous les termes de la suite (f(1),f(2),...,f(m)) soient distincts.
On a évidemment | << m(f) < n et 'on pose

(1.4) oy = (f(1), fQ)sces f (1))

De méme, notons R; I'ensemble des éléments x e [n] tels que fi(x) = x
pour un certain entier j = 1 et B(R;) la suite croissante formée par les
éléments de R; .

Considérons de plus les classes A, = {fe F, : f* = f*1} des fonctions
ultimement idempotentes et B, des fonctions indécomposables (cf. [4]),
c’est-a-dire des fonctions fe F, telle que la restriction de fa R, soit une
permutation circulaire. On aura aussi les propriétés suivantes:

1.5) La suite o est un réarrangement de la suite B(R;), donc en
#{7) g f
particulier

(1.6) m(p(f)) = card R;.
(1.7) Onaoyuy = B(Ry) si et seulement si f est ultimement idempotente.

(1.8) La suite o, débute par son plus grand terme si et seulement si [ est
indécomposable.

Ces propriétés permettent de retrouver le dénombrement des ensembles
A, , B, et de I'ensemble G, ; des graphes connexes de n sommets et d
arétes pour d = n — 1 et d = n. L’ensembie G, ,_, est 'ensemble des
arbres de n sommets (voir [1, p. 149]). Le dénombrement de G, ,,_; remonte
a Cayley [3]. Onacard G, , ; = n"2 Notons H,_, , 'ensemble des suites
de longueur (n — 2) dont les termes sont pris dans [#]. On connait
jusqu’alors la construction de deux bijections ¢ : G, ,_y — H,_, ., celle
de Priifer [6], et de Neville [5]. Les propriétés ci-dessus nous fourniront la
construction d’une nouvelle bijection ¥ : G,,,_; - H,_s., . De méme, on
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retrouvera les résultats de Katz [4], et Rényi [7], sur le dénombrement des
ensembles B, et G, , .

Enfin, le théoréme 1.1 a linterprétation probabiliste que voici et que
nous décrirons en termes de jeu de dé. Supposons que I’on jette six fois
un dé et que I'on désigne par Y;, Y, ,..., ¥, la suite des numéros sortis.
Pour 1 < i < 6, notons 7T; le premier instant ol I’on observe la face i;
si celle-ci ne sort pas au cours des six jets, on pose 7; = 7. Le théoréme 1.1
nous permet alors de dire

(1.9) Le nombre aléatoire v* d’indices i tels que 1 < T; < 6et Y, > i,
ainsi que le nombre aléatoire £* d’indices i tels que 1 < T; < 6 et
et Yr_y > i ont méme distribution.

La section 2 est un bref rappel sur les cycles des fonctions f de F,, et
leurs propriétés. Dans la section 3, nous introduisons la Z-décomposition,
utile pour démontrer la bijectivité de ¢. Dans la section 4, nous donnons la
construction de la restriction de ¢ & S, et dans la section 5, la construction
de ¢ dans le cas général. La section 6 est consacrée aux diverses applications
combinatoires et probabilistes signalées plus haut.

2. CycrLes D’UNE FoNCTION

Si fest dans F,, , on pose fO%(x) = x et f¥(x) = f(f*(x)) pour k > Qet
xe[n]. Un cycle de f est une suite d’éléments distincts de la forme
(x, f(x),.... fiH(x)) ou j = 1 et fi(x) = x. L'ensemble R; a été précé-
demment défini (aprés la formule (1.4)); en empruntant la terminologie a
la théorie des chaines de Markov, on dit que R; est I'ensemble des élé-
ments récurrents (pour f). Soit x € [n]; la suite des (n -+ 1) termes
(x, f(x),...,/™(x)) contient nécessairement deux termes égaux, donc une
sous-suite (fi(x), fHUx),..., fH7~1(x)) qui soit un cycle avec 0 << i < net
0 <<j < n — i. Ceci implique que I'on a

Q.1 7+ ([n]) = R,

et que R, n’est jamais vide. II est clair que x est élément d’un cycle si et
seulement s’il est récurrent et si tel est le cas, f(x) est aussi récurrent et il
existe un élément récurrent y tel que f(y) = x. Par conséquent, la
restriction de f 4 I'ensemble R, est une permutation de R; notée =, . Les
cycles de fsont les cycles (au sens de la théorie €lémentaire du groupe des
permutations) de ;. Deux cycles sont ainsi, ou confondus, ou disjoints.
On dit qu’un cycle (x, f(x),..., f¥1(x)) est isolé si f(y) = f(x) entraine
[ = 1ety = f"Yx). L’ensemble [n] \ f([n]) des valeurs non prises par f
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est noté Z,. Notons que I'on a R, N Z; == & et que si Z; est vide, f est
une permutation de [#] et I'on écrit f€ S, . Le lemme suivant sera utilisé
pour la construction de la permutation ¢.

(2.2) LevME. Soient xe[n] et feF, ™~ S, si x n'est pas élément d'un
cycle isolé de f, on a f™'(2) = x pour un certainm = 0etzeZ;.

PREUVE: Supposons d’abord x non récurrent. S'il n’est pas dans Z;,
il existe x; 7 x tel que f(x,) = x. De plus, comme x est non récurrent,
x, lest aussi. Par ce procédé, on peut donc construire une suite
(Xq » X1 5 X3 »...) d’éléments non récurrents tels que x, = x et f(x;) = x;4
pour tout i = 1. Ces éléments étant tous distincts, la suite est néces-
sairement finie et il existe un indice m > 0 tel que f(y) 5~ x,, pour tout
y € [n], c’est-a-dire x,, € Z; et f™(x,) = Xq.

Maintenant si x est récurrent, il existe x, € [#] et un entier £ 2= 1 tels que
fxg) = fH(x) et x4 7~ f51(x). Comme les suites (x, f(x),...) et (xq , f (Xp)s-.-)
ont un élément en commun et que x, n’appartient pas a la premiére, x, est
non récurrent. Comme on a x = f¥(x,) pour un certain entier i >> 1, onest
ramené au cas précédent. Ce qui achéve la preuve du lemme.

3. LA Z-DECOMPOSITION DES MoTS

Nous allons définir dans cette section la Z-décomposition des mots qui
nous servira a prouver dans la section 5 le caractére bijectif de ¢. Soit X
un ensemble non-vide; un mot est une suite o = (x;, X, ,..., x;) qu'on
notera plus volontiers ¢ = XX, - x;, (t = 1) ou Xy, Xp uey Xy
appartiennent & X et sont les lettres du mot o. L’entier ¢ est la
longueur du mot notée /(o). On suppose 'existence d’un mot vide, noté e,
de longueur 0 et ne contenant aucune lettre. Si o = x;x, ** X, et
a = xyx, - x;/, sont deux mots non-vides, leurs produit o = oo’ est
obtenu par juxtaposition de o et o', Cest-3-dire que 'on a 0" = x7x5 X, o
avec x; = x; pour 1 <i<ret xj=x;/ pour t-+1<LiLt+1.
L’ensemble de tous les mots muni de ce produit est le monoide libre engendré
par X et noté Mo(x). Si I'on a 0,0,6; = ¢ ol 0, 0y, 05, 03 € Mo(X), on
dit que o; est un facteur de o s’il n’est pas vide (i = 1, 2, 3) et que o, et o,
sont respectivement des facteurs gauche et droit de 0. Un mot non-vide
est multilinéaire si toutes ses lettres sont distinctes.

Onditque ¢’ = x,'x,” -~ x; est un réarrangement du mot o = x;%, *** X,
si t = t' et §'il existe une permutation k — i, de [f] telle que x;’ = x;,
pour 1 < k < ¢. Enfin, on désigne par Po la premiére lettre du mot o.

On appelle décomposition d’'un mot o€ Mo(X) toute suite finie
(g, 01 5.-., 05) de mots non-vides tels que p > 0 et o40, -+ 0, = 0.
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L’entier p 4 1 est le degré de la décomposition. Soient enfin x,y € X et
0 = XyX, ' X; un mot non-vide; on pose £, ,(¢) = 1 §’il existe un indice
itelquel <i<<tx;,=y,x;=Xxetx;z~=xpourtoutj=1,2,..,7i— l.
Dans le cas contraire, on pose &, (o) = 0. On pose en plus

b0) = 3 &u(0) et &)= Y, £0).

veX reX

On a évidemment
3.0 0 < &fo) <1

et &, (o) = 0 pour tout x € X. On dit que l'indice i est un indice multiple
(deo),sii=1ousllexistejtelque 1l <j <ietx; =x;.

(3.2) PrOPOSITION. Tout mot ¢ = XX, - X; non-vide admet une décom-
position unique (o, , 0y ,..., 0,), dite sa Z-décomposition, ayant les propriétés
suivantes.

(i) g, G ... 0, SONt Multilinéaires,

&
(B.3) (i) Y €eulow) = &ulogy o)
k=0
pour tout (x,y)e X?et toutk = 0, 1,..., p.
Si (@y 5 7y »-n» 1) €8t la suite croissante des indices multiples de o et si I'on
pose iy, = t -+ 1, la Z-décomposition de o est donnée par (o, , oy ,..., 0,,) ot

(3.4) O, = xikxik+1 o xik+1_1
pour 0 < k < p.

PreuvE: Montrons d’abord que la suite (o4, 0y ,..., ;) OU les oy, sont
donnés par les formules (3.4) satisfont aux propriétés (i) et (ii). Tout
d’abord, les mots g, , oy ,..., o sont multilinéaires par définition méme des
indices multiples. Ensuite, si I’'on a £,(c;) = 1, pour un certain x € X et un
certain k, alors x ne peut apparaitre dans les mots o,y ,..., 0, que comme
premicére lettre, d’ou §,(0y) = 0 pour k&’ > k et d’autre part, les mots
g 5..., O D'ONt aucune lettre égale & x; d’olt £,(o,7) = 0 pour k' < k.
Le premier membre de (3.3) est donc égal a O ou a 1. §'il est nul, on a, ou
bien x; = x, ou bien le mot o0, -+ o, n’a aucune lettre égale a x; dans les
deux cas, le second membre est aussi nul. S’il est égala 1,ona &, (o) = 1
pour un certain k' tel que 0 << k' < k, donc oy sécrit oy = o'yxo”
avec o', ¢’ € Mo(X) et d’aprés ce qui-précéde, le mot o, > o530’y ne
contient aucune lettre égale &4 x. On a alors &, ,(ogoy =* 03) = 1 et les
relations (3.3) sont ainsi vérifiées.



366 FOATA ET FUCHS

Pour démontrer maintenant 'unicité de la Z-décomposition, on montre
que si (o4, 67 vees o,) est une Z-décomposition de o, alors les indices
iy =1, iy = l(og) + 1., i, = Hoy - 6,4) + 1 sont les seuls indices
multiples de o. En effet, soit k un indice tel que 0 << k <C p; si indice i,
n’est pas multiple, le mot 6,0, =+ o,_; ne contient pas la lettre x = x, ,
d’ol €.(vy0y -+ 051) = 0 et par suite

E-1
(3.3) LE $olow) = 0

d’aprés (3.3) et d’autre part, on a
(3.6) €anlogay o) =1

avec x = x; ety = X, . Les relations (3.4), (3.5) et (3.6) entrainent alors
que 'on a ¢, (o) = 1, ce qui contredit le fait que la premiére lettre de o,
est x. D’ou tous les indices iy , 7y ,..., i, sont multiples. Soit enfin 7 un indice
tel que i, < i <ipq o0 0 < k < p. Comme o, est multilinéaire, on a
£(oy) = 1 avec x = x; d’ols

(3.7 (o) =0 pour O0<k <k
et
(8 §fooy o) = 1

d’aprés (3.3). Si i est multiple, désignons par j le plus petit indice tel que
x; = x;.81j = 1, ona (o0, -+ o) = 0 ce qui contredit (3.8). Sij > 1,
P'indice j n’est pas multiple et on a iy < j <C i},; pour un certain &’ tel
que 0 < k' < k. Comme o, est multilinéaire, on a §,(0;) = 1 ce qui
contredit (3.7). Ainsi, les seuls indices multiples de o sont iy, i ,..., iy .
Ce qui achéve la preuve de la proposition.

Dans la suite, il sera commode de noter P,(c) le premier facteur de la
Z-décomposition de o. D’autre part, 'une des relations (3.3) utile plus loin
est la suivante:

3.9) z £ (00) = £0(0)

valable pour tout couple (x, y) e X2

4. La D¥fcomposiTioN CROISSANTE DES MOTS

Dans ce qui suit, R étant un sous-ensemble non vide de [#], on désigne
par B(R) le mot croissant dont les lettres sont tous les éléments de R, par Sy
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le groupe des permutations de R et enfin par Hy I'ensemble de tous les
réarrangements du mot S(R).

L’objet de cette section est d’exhiber une bijection q : Sg — Hy satis-
faisant a

4.1 Ve, () = gw,y(q(ﬂ))

pour me Sy et 1 << x <y < n. La construction de cette bijection n’est
pas nouvelle (voir par exemple [2, théoréme 4.11]), mais nous préférons
la reproduire ici car elle est donnée dans la référence [2] dans un cadre
tout a fait différent.

Soit we€Sg et y un cycle de la permutation #. Le cycle y est une
permutation circulaire d’un sous-ensemble C de R, disons de cardinal j ou
1 <j < b (b = card R). Posons ¢ = max{x : x € C} et notons g(y) le mot

q(y) = m(c) #/7Y(c) -+ 7(c).

On a 7#'(c) = c et les j lettres du mot ¢(y) sont les j éléments (distincts)
de C. Soit D¢ ’ensemble de tous les réarrangements dominés (C’est-a-dire
dont la premiére lettre est ¢) du mot B(C). 11 est clair que ¢ est une bijection
de I’ensemble des permutations circulaires de C sur D¢ et que pour
1 <x<y<nona

(4.2) VoY) = £a,4(q(¥))-

Supposons que 7 soit le produit des cycles disjoints yy, ¥ 5es ¥
opérant sur les ensembles C; , Cy ..., C, (de réunion R) dont les plus grands
éléments sont désignés par ¢, , ¢, ,..., ¢; . Avec une numérotation appro-
priée, on peut supposer que la suite ¢ , ¢, ,..., ¢; st croissante. On désigne
alors par g(w) le produit de juxtaposition

4.3) q(y) = q(y1) q(y2) = q(y).

Le mot appartient évidemment & H,. Montrons que l'application
q : Sz —> Hy est bijective. Soit p = XX, *-> x, un mot de Hp. Posons
iy = 1 et soit (i ,..., Is) la suite croissante des indices i tels que 1 < i < b
et x; > x; pour 1 < j << i. Posons de plus i;,; = & + 1 puis

Pr = XyXiar °° Xy

et désignons par C; I'ensemble des lettres du mot p, (1 < & < 5). On dit
que la suite (py, ps ,..., ps) ainsi définie est la décomposition croissante
du mot p. 11 est facile de vérifier que c’est 'unique décomposition de p
satisfaisant aux deux propriétés:
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(@) p1, po»e-es ps sONt domings,

(voir [2, proposition 4.8]). La suite formée par les ensembles C; , C, ..., C,
est une partition de R et par définition des indices 7, , chaque mot p,
appartient a DCk (I <k <s) ct la suite x; . x; ..., x; est croissante.
Draprés ce qui précede, il correspond a chacun des p, une et une seule
permutation circulaire y, de 'ensemble C, ; par conséquent, il existe un
et un seul cycle y;, tel que g(y;) == pr (I < k& < s). Soit 7 la permutation
m =y oyse - oy,. Il est alors immédiat que 'on a g(w) = p et ainsi
g . Sp— Hj est bijectif puisque Si et Hp ont méme cardinal.

Enfin, si P'on a 7eSp et v, (%) =1 pour 1 < x <y < n alors
w(x) = y et de plus x et y appartiennent & un méme cycle de la permu-
tation 7. D’aprés (4.2), on a donc v, (7)) = £, (q(7)) = 1. Récipro-
quement, sil'ona l < x <<y < netf, (q(m) = 1, le mot g(=) contient
le facteur yx. Soit (p; , p; »..., po) la décomposition croissante du mot g(=).
Comme y est supérieur & x, aucun des mots p; , ps ,..., ps N€ Peut se ter-
miner par y et par conséquent on a £, ,(p,) = 1 pour un certain k tel que
1 <k <5 Dot d’aprés (4.2), v, (¢ pw)) = | et par suite v, (=) = 1.
La propriété (4.1) est donc vérifiée.

5. CONSTRUCTION DE LA BIJECTION
¢ F,— H,
Soient w = B([n]) = 12 - n le mot croissant dont toutes les lettres

sont les entiers de 1 & net H, 'ensemble des mots de Mo(N) de longueur x.
Soit f€ Fy, ; si fest une permutation de [n], on pose

(.1 () = a(f)

ol g est la bijection définie en (4.3). Si f n'est pas dans S, , nous posons
B(Z;) = zy25 -+ z,, et B(R;) = ryr, +r 1y . puis on définit par récurrence
une suitede (p + 1) mots g, , oy ..., o, de Mo(N). On pose d’abord

(.2) oy = (7).

Drapres la section 4, o est un réarrangement de ryr, -+* r, . Supposons
définis les mots oy, 0y ..., 0,_; pour un certain k tel que 1 < k < p.
Nous posons alors

(5.3) my, = min{m > 0: £(ogoy = 041 [™(20)) = Eogoy * Tr1)}s
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puis
(5.4) o = f""(zy) fmk—l(zk) - f(zg)

Autrement dit, m,, est le plus petit entier m > 0 tel que f™(z;) soit égal
a une lettre du mot o40q *** gy, . Cette définition a bien un sens car
™ (z,) est dans R, d’aprés (2.1), donc égal & une lettre du mot o,. On
continue jusqu’a ce que o, soit défini et 'on pose

(5.5) ¢(f) = 0901 " Op

En conservant les mémes notations que dans les formules (5.2) a (5.5),
nous avons

(5.6) LeMME. Soit x un élément de [n] non récurrent et soit z;, le plus
petit élément de Z, satisfaisant x = f™(z;) pour un certain m = 0. Alors

0<m <mk:l(0';;).

Preuve: Notons d’abord que I’élément z, dans ’énoncé ci-dessus est
parfaitement défini d’aprés le lemme 2.2. Si I’on avait m > m,, , on aurait
x = fi(y)aveci = m — myety = f™(z,). Par définition de m;, , ’élément
y apparaitrait dans le mot oyoy ' 03, . De plus, hypothése x ¢ R
entraine que y est également non récurrent et par conséquent y apparaitrait
en fait dans oy **- 0,y . On aurait donc y = f™(zy) avec 1 < k' < ket
1 <m < my, dol x = fi+'(z;); ce qui contredirait la définition de
2, . On a donc 0 << m < m;, et le lemme 5.6 est démontré.

(5.7) CoROLLAIRE. Le mot ¢(f) est un réarrangement du mot
FfQR) - f(n) et la suite (o, , 0y ,..., 0,) est la Z-décomposition du mot

$(f)-

PreUVE: En effet, le mot ry7, ++ 7, ol

Tk zfmk—l(zk) e flzn) zx I<k<p

est d’une part multilinéaire (par définition des m,) et d’autre part a pour
lettres tous les €léments non récurrents d’apres le précédent lemme et la
définition des m;, . Par suite, le mot o,7; *** 7, est un réarrangement de w, ce
qui implique pour ¢(f) d’étre un réarrangement de f(1)f(2) --- f(n).
Enfin, les mots oy ,..., o, sont multilinéaires car autrement certaines de
leurs lettres seraient des éléments récurrents. La définition (5.3) des m;
entraine alors que 1, mq + 1,..., m,_, -+ 1 sont les seuls indices multiples
de @(f). Ce qui prouve le corollaire d’aprés la proposition 3.2.
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Dans 1énoncé du théoréme combinatoire 5.9, nous reprenons les
notations introduites au début de la section 4. En plus, nous poserons pour
mo€Spetoge Hy

Fn(R; "70) = {fEFn : Rf = R? Ty = 770}7

(5.8)
Hn(Ra UO) = {U € Hn : PZ(U) = 00}'

11 vient alors

(5.9) TuforiMe. L'application ¢ : F, — H, est une bijection qui satisfait
aux propriétés suivantes:

1) Le mot ¢(f) est un réarrangement du mot f(1)f(2) --- f(n) pour tout

feF,.
2) Si R est un sous-ensemble non vide de [n] et si =, est une permutation
de R, alors
H(F(R, m)) = H,(R, 0,) oi 0y = q(m).
3) Ona

(5.10) Vacy(f) = fmy(‘ﬁ(f)) pour l<x<y<n

ettout feF,.

PREUVE: La partie 1) a été prouvée (cf. corollaire 5.7). Comme les
familles
{Fu(R, my) : my€ Sg, 9= RC [n]}
et
{H(R, 09) : g€ Hg , 0 7= RC [n]}

sont des partitions de F, et H, respectivement et que ¢ : Sg — Hy est
bijectif pour tout sous-ensemble R non-vide de {n], il nous suffit de prouver
que ¢ : F(R, mp) = H,(R, q{m,)) est une bijection satisfaisant a (5.10)
pour tout feF (R, my) (0 £ RCn], my&Sg). Ce résultat & déja été
démontré lorsque I'on a R = (1] et m,€ S, , dans la section 4. Dans la
suite, on supposera donc R et 7, fixés avec R £ [n] et Yon posera
Gy = q(”TO)’ 'n(R 770) - F Ct Hn(R C}'(l) o

Sifestdans F, ,ona bwn ) e H,, d apres (5 2) et le corollaire 5.7.
Montrons alors que ¢ : F, >, ala propnete (5.10). En effet, si 'on a
feF, ,1 <x<y<netx€Rf,ilvient

Va:.y(f) = Vr,y(ﬂ'()) = gm.y(ao) = gwy(d)(f))

d’aprés (4.1) et le fait que o, contient nécessairement la lettre x. Supposons
ensuite x ¢ R;. Si 'on a x ¢ f([r]), aucun des deux mots (1) F(2) --- f(n)
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et ¢(f) ne contient la lettre x; d’ou v, (f) = &...($(f)) = 0 pour tout
y € [n]. Enfin si x e f({n]), on a

V:c,'y(f) =1 sy :f(X) et
=0 si yF[f(x)

Soit k le plus petit indice tel que x = f™(z;) pour un certain m > 0.
D’aprés le lemme 5.6, le mot o, contient le facteur f(x)x et les mots
gy ..., O3y W’ONt aucune lettre égale a x. Il en résulte I'identité

(.11 velf) = &, ($(f)) pour x¢R, et yelnl

Montrons ensuite que ¢ : F, — H,, est injective. Soient f, f' €F, ; sl
I'on a Z; # Z; , le mot f(1) --- f(n) n’est pas un réarrangement du mot
F'(1) =+ f'(n) et Pon a forcément ¢(f) = ¢(f). Si maintenant Z, = Z-,
désignons par (o, 0y ,..., 0,) €t (o4, 0¢'s..., 0,") les Z-décompositions de
¢(f) et de (f') et par (zy, 25 ,..., 2,) la suite croissante des éléments de
Zf = Zf’ .

Si 'on a y = f(x) Zf'(x) = y', alors x¢ R, = R, et deux cas sont
a considérer:

a) x = z; € Z; pour un certain k tel que 1 < k& <C p. Les deux derniéres
lettres f(z;) et f'(z;) de o, et o) sont alors distinctes, d’ol o, 7= oy’ et par
suite H(f) 7~ #(f') en vertu de "unicité de la Z-décomposition.

b) x¢ Z, = Z;, D'aprés (5.11) on a alors &, (H(f)) = v, (f) =1
donc £,,,(#(f)) = 0 puisque y 7 " tandis que &, ($(f")) = v, (f') = L.
D’ou encore ¢(f) 7 H(f").

Montrons enfin que ¢ : F, — H, est surjective. Soient o = xx, "+ X,
un mot de H, et X1,9, Xa,0,..-» Xp,0 |2 suite croissante des entiers z € [n]
qui ne sont pas des lettres du mot ¢. La Z-décomposition de o est alors de
degré p + 1; nous la notons (6, , 8, ,..., 8,,) et nous posons

07{.‘ == xk.mkxk’mk_l A xk'l (1 < k <p).

D’aprés les propriétés de la Z-décomposition, x; . est la seule lettre du
mot 6, qui soit égale & une lettre du mot 6,0, -+ 8,_, pour 1 <k < p.
Par conséquent, le mot O,y *+ 7, OU 7% = Xpem,—1 " Xp1¥a0 (I <k < p)
est un réarrangement du mot w. D’autre part, 'application 7, = ¢~1(6,)
est une permutation du sous-ensemble R formé par les lettres (distinctes)
de 6, . On définit donc une application f€ F, en posant

FXem) = Xpmaz pour 1<k<p et o< m<m
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et
JF{x) = m(x) pour xeR.

I est alors clair que 'on a ¢(f) = o. Ce qui achéve la preuve du théoréme,

6. APPLICATIONS COMBINATCIRES ET PROBABILISTES

Avec les mémes notations que dans I'énoncé du théoréme 5.9, et en
posant card R = b, on a

(6.1) card F(R, my) = card H, (R, o) = bn" L.

Posons maintenant
Ay ={fel fr =1
puis,pour I < b < n

Ay ={f€ A, card R; = b}.

L’ensemble A, est I’ensemble des fonctions ultimement idempotentes,
c’est-a-dire des fonctions f telles que 7, soit 'application identique de R, .
L’ensemble A, , est Uensemble des arborescences, {8, p. 157]. Pour
1 < b < n, notons K, , 'ensemble des mots o € H, tels que P(o) soit
croissant et I(P (o)) = b. D’aprés le théoréme 5.9,

(6.2) pour 1 < b < n, lapplication ¢ envoie bijectivement A, , sur K, 5 .

On a donc

(6.3) card 4, , = card K, , = (Z) byt

et on retrouve le résultat bien connu

n

(6.4) card 4, = i (b

) b nn—b——l — (n + l)n—l.
b=1

L’ensemble K, ; est formé des mots ¢ € A, de la forme xxc¢’ ou x € [n]
et o' € Mo(N). Si f est dans A4, ; et si 'on a o(f) = xxo’, 'élément x est
I'unique point fixe de f(f(x) = x) et

(6.5) [Papplication f — xc’ est une bijection de I’ensemble des arborescences
sur Pensemble H,_, ., des mots de longueur (n — 1) dont les lettres
sont dans [n].

En particulier, on retrouve (voir [8, p. 157]):

(6.6) card 4,,,;, = card H, ; , = n* %,
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Pour 1 < n — 1 < d, notons G, 4 I’ensemble des graphes connexes de d
arcs dont les sommets sont les entiers 1, 2,..., n. Les éléments de G, ,_,
sont les arbres de n sommets. Il existe une bijection naturelle
g1 G, g X [n] > A4, , dite “enracinement.” Soient en effet T G, ,,; et
v € [n]; 1a fonction f == (T, r) est ainsi définie. On pose d’abord f(r) = r
et si x € [n] \ {r}, on pose f(x) = y si et seulement si I’arbre T contient
I’aréte (x, y) et si les deux premiers sommets de 'unique chaine joignant x
a r sont x, y (dans cet ordre). On a ainsi ¢((7, n)) = nno’ ot 6’ € Mo(N)
et

(6.7) [lapplication T -~ o' est une bijection de Pensemble des arbres de n
sommets sur lensemble H,_, ,, des mots de longueur (n — 2) dont les
lettres sont dans [n).

En particulier, on retrouve le résultat de Cayley
6.8) card G, ,_, = card H, , , = n"2.
Intéressons-nous enfin a ’ensemble
B, = {f<€F,: m est une permutation circulaire},
puis posons pour 1 < b < m:
B,, ={feB,:card R, = b}.

On a A, , = B, et B, est 'ensemble des fonctions indécomposables.
Soit L, , I'ensemble des mots ¢ € H, tels que P,(c) soit dominé (voir
section 4), et ((Pz(0)) = b (1 < b < n). D’aprés (5.2) et le théoréme 5.9,

(6.9) pour 1 << b < n Papplication ¢ envoie bijectivement B, , sur L, .
D’olr
card B, , = card L, , = (Z) (b — D! b a7,
soit
(6.10) card B,, = (n — D! n"(n — b)!,

d’ol1 ’on déduit le résultat de Katz [4]:
card B, = Y (n — D! n"%(n — b)!.
b=1

Maintenant si 7 est un graphe connexe de r arétes et n sommets, il
contient un et un seul cercle C dont le nombre de sommets b est au moins
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égal a 3 (voir [7]). Soient ¢ = max{x : x € C}, ¢’ et ¢" les deux sommets de
Cindicents & ¢. Au graphe T correspond biunivoquement une paire { f, g}
de fonctions & un seul cycle, telle que m, = =, on pose f(x) == »
(resp. g(x) = y) si et seulement si le graphe 7 contient une chaine dont les
deux premiers sommets sont x, y et les deux derniers ¢', ¢ (resp. ¢”, ¢).

Soit G, ., Uensemble des graphes de » arétes et n sommets, contenant
un seul cercle de b sommets (3 < b < n). Alors

(6.11) [lapplication T —{f, g} est une bijection de G, ,, sur I'ensemble
des paires {f, g} de fonctions de B, , telles que m, = ="

Draprés (6.10) on a
(6.12) card G, . = (n — D' n™?/2(n — b))

et on retrouve le résultat connu (voir [7]):
(6.13) card Gy, = (n!/2) ¥, 2" Y(n — b)\.
b=3

Dans la derniére application que nous donnons, nous allons identifier
toute fonction f€F, au mot o = XX, *** X, ou f(i) = x; pour tout
i€ [n}. On remarque que v; ;(o) est nulsi 1 < i < netjs£ x;; de méme
& (o) est égal & 1 si et seulement s’il existe un indice i tel que 'on ait
1 < i <n, i+ 1non multiple, x; = k et x,,, = j. On posera donc pour
1 <i<n, y(0) = v (0), Cest-a-dire que 7,(c) est égal & 1 ou a 0
suivant qu’il existe ou non un indice j tel que 1 < j < n et x; = i; puis
{{o) = 0 ou 1 suivant que I'indice i 4+ 1 est multiple ou non. De plus, si
g : RZ— R est une fonction arbitraire telle que g(x, y) = 0si x < y, on
désignera par I',(o) et 4,(c) les vecteurs & (n — 1) dimensions

Fg(q) == (7)1(0) ) g(xl b 1)> 772(0) ) g(x2 ? 2);'--, 7]71—1(0) : g(x'ﬂ—l s n— 1)),
AQ(G) = (El(a) : g(xz ’ xl)s 52(0) : g(xS ’ x2)a"'a Cn—l(o‘) ' g(xn ’ Xn—l))-
Le théoréme 5.9 nous dit alors

(6.14) qu’il existe une permutation ¢ de H, telle que pour tout o € H, , les
vecteurs I' (o) et 4,(p(c)) ne différent que par un réarrangement de
leurs coordonnées.

Soit maintenant Y une variabie aléatoire réelle dont la distribution est
uniformément répartie sur les entiers 1,2,..,n Soient d’autre part,
Y;, Ys,..., Y, une suite de » variables aléatoires mutuellement indépen-
dantes, ayant chacune méme distribution que Y. On peut considérer tout
o € H, comme une réalisation du vecteur aléatoire (Y, Y, ,..., Y,). Soit
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alors #: R*!— R une fonction mesurable symétrigue de ses (n — 1)
variables et supposons la fonction g mesurable. La propriété (6.14)
entraine alors que

(6.15) les variables aléatoires ho I', et h o A, ont méme distribution.

Une application de ce résultat en termes du jeu de dés, nous semble
intéressante & donner. Supposons que Y, , Y, ,..., Y, soient les numéros des
faces d’un dé qui apparaissent au cours de 6 jets successifs. Pour 1 < i < 5,
nous notons U, ’événement “la face i apparait au cours de ces six jets et
Ion a Y, > i,” puis V; I'événement “la face 7/ apparait et lorsqu’elle
apparait pour la premiére fois, on a observé au coup précédent une face
supérieure a .’ 11 est facile de voir que U; et V; ont la méme probabilité et
par conséquent leurs indicatrices Iy, et /y ont méme distribution pour
1 < i < 5. La propriété (6.15) permet en plus d’affirmer que les variables

!
™M™

5
1y, et & =3Iy,
=1

1

(3

sommes de variables aléatoires dépendantes, ont elles aussi méme distri-
bution. II suffit en effet dans I’énoncé (6.15) de prendre

h(xl seresy x5) =2 | -+ X5
et

glx, y) =1

six >yetg(x,y)=0sx <y
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