
כלליים(וקטורים:)מרחבים9שיעור

חץ,כמווקטוריברחבוקטורמדמייניםאנחנואלגברה,רקישגיאומטריה!)איןFשדהמעלוקטורימרחבהגדרת
הכפלה בסקלר היא מתיחה של החץ(

אםשלשהזוFשדהמעלוקטורי/לינארימרחבהגדרה: < 𝑉, +, ·>
חילופיתחבורה.1 < 𝑉, +>
ש-:כך.2 ·: 𝐹 × 𝑉 → 𝑉

𝑣∀א. ∈ 𝑉. 1
𝐹

· 𝑣 = 𝑣

(αβ)אסוציטיביות:ב. · 𝑣 = α · (β · 𝑣)
.ו-פילוג:חוקי.3 (α + β) · 𝑣 = α · 𝑣 + β · 𝑣α · (𝑣

1
+ 𝑣

2
) = α · 𝑣

1
+ β · 𝑣

2

דוגמאות:
שדה מעל עצמו..1

2.𝐹𝑛

3..𝑠𝑝𝑎𝑛((1, 1, 1))

וקטורי.מרחבגםאזמ״וVאם.4 𝑉𝐴

5..𝐹
𝑛
[𝑋]

6..𝐹[𝑋]
7..𝑀

𝑚×𝑛
(𝐹)

8.CמעלR.

𝐿.הסדרותמרחב.9
2
[𝑅] = 𝑅𝑁

המרחב הטריוויאלי..10

טענות בסיסיות:
1.0

𝐹
𝑣 = 0

𝑉

2.(− 1)𝑣 =− 𝑣
3..α𝑣 = 0

𝑉
⇒ α = 0

𝐹
∨ 𝑣 = 0

𝑉

צירוף לינארי- אי אפשר לשים במטריצה.הגדרה:

מרחבאםמרחבתתנקראקבוצהתת,FמעלוקטורימרחבVיהימרחב(,)תתהגדרה: 𝑈 ⊆ 𝑉< 𝑈, +, ·>
וקטורי.

אמ״ם:מרחבתתUמרחב(:תת)בוחןמשפט
סגור לחיבור.1
סגור לכפל בסקלר.2
3.Uנמצא(.0ש-שקולבאופן)אוריקהקבוצהאיננה

הפעולה ולא משנה באיזו קבוצה אנחנו מסתכלים.התכונות החסרות מהמשפט על חבורות הן תכונות שלהוכחה:



.VשלמרחבתתWאזUשלמרחבתתWו-VשלמרחבתתUאםמסקנה:
תת מרחב סגור לצירופים לינארים )ראינו הוכחה(טענה:

דוגמאות:
כל המרחב..1
המרחב הטריוויאלי..2
כל המטריצות האלכסוניות..3
4.RשלמרחבתתCמעלRמעללאאבלC.
כל הפונקציות הזוגיות, פונקציות רציפות..5
קבוצת הסדרות שמהוות פתרון למשוואה רקורסיבית לינארית, קבוצת הפתרונות של מד״ר לינארי.6

הומוגני.

קודם(חיתוך של תתי מרחב הוא תת מרחב.)הוכחה ישירה ממקרהטענה:

איחוד של תתי מרחב הוא תת מרחב אמ״ם יש הכלה.משפט:
אבלואזניקחהכלה,איןאםברור,אזהכלהישאםהוכחה: 𝑣 ∈ 𝑉\𝑊,   𝑤 ∈ 𝑊\𝑉𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 ∪ 𝑊

.𝑣 + 𝑤 ∉ 𝑉 ∪ 𝑊

סדרה.שלוספאןריק(לאפעםאףספאןולכן0אתנותןריקסכוםכי)קונבנציהקבוצהשלספאןהגדרה:

הגדרות שקולות לקבוצה סופית )ראינו הוכחה(טענה:
ספאן הוא תת מרחב. )ראינו כבר הוכחה(.טענה:
𝐴.תרגיל: ⊆ 𝑠𝑝(𝐴)

.Aאתמכילאשרלהכלה()ביחסביותרהקטןהמרחבתתהואspAאזיקבוצה,Aתהאטענה:
𝐾.כלומר,.Uב-מוכלspAאזAאתמכילאשרמרחבתתUאםכלומר, ⊆ 𝑈 ⇒ 𝑠𝑝(𝐾) ⊆ 𝑈

הוכחה:
לצירופיםסגורUו-מכיווןאזAאתשמכילמרחבתתUכינניח,AאתשמכילמרחבתתהואspAכיראינו

sp(A.)אתמכילUגםלינארים

חוקי ספאן:
1.𝐴 ⊆ 𝐵 → 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴) ⊆ 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐵)
2.𝐴 ⊆ 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐵) → 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴) ⊆ 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐵)
3.𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴)) = 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴)
4.span0ריקה(=})קבוצה}

הוכחה:
להוכיח..1
נובע מהטענה הקודמת..2
sp(A)אתשמכילמרחבתתהואsp(A)השני,בכיווןולכןכימתקיים.3 𝐴 ⊆ 𝑠𝑝(𝐴)𝑠𝑝(𝐴) ⊆ 𝑠𝑝(𝑠𝑝(𝐴))

sp(A)ב-מוכלsp(sp(A)ולכן
ישירות מהגדרה..4



הוכיחו שיוויון של ספאנים…דוגמא:

סדרה פורשת מרחב ותת מרחב. סדרה בת״ל וסדרה בסיס.הגדרה:

בת״ל לא קשור לאיזה תת מרחב מסתכלים.הערה:

דוגמאות:
במרחב הפולינומים. להוכיח כי פולינומים ממעלות שונות הם ב״ת. לתת דוגמא של פולינומי לגאנדר..1

הפיכה.AאזפורשותAשלחזקותAאםכילהוכיחהמטריצות,במרחב.2

להוכיח כי במרחב הפתרונות לנוסחת נסיגה לינארית, תנאי התחלה בת״ל יוצרים פתרונות בת״ל..3

LDהלינאריותהתלויותמרחבהגדרה:

.אמ״םש-כךקייםטענה: 𝑥 ∈ 𝐿𝐷((𝑣
1
,..., 𝑣

𝑛
))𝑥

𝑖
≠ 0𝑣

𝑖
∈ 𝑠𝑝((𝑣

1
,..., 𝑣

𝑖−1
, 𝑣

𝑖+1
,..., 𝑣

𝑛
))

נוסף.וקטורויהי.תהיטענה: (𝑣
1
,..., 𝑣

𝑛
) ∈ 𝑉𝑛𝑢 ∈ 𝑉

.אמ״ם.1 𝑠𝑝((𝑣
1
,..., 𝑣

𝑛
)) = 𝑠𝑝((𝑣

1
,..., 𝑣

𝑛
, 𝑢)𝑢 ∈ 𝑠𝑝((𝑣

1
,..., 𝑣

𝑛
))

.אמ״םבת״לבת״ל.כינניח.2 (𝑣
1
,..., 𝑣

𝑛
)(𝑣

1
,..., 𝑣

𝑛
, 𝑢)𝑢 ∉ 𝑠𝑝((𝑣

1
,..., 𝑣

𝑛
))

𝑣)עבורשקוליםהבאיםמסקנה:
1
,..., 𝑣

𝑛
)

בת״ל..1 (𝑣
1
,..., 𝑣

𝑛
)

(ו-,לכל)כלומרקודמיו.שללינאריצירוףלאאחדאף.2 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛𝑣
𝑖

∉ 𝑠𝑝(𝑣
1
,..., 𝑣

𝑖−1
)𝑣

1
∉ 𝑠𝑝(⊘)

(,לכלכלומרהאחרים.שללינאריצירוףלאאחדאף.3 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛𝑣
𝑖

∈ 𝑠𝑝((𝑣
1
,..., 𝑣

𝑖−1
, 𝑣

𝑖+1
,..., 𝑣

𝑛
))

בת״ל.ו-.Vשלפורשתקבוצהכינניחריס:שלההחלפהמשפט 𝑣
1
,..., 𝑣

𝑛
𝑢

1
,..., 𝑢

𝑚

אזי:
1.𝑚 ≤ 𝑛
פורשת.עדייןש-כךקיימים.2 𝑖

1
<... < 𝑖

𝑚
≤ 𝑛{𝑢

1
,..., 𝑢

𝑚
} ∪ {𝑣

𝑗
 | 𝑗 ∉ {𝑖

1
,..., 𝑖

𝑚
}}

.mעלבאינדוקציההוכחה:
להוכיח.מהאיןm=0עבור
.m+1עבורונוכיחmעבורהנכונההטענהכינניח



האינדוקציההנחתלפיולכןבת״לכןגםכילבנשיםפורשת.קבוצהו-בת״לנתונות 𝑢
1
,..., 𝑢

𝑚+1
𝑣

1
,..., 𝑣

𝑛
𝑢

1
,..., 𝑢

𝑚

אתאיןואזכי)ייתכןפורשתוהסדרההוקטורים(שלמחדשמספור)אחרי 𝑚 ≤ 𝑛𝑢
1
,..., 𝑢

𝑚
, 𝑣

𝑚+1
,..., 𝑣

𝑛
𝑛 = 𝑚

הקודמתהלמהולפיכך,אם-ים(.vה-שלהחלק 𝑢
𝑚+1

∈ 𝑠𝑝(𝑢
1
,..., 𝑢

𝑚
, 𝑣

𝑚+1
,..., 𝑣

𝑛
)

ו-מכיווןקודמיו.שללינאריצירוףשהואוקטורישולכןלינאריתתלויההסדרה 𝑢
1
,..., 𝑢

𝑚
, 𝑢

𝑚+1
, 𝑣

𝑚+1
,..., 𝑣

𝑛

דברים:שנינסיקולכןקודמיו.שללינאריצירוף-יםvה-מביןאחדבהכרחבת״ל, 𝑢
1
,..., 𝑢

𝑚
, 𝑢

𝑚+1

1.. 𝑚 + 1 ≤ 𝑛
ניתן להשמיט אותו ולא לשנות את הפרישה )כלומר הסדרה עדיין תשאר פורשת(..2

וסיימנו.

מסקנה: אורך של סדרה בת״ל>=אורך של סדרה פורשת.

ההחלפה.מלמתישירות:1הוכחה

.כינראה-פורשת.-בת״לישירה:הוכחה 𝑣
1
,..., 𝑣

𝑛
𝑢

1
,..., 𝑢

𝑚
𝑚 ≥ 𝑛

אפשר לרשום
𝑣

1
= 𝑎

11
𝑢

1
+..., 𝑎

1𝑚
𝑢

𝑚

𝑣
2

= 𝑎
21

𝑢
1

+..., 𝑎
2𝑚

𝑢
𝑚

…
𝑣

𝑛
= 𝑎

𝑛1
𝑢

1
+..., 𝑎

𝑛𝑚
𝑢

𝑚

טריוויאלי.פתרוןרקישלמשוואה 𝑥
1
𝑣

1
+... 𝑥

𝑛
𝑣

𝑛
= 0

מצד שני, משוואה זו שקולה למשוואה:
𝑥

1
(𝑎

11
𝑢

1
+..., 𝑎

1𝑚
𝑢

𝑚
) + 𝑥

2
(𝑎

21
𝑢

1
+..., 𝑎

2𝑚
𝑢

𝑚
) +... + 𝑥

𝑛
(𝑎

𝑛1
𝑢

1
+..., 𝑎

𝑛𝑚
𝑢

𝑚
) = 0

(𝑥
1
𝑎

11
+... + 𝑥

𝑛
𝑎

𝑛1
)𝑢

1
+ (𝑥

1
𝑎

12
+... + 𝑥

𝑛
𝑎

𝑛2
)𝑢

2
+... (𝑥

1
𝑎

1𝑚
+... + 𝑥

𝑛
𝑎

𝑛𝑚
)𝑢

𝑚
= 0

הלינאריתהמשוואותלמערכתאזכיבשלילהנניח 𝑛 > 𝑚
𝑥

1
𝑎

11
+... + 𝑥

𝑛
𝑎

𝑛1
= 0

𝑥
1
𝑎

12
+... + 𝑥

𝑛
𝑎

𝑛2
= 0

…
𝑥

1
𝑎

1𝑚
+... + 𝑥

𝑛
𝑎

𝑛𝑚
= 0

סתירה.טריוויאלי,לאפתרוןלהישולכןנעלמיםnו-משוואותmב-מערכתהיא

מספר קבוע.אם למרחב וקטורי יש בסיס, אז אורך של בסיס הואמסקנה:

nבעלהואבסיס(כלגם)ואזבסיסאיזשהועבוראםנגדיר,FמעלוקטורימרחבVיהיהגדרה: 𝑑𝑖𝑚
𝐹
(𝑉) = 𝑛

וקטורים. אם אין בסיס, כרגע זה לא מוגדר )מימוש של רעיון גיאומטרי באופן אלגברי(.

דוגמאות לחישוב מימד:
ומישור(ישר,שלחדשה)הגדרה.שלכלשהומרחבתת.1 𝑅𝑛



.nממעלההפולינומיםמרחב.2
מרחב המטריצות..3
מרחב המטריצות האלכסוניות..4
5.CמעלR.
המרחב הטריוויאלי..6
מרחה הפתרונות שנוסחת נסיגה מסדר שני. וסיום הסבר לגבי השיטה של פולינום אופייני..7

כי היא פורשת )מוצאים מקדמים ואז מוכיחיםראינו סדרה בת״ל בעלת שני איברים, קל להוכיחהרחבה:
.2הואהפתרונותמרחבשלהמימדלכןברקורסיה(,ושימושnעלבאינדוקציהשיוויון

.QמעלRהממשיות,הפונקציותמרחבהפולינומים,מרחבסופית:נוצריםלאמרחביםעלדיון.8

מימדעלמדבריםאםפורשת.סופיתסדרהקיימתאםסופיתנוצרהואFמעלVוקטורימרחבכינאמרהגדרה:
של מרחב, ההנחה בקורס שלנו היא שהוא נוצר סופית.

ת״ל.הםוקטוריםnמ-יותרnממימדבמרחבמסקנה:

פורשים.לאוקטוריםnמ-פחותnממימדבמרחבמסקנה:

לכל מרחב וקטורי נוצר סופית יש בסיס.משפט:

וקטורישאחרת,בסיס.היאאזבת״להיאאםשלו.פורשתסדרהתהאסופית,נוצרמ״וVיהיהוכחה: 𝑣
1
,..., 𝑣

𝑛

לבסיסהפורשתהסדרהאתנדללוכךאותונשמיט,v_nבה״כהאחרים,שללינאריצירוףשהוא

כללי()תזכורת לאלגוריתמים נאיבים שעובדים גם במרחבהערה:
דילול סדרה לבסיס..1
השלמה של סדרה בת"ל לבסיס..2

(:3מתוך2שלמשפט)הכללה
עבור סדרת וקטורים הבאים שקולים:

בסיס )בת״ל ופורשת(.1
ובת״לוקטוריםnבעלת.2
ופורשתוקטוריםnבעלת.3
פורשת מינימלית.4
בת״ל מקסימלית.5
כל וקטור ניתן להציג באופן יחיד כצירוף לינארי של הוקטורים האחרים..6

האחרוןהמשפטלפיולכן,2הואהפתרונותמרחבשלהמימדכיראינואופייני:פולינוםשיטתעלההסברסיום
כל שני וקטורים )פתרונות( מהווים בסיס.

.איזשהועבורמהצורהפתרוןקייםתמיד,Cמעלטענה: λ𝑛λ ∈ 𝐶



נובע מכך שלכל פולינום יש שורש.הוכחה:

זה גם מגדיר את הפולינום האופייני ונותן מוטיבציה לחקור אותו ואז יש משפטים שאומרים בדיוק איך נראים
הפתרונות הבסיסיים בכל סיטואציה.

הכלי של מטריצות. היתרון הוא שזה מאפשר לנוהחיסרון העיקרי במרחבים אבסטרקטיים הוא שאין אתדיון:
שלסוגיםלעוד-יות,nמלבדאובייקטיםשלסוגיםלעודלינאריתאלגברהשלהתיאוריהאתוליישםלדבר

משוואות: נוסאות נסיגה לינארית, משוואות דיפרנציאליות ליאנריות ועוד.


