
מדרגות(וצורתלינאריתמשוואותמערכתשל:)פתרון4שיעור

כללי.nועלכללייםשדותעלמדברהואכימבגיאומטריה,יותרכלליהואבאלגברההדיון

.F^nקבוצתעלפעולותנגדירתחילה

.ו-,,סימונים: 𝑣0𝑣
𝑖

𝑒
𝑖

.tהטרנפוז-וסימוןשורהלוקטורעמודהוקטורביןהבחנהבסקלר-וכפל-יותnחיבורהגדרה:
טענה:
.אואמ״ם.1 𝑡 · 𝑣 = 0𝑡 = 0𝑣 = 0
אסוציאטיביות.2
חוק הפילוג גם בסקלר וגם בוקטור..3

איבר?(איברכפללגבימההניטרלי?האיברהוא)מיחבורה.היאהחיבורפעולתעםF^nתרגיל:

עלנדבר,Fמעלוקטורימרחבנקראנוספותתכונותעםשדה,מתוךבסקלרכפלפעולתשיששלהמבנההערה:
כך בהמשך.

דקארט שם לב לקשר בין האלגברה לגיאומטריה,דיון:
המקבילית.וכללהוקטורמתיחת-יות:nביןפעולותשלגיאומטריתמשמעות

מערכת משוואות לינארית הומגנית.הגדרה:

הטריוויאלי״(.״הפתרוןנקרא)ולכןשלהפתרוןהואאמ״םהומוגניתהיאלינאריתמשוואותמערכתמשפט: 00

מערכת משוואות לינארית הומוגנית היא הוא יחידוןבהסתכלות גיאומטרית זה אומר שקבוצת הפתרונות שלדיון:
מערכתשלפתרונותקבוצתכלולהיפךהמרחב.כלאובראשיתשעוברמישוראובראשיתשעוברישראו0

הומוגנית שעוברת בראשית הוא פתרון של מערכת הומוגנית.

בסקלר.לכפלסגורהובנוסף-יותnלחיבורביחסחבורהתתהיאהומוגניתמערכתשלהפתרונותקבוצתמשפט:
אלגבריות(.תכונות)בעלתשייך0ו-

בראשית ואם מחברים וכופלים בסקלר לא יוצאיםבהסתכלות גיאומטרית זה אומר שלדוגמא המישור עוברדיון:
מהמישור.

אלגבריות )תוכיחו בשיעורי הבית(.לקבוצת הפתרונות של מערכת לא לינארית אין תכונותהערה:

𝐿.סימוןלינארית.משוואותלמערכתהמתאימהההומוגניתהמשוואותמערכתהגדרה:
0

הקשר בין קבוצת הפתרונות של המערכת הלא הומוגנית למערכת ההומוגנית.



.מוגדרתxב-Aשלהזזה.ו-,עלפעולה*כינניחהגדרה: 𝐺𝑥 ∈ 𝐺𝐴 ⊆ 𝐺𝑥 * 𝐴: = {𝑥 * 𝑦 |𝑦 ∈ 𝐴}

״הזזה״היא,Rמעלנעלמיםשלושהאו2ב-לינאריתמשוואותמערכתשלהפתרונותקבוצתגיאומטרית-גרסה
של מרחב הפתרונות ההומוגני המתאים בפתרון מסוים )פרטי( למערכת הלא הומוגנית.

״הוכחה״ גיאומטרית

למערכתפרטיפתרוןהיאההומוגניתהמשוואה.במשוואהנתבונןמישור:עםדוגמא 𝑥 + 𝑦 = 1𝑥 + 𝑦 = 0
קבוצתאתנותנת(0,1ב-)ההומוגניתשלהפתרונותכלשלהזזהאז,לדוגמאהואהומוגניתהלא (0, 1)

הפתרונות של הלא הומוגנית.

גרסה אלגברית-
טענה:
כל שני פתרונות למערכת הלא הומוגנית נבדלים בפתרון של ההומוגנית המתאימה.1
כל פתרון של ההומוגנית ופתרון ועוד פתרון של הלא הומוגנית הוא פתרון של הלא הומוגנית..2

אזLשלכלשהופתרוןpו-לינאריתמשוואותמערכתאםמסקנה: 𝐿𝑆𝑜𝑙𝑠(𝐿
0
) + 𝑝 = 𝑆𝑜𝑙𝑠(𝐿)

אזלהומוגניתפתרוןכיונניחהומוגניתהלאלמערכתפתרונותיהיוהוכחה: 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆𝑜𝑙𝑠(𝐿)ℎ
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https://www.desmos.com/calculator
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הומוגנית.הלאלמערכתפתרוןולכן ℎ + 𝑎

הצגה אלגברית)עקרון ההפרדה( מול הצגה פרמטרית)עקרון ההחלפה(

הצגה אלגברית של קבוצת הפתרונות- קל לוודא שפתרון אכן פתרון. אבל קשה לייצר פתרונות.

הצגה פרמטרית של קבוצת הפתרונות- קל לייצר פתרונות  אבל קשה לוודא שפתרון אכן פתרון.

הפתרונות.״לפתור״ משוואה זה למצוא הצגה פרמטרית של קבוצתהגדרה:

דוגמא לפתרון של מערכת לינארית ומציאת הצגה פרמטרית מאלגברית.

ניתן למצוא מערכת משוואות? נראה בהמשךמה לגבי הכיוון השני? כלומר האם בהנתן הצגה פרמטריתשאלה:
שכן.

הכללי זה הפונקציה בהצגה הפרמטרית והפתרוןפתרון כללי ופתרון פרטי של מערכת משוואות. )הפתרוןהגדרה:
הפרטי זה הצבה קונקרטית(

לגרסה האלגברית של פתרונות למערכת לא הומוגנית:ניסוח חדש

פתרון כללי של הלא הומוגנית=פתרון פרטי של ההומוגנית+פתרון פרטי של הלא הומוגנית.

פתרון של מערכת משוואות לינארית:

שיטת ההצבה:
מבטאים נעלם מסוים באמצעות האחרים ומציבים במשוואות האחרות עד שמגיעים לאחרון, ואז כל נעלם שנשאר

הוא ״חופשי״ ונעלם שמובע באמצעות האחרים נקרא ״קשור״.

דוגמא:

דירוג )אלימינציית גאוס(

כל ההוכחות ינבעו מההוכחות עבור מטריצות.

שלושת הפעולות האלמנטריות על מערכת משוואות:הגדרה:
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ההופכית לה גם היא אלמנטרית.כל פעולה אלמנטרית היא פונקציה הפיכה והפונקציהמשפט:
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פעולות אלמנטריות מעבירות מערכות למערכות שקולות.משפט:
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α · (α𝐸)) = 𝑆𝑜𝑙𝑠(𝐸)
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אז:אלמנטריתפונקציהולכלLמערכתלכלנכוןוזהמכיוון
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קנונית.מדרגותצורתמשוואות,מערכתשלמדרגותצורתסתירה,שורת,iמשוואהשלפותחמשתנההגדרה:

הקנונית?איך למצוא את הצורה הפרמטרית בהנתן הצורהאלגוריתם:

https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=(f_%7BE_i%5Cleftrightarrow%20E_j%7D(L))_k%3D%5Cbegin%7Bcases%7D%20L_i%20%26%20k%3Dj%5C%5C%20L_j%20%26%20k%3Di%20%5C%5C%20L_k%20%26%20else%5Cend%7Bcases%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=(f_%7BE_i%5Crightarrow%20%5Calpha%5Ccdot%20E_i%7D(L))_k%3D%5Cbegin%7Bcases%7D%20%5Calpha%5Ccdot%20L_i%20%26%20k%3Di%20%5C%5C%20L_k%20%26%20else%5Cend%7Bcases%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=(f_%7BE_i%5Crightarrow%20E_i%2B%5Calpha%5Ccdot%20E_j%7D(L))_k%3D%5Cbegin%7Bcases%7D%20L_i%2B%5Calpha%5Ccdot%20L_j%20%26%20k%3Di%20%5C%5C%20L_k%20%26%20else%5Cend%7Bcases%7D#0


מצורת מדרגות.כמות פתרונותמציאתאלגוריתם:

אין בחירה יחידה של משתנים חופשיים וקשורים.דיון:

מדורגת קנונית אחת ויחידה.כל מערכת משוואות שקולה למערכת משוואות בצורהמשפט:

מטריצות

עמודה.לדוגמאמייצגת-יהmכלכאשר-יות.mשל-יהnבמחשב:מספרים.שלמלבןהגדרה:

המטריצה, סימון קבוצת המטריצות עם רכיביםמימדי המטריצה/ גודל המטריצה, מקדמי המטריצה/רכיביסימון:
.Aבקבוצה

שיוויון מטריצות והגדרה באמצעות רכיב כללי.טענה:

שימושים רבים באינטרנט.קשר למימוש במחשב ושימושים: עיבוד תמונה, נראהדיון:

השימוש הראשון של מטריצה אצלנו יהיה מטריצה של מערכת משוואות.

.המטריצההיאמשוואות.למערכתהמתאימההמטריצהלמשוואה,שמתאימההשוכבת-יהnה-הגדרה: 𝐿𝐴
𝐿

הפיכה.פונקציההיאהמוגדרתכיברור 𝑓: 𝐿𝐸
𝑛,𝑚

(𝐹) → 𝑀
𝑛,𝑚

(𝐹)𝑓(𝐿) = 𝐴
𝐿

,(𝐴|𝐵)סימון:  (𝐴|𝑏)

תרגום השמות:
החופשיים.המקדמים-עמודתbהעמודהעמודה.משתנה-שורה,משוואה-.1
מטריצת המקדמים המצוצמצת..2
.0קוללאמסמניםההומונית-המערכתשלהמטריצה.3
,𝑆𝑜𝑙𝑠((𝐴|𝑏)).הפתרונותקבוצת.4  𝑆𝑜𝑙𝑠(𝐴)
מדרגות,צורתמדרגות/צורת,0לאואז0שורתסתירה-פותח,שורתאיברפותח-משתנה.5

קנונית/קנונית.
פעולות אלמנטריות הן פונקציות מקבוצת המטריצות לקבוצת המטריצות..6

טענות טריוויאליות:
בכל מטריצה:

בכל שורה יש לכל היותר איבר פותח אחד..1
מספר האיברים הפותחים>=מספר השורות ..2
.0שורותהפותחים+מספרהאיבריםמספרהשורות=מספר.3



בצורת מדרגות:
אחדפותחאיברהיותרלכלישעמודהבכל.1
העמודות.הפותחים>=מספרהאיבריםמספר.2
מדרגה.בהןנפתחהשלאהעמודותמספרהפותחים+האיבריםמספרהעמודות=מספר.3
.0שורותהןk+1,...,nהשורותבדיוקאזפותחיםאיבריםkישאם.4

.0שאינןהשורותלמספרשווהפותחאיברעםהעמודותמספרמדרגות,בצורתמסקנה:

בדומה למערכת משוואות בצורה קנונית, ממטריצה קנונית קל לקרוא את הפתרונות.

)אלגוריתם לכתיבת קבוצת הפתרונות(.משפט:
.Aשלקנוניתהמדורגתהצורהו-.מטריצהתהאכינניח 𝐴𝑚 × (𝑛 + 1)𝐴'

פתרון.איןAל-אזסתירהשורתישב-אם.1 𝐴'
היאהפתרונותקבוצתאזמדרגה,בהןנפתחהלאובעמודותסתירהשורתאיןב-אם.2 𝐴'𝑖

1
,..., 𝑖

𝑘

המוגדרת ע״יבאשר

הוכחה:
קנונית.מדורגתכברשהיאAעבורזאתלהוכיחמספיקולכןכיראינו 𝑆𝑜𝑙𝑠(𝐴) = 𝑆𝑜𝑙𝑠(𝐴')
𝑙מדרגהבהןשנפתחהעמודותאתעולהבסדרנסדר

1
< 𝑙

2
<... < 𝑙

𝑛−𝑘

1מהצורההיאjה-המשוואההקנונית,בצורהשאנומכיוון · 𝑥
𝑙

𝑗

+
𝑟=1

𝑘

∑ (𝐴)
𝑗,𝑖

𝑟

𝑥
𝑖

𝑟

= (𝐴')
𝑗,𝑛+1

המשוואותכלמתקיימות,כינניח 𝑐 ∈ 𝑠𝑜𝑙𝑠(𝐴)

1 · 𝑐
𝑙

𝑗

+
𝑟=1

𝑘

∑ (𝐴)
𝑗,𝑖

𝑟

𝑐
𝑖

𝑟

= (𝐴')
𝑗,𝑛+1

𝑐כירואיםאגפיםמעביריםואם = 𝑓(𝑐
𝑖

1

,..., 𝑐
𝑖

𝑘

)

ימין.לאגףשייךולכן 𝑐

שכןפתרוןהואימיןבאגףאיברכל 𝑐

𝑐
𝑙

𝑗

= (𝐴')
𝑗,𝑛+1

−
𝑟=1

𝑘

∑ (𝐴)
𝑗,𝑖

𝑟

𝑐
𝑖

𝑟

נקבלjה-במשוואהבהצבהולכן

1 · 𝑐
𝑙

𝑗

+
𝑟=1

𝑘

∑ (𝐴)
𝑗,𝑖

𝑟

𝑐
𝑖

𝑟

= (𝐴')
𝑗,𝑛+1

−
𝑟=1

𝑘

∑ (𝐴)
𝑗,𝑖

𝑟

𝑐
𝑖

𝑟

+
𝑟=1

𝑘

∑ (𝐴)
𝑗,𝑖

𝑟

𝑐
𝑖

𝑟

= (𝐴')
𝑗,𝑛+1

https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=sols(A)%3D%5C%7Bf(x_%7Bi_1%7D%2C...%2Cx_%7Bi_k%7D)%5Cmid%20x_%7Bi_1%7D%2C...%2Cx_%7Bi_k%7D%5Cin%20%5Cmathbb%7BF%7D%5C%7D%0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=f%3A%5Cmathbb%7BF%7D%5Ek%5Crightarrow%5Cmathbb%7BF%7D%5En%0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=f(x_%7Bi_1%7D%2C...%2Cx_%7Bi_k%7D)_j%3D%5Cbegin%7Bcases%7D%20x_%7Bi_r%7D%20%26%20%5Cexists%20r.j%3Di_r%5C%5C%20(A')_%7Bj%2Cn%2B1%7D-%5CSigma_%7Br%3D1%7D%5Ek%20(A')_%7Bj%2Ci_r%7Dx_%7Bi_r%7D%20%26%20else%5Cend%7Bcases%7D%0


אלימינציית גאוס:
אלגוריתם למחשב איך לבצע סדרת פעולות אלמנטריות שמביאה לצורה קנונית.

𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟נגדיר = 1
העמודות.כמותnכאשרהעמודותעלנרוץ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛
למקרים:נחלק,iה-העמודהעבור

הבאה.לעמודהונמשיךcounterאתנשנהלאזה,במקרה,שלכלאו:1 𝑗 ≥ 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟(𝐴)
𝑖𝑗

= 0

אבריכלאתנאפס,ננרמל,ש-כךביותרהקטןהאינדקסאתנאתר:2 𝑗
0

≥ 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟(𝐴)
𝑖𝑗

0

≠ 0𝑅
𝑗

𝑜

→ 1
(𝐴)

𝑖,𝑗
0

𝑅
𝑗

0

.ולבסוף.לכלהפעולותע״יהעמודה 𝑅
𝑘

→ 𝑅
𝑘

− (𝐴)
𝑖𝑘

𝑅
𝑗

0

𝑗 ≠ 𝑗
0

𝑅
𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟

↔ 𝑅
𝑗

0

נמשיך לעמודה הבאה עם המטריצה
.ונעדכן 𝑓

𝑅
𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟

↔𝑅
𝑗

0

(𝑓
𝑅

𝑛
→𝑅

𝑛
−(𝐴)

𝑖𝑛
𝑅

𝑗
0

(... (𝑓
𝑅

1
→𝑅

1
−(𝐴)

𝑖1
𝑅

𝑗
0

(𝑓
𝑅

𝑗
𝑜

→ 1
(𝐴)

𝑖,𝑗0

𝑅
𝑗

0

(𝐴))...))𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟 += 1

קנונית.הצורה מטריצה המתקבלת מאלימינציית גאוס היא מטריצהמשפט:
0שאינם=שורותcounter-1עםקנוניםמטריצהמחזירהאלגוריתםכיהעמודותמספרעלבאינדוקציההוכחה:

.iל-נוכיחiמ-קטןjל-נכוןנניחמדרגה(.מהןשנפתחה=עמודותcounterשקולבאופן)או
פעולתלאחרקנוניתתיהיההאחרונההעמודהמחיקתע״יAב-שמתקבלהמטריצההאינדוקציההנחתלפי

,...,1(.העמודותעלהאיטרציהמעברלאחר)כלומרהדירוג 𝑖 − 1
ולכןמדרגהנפתחהלאהאחרונהבעמודהאז,1מקרההואהמקרהאםהאלגוריתם,לפילמקריםנחלק

המטריצה קנונית.
אם אנו במקרה השני,

כימתקייםולכללכלהאינדוקציה,ומהנחתקנונית,מטריצהמהגדרתכילבנשים 𝑗 ≥ 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑖 − 1

.𝐴
𝑗𝑘

= 0

אזב-נסמן1ל-במקוםהאיבראתהפכההראשונההפעולה 𝑖, 𝑗
𝑜

𝐴(1) = 𝑓
𝑅

𝑗
𝑜

→ 1
(𝐴)

𝑖,𝑗0

𝑅
𝑗

0

(𝐴)

.,ולכל 𝑅
𝑗

0

(𝐴(1) ) = (0, 0, 0,..., 0, 1)𝑗 ≠ 𝑗
𝑜

𝑅
𝑗
(𝐴(1)) = 𝑅

𝑗
(𝐴)

בעמודותלמתחתהשורותאתנשנהלאהשורותשארעלה-השורהשלהפעולותביצועלאחר 𝑗
0

𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟

אזנסמן.לכלשכן 1,..., 1 − 𝑖𝐴(1)
𝑗

0
𝑘

= 01 ≤ 𝑘 ≤ 𝑖 − 1𝐴 (2) = 𝑓
𝑅

𝑛
→𝑅

𝑛
−(𝐴)

𝑖𝑛
𝑅

𝑗
0

(... (𝑓
𝑅

1
→𝑅

1
−(𝐴)

𝑖1
𝑅

𝑗
0

(𝐴(1))..)

ולכןשורההחלפתהיאהאחרונההפעולהו-אםו-אם 𝐴(2)
𝑗𝑘

= 𝐴
𝑗𝑘

𝑘 ≤ 𝑖 − 1𝐴(2)
𝑗𝑘

= 0𝑗 ≠ 𝑗
0

𝐴(2)
𝑗

𝑜
𝑖

= 1

.counterלשורההמובילהאיבראתהעברנוובכך.counterמהקטנותהשורותעלמשפיעלא
אם כך,
.i-1,..,1העמודותאתשינולאבאינטרציהiה-בשלבשעשינוהפעולותהדירוג:שלמרכזיתתכונה

האיבריםושארמדרגהנפתחהכרגעשבשורהכךהאחרונההעמודהזושהשתנההיחידיהדבר 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟 
קנונית.מדורגתהמטריצהאז,0הםזובעמודה

כללי אצבע לדירוג בני אדם. דוגמא לדירוגדוגמא:



אחת ויחידה.כל מטריצה שקולת שורות למטריצה מדורגת קנוניתמשפט:

בהמשך הקורס.קיום נובע בהוכחה של אלגוריתם גאוס ויחידות נוכיחהוכחה:

)לסייברים(חיסורפעולותnומבצעיםשורהכלעלואזעמודהכלעלרצים-n^3פעולות-מספרניתוח

מטריצות שקולות שורה.הגדרה:

מסדר קבוע.שקילות שורה היא יחס שקילות על קבוצת המטריצותטענה:

יש אותה קבוצת פתרונות.שתי מטריצות הן שקולות שורה אז למערכות המתאימותטענה:

מה לגבי הכיוון השני? נראה בהמשך כי זה נכון.דיון:

קנונית.מערכת נציגים ליחס שקילות שורה היא המדורגותמסקנה:

Aאתלדרגניתןאזשורה,שקולותאםמערכות.לגבישראינוממשפטנובעאזשורהשקולותאםהוכחה:

נפתחהעמודותבאותן''Aוב-'Aשב-,כך,ל-ששקולהקנוניתמדורגתצורהישאזמדורגת'Aאםטענה: 𝐴'𝐴''
מדרגה.

הוכחה:
והרכיבים,jבעמודהבאיטרציהבשלבאנואםהאלגוריתם,הגדרתלפיכילבנשים.עלגאוסאלגוריתםנפעיל 𝐴'

זה.בשלבהשורותאתמשניםלאאנואז,0הםזובעמודה 𝑘,..., 𝑛𝑘,..., 𝑛

מדורגת,והמטריצהמכיווןאלובשלביםאז,i-1,...,1עדנכוןנניחנפתחו.מדרגותאותןכיבאינדוקציהנוכיח
אלה.שורותעלפעולותביצענולאולכן0הםcounter,counter+1,...nהשורות

.i-1,..,1העמודותאתמשניםלאבאינטרציהiה-בשלבאזנפתחו,עמודותשאותןעבורהוכחנואם 1,..., 𝑖 − 1
counterמעלהשורותאתמשנהלאוהאלגוריתםמכיווןאזAב-iב-מדרגהנפתחהלאאם,iה-העמודהלגבי
נפתחהואםמדרגה,זובעמודהתפתחלאהקנוניתבצורהוגםיאתרלאוהאלגוריתם,0יישארועדייןהם 𝑗

0

ולפיזהאתשינולאהקודמותהעמודותעלהאלגוריתםושוב,,בשורהנפתחהבהכרחהיאאזמדרגה, 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟
האלגוריתם אנחנו מאפסים את שאר האיברים בעמודה הזו ונפתחה שם מדרגה.

)אלגוריתם למציאת כמות הפתרונות(מסקנה:
.Aל-שורותשקולתאשרמדורגתמטריצה'Aו-mx(n+1.)מטריצהAתהא

פתרון.איןAשללמערכתאזסתירהשורתיש'Aב-אם.1

'.Aב-פותחאיברללאהעמודותמספרהואkכאשראזסתירה,שורתאין'Aב-אם.2 |𝑆𝑜𝑙𝑠(𝐴)| = |𝐹|𝑘

הוכחה:



באותןבדיוקקודמת,טענהלפיסתירה,שורתאין'Aל-אחרת,פתרון.איןAל-בודאיאזסתירהשורתיש'Aב-אם
ולכןמדרגהנפתחת(Aשלזוגםזו)ומיחידות'Aשלקנוניתהמדורגתוהצורה׳Aשלעמודות

לפי המשפט הקודם העוצמה נכונה.

פתרונות.לפחותשישאופתרוןאיןAשלשלמערכתמשורות,עמודותיותרישAב-אםמסקנה: |𝐹|
שקטן ממספר העמודות. ולכן קיימת עמודה ללאמספר האיברים הפותחים קטן או שווה למספר השורותהוכחה:

איבר פותח.

מטריצת היחידה.הגדרה:

המדורגת קנונית היא מטריצת היחידה.למערכת הומוגנית ריבועית יש פתרון יחיד אמ״ם הצורהמשפט:
בכל עמודה נפתחה מדרגה ולכן יש פתרוןאם הצורה הקנונית היא מטריצת היחידה אז לפי האלגוריתםהוכחה:

יחיד. אם יש פתרון יחיד אז בכל עמודה נפתחה מדרגה, ומכיוון ומספר העמודות שווה למספר האיברים הפותחים
שווה למספר השורות, אז בכל שורה נפתחה מדרגה ולכן הכרח קיבלנו את מטריצת היחידה.

תכנון לינארי- העשרה
לחקלאיכינניחבנוסףקולורבי.אוחיטהאולשתוליכולהואהזהבשטח.2)ק״מ(^Lשלשטחישלחקלאיכינניח

E_1ו-דשןF_1דורשחיטהקילומטרכל.Eהדברה-חומרשלמוגבלתוכמותDדשן-שלמוגבלתכמותיש
אתS_2וב-חיטהשלרבועק״משמניבהמחיראתS_1ב-נסמן.F_2,E_2עםקולורביעבורדברואותוהדברה

המחיר של ק״מ רבוע קולורבי. איך כדאי לחקלאי לשתול את החיטה וקולורבי כך שהרווח יהיה מקסימלי:

בעיה כזו נקראת תכנון לינארי וכפי שנראה עוד רגע די קל לפתור אותה.
הביטוי:אתלמקסםמחפשיםאנחנוהקולורבי,שטחאתx_2וב-חיטההשטחאתx_1ב-נסמן

𝑆 = 𝑆
1
𝑥

1
+ 𝑆

2
𝑥

2

כאשר יש לנו את האילוצים הבאים:
(1)𝐹

1
𝑥

1
+ 𝐹

2
𝑥

2
≤ 𝐹

(2)𝐸
1
𝑥

1
+ 𝐸

2
𝑥

2
≤ 𝐸

(3)𝑥
1

+ 𝑥
2

≤ 𝐿

(4)𝑥
1

≥ 0

(5)𝑥
2

≥ 0

זה בעצם חיתוכים של שטחים שיכולים ליצור שלושה סוגים של שטחים:
קבוצה ריקה- אומר שאי אפשר לשתול כך שהתנאים ייקוימו.1
קבוצה עם שטח לא מוגבל.2
מצולע במרחב..3

נתן ערכים לדוגמא:
𝑆

1
= 3, 𝑆

2
= 4  𝐹

1
= 2,  𝐹

2
= 1,  𝐸

1
= 1, 𝐸

2
= 2,  𝐹 = 11 , 𝐸 = 9,  𝐿 = 6



https://www.desmos.com/calculator( שםמשוואותליצור )

אנחנו מחפשים פתרון בשטח המשותף

.3x_1+4x_2=Sהישרהקוהואוהפתרון
החיתוךשזההשלישיבקודקודמתקבלהמקסימליSוה-ימינה.מתקדםהישרהקו,Sאתמגדיליםכאשרטענה:

של הישרים.
הטענה הזו תמיד מתקיימת, והמקסימום או המינימום מתקבל באחד הקודקודים. אפשר לבדוק את הערך בכל

הקודקודים ולבדוק את המחיר הגבוהה ביותר:
𝑆(:0,4.5=)1בקודקוד = 18
9(:3,3=)2בקודקוד + 12 = 21
15(:5,1=)3בקודקוד + 4 = 19
.16(:5.5,0=)4בקודקוד 5

𝑥.זהמשתלםהכילכן
1

= 3, 𝑥
2

= 3

https://www.desmos.com/calculator

