
המרחב הדואלי פעולת הטרנספוז ומרחב השורות

מכפלה סקלרית )תזכורת- מכפלת מטריצות(הגדרה:
תיאור של כפל מטריצות באמצעות מכפלה פנימית.

)אובייקטממשוואותמורכבתלינאריתמשוואותשמערכתכשם.iה-למשוואהמתאיםRiהמשוואותבמערכתדיון:
מורכב מורכב מאובייקטים פשוטים יותר( כך גם מטריצה מוגדרת באמצעות שורות וההעתקה המטריציונית

𝑥.יותרפשוטותמהעתקותמורכבת → 𝑅
𝑖

· 𝑥

גםשנקראהלינארייםהפונקציונליםמרחב.לינאריתפונקציהזהב-לינאריפונקציונלהגדרה: 𝑅𝑚𝑓: 𝑅𝑚 → 𝑅

*(𝑅𝑚).מסומןהדואלי,המרחב = 𝐿(𝑅𝑚, 𝑅)

𝑇.הפונקציונלים,0ה-פונקציונלדוגמא:
𝑥
(𝑦) = 𝑥𝑡 · 𝑦

.מהצורההואפונקציונלכלמשפט: 𝑓 ∈ (𝑅𝑚)*𝑓 = 𝑇
𝑥

ומטריציוניות.ראינו כבר את הקשר היותר כללי לגבי העתקות לינאריותהוכחה:

שלהפעולהכלומראיזומורפיזם.היאהעתקהאז,עםלינאריפונקציונלינזההאםדיון: 𝑇
𝑥

𝑥𝑡(* )𝑡: 𝑅𝑚 → (𝑅𝑚)*

tכ-ולאכפונקציונל״שוכב״וקטורעללחשובנכוןיהיהומבחינתינולינאריפונקציונלמוקטורמחזירהm.יה-
-יה.mכלומרעומדלוקטורלינאריפונקציונליהופכתטרנספוזשלהפעולהוהפוך,

מרחבזהו.ע״יהמוגדרהשורותמרחב,עבורהגדרה: 𝐴 ∈ 𝑀
𝑚×𝑛

(𝐹)𝑅(𝐴) ⊆ (𝑅𝑚)*𝑅(𝐴) = 𝑠𝑝(𝑅
1
,..., 𝑅

𝑛
)

של פונקציונלים. )כרגע לא מעניין, נראה את הקשר בהמשך(

המשמעותמה?לינאריתכהעתקהשלהמשמעותמהלינארית,כהעתקהעלחושביםאםדיון: 𝐴 ∈ 𝑀
𝑚𝑥𝑛

(𝐹)𝐴𝑡

אבל.מ-כפונקציהלנתחואזAמ-שהגיעהלשכוחאפשר?וקטורעבורהכפלשל 𝐴𝑡𝑥𝑥 ∈ 𝐹𝑚𝑇
𝐴𝑡: 𝐹𝑚 → 𝐹𝑛

במשוואה:נעזר,שלהמשמעותאתלהביןובכדי.Aשלבמושגיםאתלנתחמענייןיותריהיה 𝐴𝑡𝐴𝑡𝑥

𝐴𝑡𝑥 = (𝑥𝑡 · 𝐴)𝑡

.ו-פונקציותשתישלהרכבההכפללינארי,פונקציונלי- 𝑥𝑡𝑥𝑡 · 𝐴𝑇
𝐴

: 𝑅𝑛 → 𝑅𝑚𝑇
𝑥
: 𝑅𝑚 → 𝑅

ב-לינאריפונקציונליהינוכלומר.ב-לינאריפונקציונלשזההיאהתוצאה 𝑇
𝑥
◦ 𝑇

𝐴
: 𝑅𝑛 → 𝑅(𝑅𝑛)*𝑥𝑡 · 𝐴(𝑅𝑛)*

ומחזירהפונקציונלישלxהוקטוריהייצוגאתלוקחתש-היאהמסקנהשלו.הוקטוריהייצוגזהו- (𝑥𝑡 · 𝐴)𝑡𝐴𝑡𝑥𝑡

𝑥𝑡.הפונקציונלישלהוקטוריהיצוגאת · 𝐴

לינארית להעתקה בין פונקציונלים לינאריםפעולת הטרנספוז מעבירה וקטור לפונקציונל והעתקהלסיכום:
מתאימים )אבל בכיוון השני(.



הטרנספוז(.ההעתקתשל)התמונהמסקנה: 𝑅(𝐴) = 𝐶(𝐴𝑡)

השורות:ומרחבביןדואליותישנה 𝑆𝑜𝑙𝑠

𝑅(𝐴)טענה: = {𝑥 ∈ (𝑅𝑚)*| ∀𝑣 ∈ 𝑆𝑜𝑙𝑠(𝐴),  𝑥 · 𝑣 = 0}

𝑆𝑜𝑙𝑠(𝐴)טענה: = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 | ∀𝑥 ∈ 𝑅(𝐴).  𝑥 · 𝑣 = 0}
בתרגיל בית.הוכחות:

באופן אבסטרקטי
השפה שאנחנו מפתחים כרגע תעזור לנו בין השאר להבין מה המשמעות של מרחב השורות בהעתקה לינארית.

בלי שום קשר, זו שפה מאוד נפוצה במתמטיקה ומשמשת להמון דברים אחרים.

:𝑓.לינאריתהעתקהזוVשללינאריפונקציונל.Fמעלמ״וVיהיהגדרה: 𝑉 → 𝐹

קבוע.בסיסלפיiה-הקואורדינטהבפולינום,הצבה,trסקלרית,מכפלה,0ה-פונקציונל:דוגמאות

על.fאז0ה-פונקציונללאfאם:1תרגיל

לינארי.פונקציונלשלהגרעיןשלהמימד:2תרגיל

הלינאריים.הפונקציונליםכלמרחבמסומןהדואליהמרחבהגדרה: 𝑉* = 𝐿(𝑉, 𝐹)

.ו-אזסופיתנוצרמ״וVאםטענה: 𝑑𝑖𝑚(𝑉*) = 𝑑𝑖𝑚(𝑉)𝑉 ≃ 𝑉*

המרחבים )שמטריצה מייצגת היינו צריכים בסיס ביןללא קביעת בסיס אין לנו איזומורפיזם ״טבעי״ ביןהערה:

ע״יע״יטבעיאיזומורפיזםלנוהיהכןלדוגמא,ב-זאת,לעומתהמרחבים( 𝐹𝑛𝑇: 𝑅𝑚 → (𝑅𝑚)*𝑇 (𝑥)(𝑦) = 𝑥𝑡𝑦

בסוףכלליתיותרלמסגרתנגיע)אולי-יותmביןכזהכפלשמוגדרהעובדהאתניצלנוהטרנספוז,העתקת
לנושהיהכמולינאריפונקציונלעםVב-וקטורלזהותטבעיתדרךלנואיןכללי,שבאופןהיאהמשמעותהקורס(.

קשרנראהאנחנוזאת,ובכלטרנספוז.שלאבסטרקטיתלפעולההגדרהלהוותטובמועמדלנואיןכלומר,F^nב-
מניין אחר בהמשך.

סופי.מימדVאמ״ם*Vל-איזומורפיVטענה:
הוכחה:

^*V,Vכילהוכיחהיאמטריתינו)אינסופי(VשלבסיסBויהיסופיתנוצרשאינוFשדהמעלוקטורימרחבVיהי
לא איזומורפיים. כפי שראינו בעבר, גם עבור מרחבים אינסופיים, אם הם איזומורפיים אז יש להם את אותו

המימד:אותואתאין^*Vו-Vל-כינוכיחאיזומורפייםלאהםכילהוכיחכדיולכןהמימד.

.Fב-סקלריםשלסופיתוסדרהBשלסופיתקבוצהלתתמתאיםכל 𝑣 ∈ 𝑉



.ולכןוגםכימתקיים |
𝑛∈𝑁
⋃ 𝐹𝑛| = |𝐹||{𝑋 ⊆ 𝐵 | 𝑋 𝑖𝑠 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒}| = |𝐵| = 𝑑𝑖𝑚(𝑉) =: 𝑑

.ולכןבסיס,איברעליחידבאופןנקבעב-פיונקציונלכל 𝑉*|𝑉*| = |𝐹|𝑑

קנטור()משפטכייינבעומכאןכינוכיחאזשלהמימדאתב-נסמן 𝑑'𝑉*|𝑉*| = 𝑚𝑎𝑥(𝑑', |𝐹|)𝑑' ≥ |𝐹|

קבוצהלמצואנוכלסופית,נוצרלאש-מכיווןאיזומורפיים.לאאז 𝑑' = |𝑉*| = |𝐹|𝑑 > 𝑑𝑉{𝑒
𝑛
 | 𝑛 ∈ 𝑁} ⊆ 𝑉

חח"עהיאהמוגדרתבת"ל.קבוצהמהווהשתמונתהל-מ-העתקהנגדירבת"ל. 𝐹𝑉*𝑐 → 𝑓
𝑐

𝑓
𝑐
(𝑒

𝑛
) = 𝑐𝑛

בת"ל.ובנוסף.אזאםשכן 𝑓
𝑐

1

= 𝑓
𝑐

2

𝑐
1

= 𝑓
𝑐

1

(𝑒
1
) = 𝑓

𝑐
2

(𝑒
2
) = 𝑐

2
{𝑓

𝑐
 | 𝑐 ∈ 𝐹}

.נגדיר.יהיוההוכחה: 𝑓
𝑐

1

,..., 𝑓
𝑐

𝑛

𝑣
𝑖

= (𝑓
𝑐

𝑖

(𝑒
0
),...., 𝑓

𝑐
𝑖

(𝑒
𝑛−1

))𝑡 = (1, 𝑐
𝑖
, 𝑐

𝑖
2,..., 𝑐

𝑖
𝑛−1)𝑡 ∈ 𝐹𝑛

בת"ל.כילהוכיחמספיקא. (𝑣
1
,..., 𝑣

𝑛
)

ונדרמונד(מטריצתשל)חישובהפיכההיאכיונוכיחהןששורותיההמטריצהאתנבנהב. (𝑣
1
,.., 𝑣

𝑛
)

)

כללי:באופןנגדירולכןפונקציונליםביןכהעתקהלבטאהצלחנווקטורים,עםלמצבבניגודדיון: 𝐴𝑡

.ע״ינגדירלינארית.העתקהתהאהגדרה: 𝑇: 𝑉 → 𝑈𝑇𝑡: 𝑈* → 𝑉*𝑇𝑡(ϕ) = ϕ ◦ 𝑇
בשיעורי הבית יש תרגיל שמרחיב לגבי העתקה זו.

!Tשלהשורותמרחבאתלהגדיראפשראזל-מתאימהאם 𝑇𝑡𝐴𝑡

𝑅(𝑇).הגדרה: = 𝐼𝑚(𝑇𝑡)

סופית.נוצרVכימעתהנניחשאמרנו.למהמעברהרבהעודלומרניתןלאסופיתנוצרVכיההנחהבלי

להגדיר מה היא עושה לבסיס ובפרט כדי לקבועבשביל לקבוע באופן יחיד העתקה לינארית מספיקתזכורת:
באופן יחיד פונקציונל לינארי, מספיק להגדיר אותו על בסיס.

"?iה-ה״שורהאתשמייצגהלינאריהפונקציונלאתנגדיראיךלינארית,העתקהתהאדיון: 𝑇: 𝑉 → 𝑈
אתבלהגדיר)נתחילההעתקה.תוצאתשלiה-לרכיבשמתאיםהפונקציונלהיהזהמטריצהשלבמושגים

(iה-הרכיבאתשמחזירהפונקציונל

להיותונגדירסופית(.נוצרU)ובפרטUשלבסיסCנקבעהדואלי(:הגדרה)הבסיס ϕ
𝑖

= π
𝑖
◦ 𝑄

𝐶
∈ 𝑈*

.שלהדואליהבסיסנקראתהקבוצה.שלiה-הקואורדינטהאתמחזירשלכלהפונקציונל 𝑢𝑢𝐶* = {ϕ
1
,..., ϕ

𝑚
}𝐶

משפט:



1..𝑢 = ϕ
1
(𝑢)𝑐

1
+.... ϕ

𝑚
(𝑢)𝑐

𝑚

2.ϕ
𝑖
(𝑐

𝑗
) = δ

𝑖𝑗

שלבסיס.3 𝐶*𝑈*

.כלומר.4 ϕ = ϕ(𝑐
1
)ϕ

1
+... + ϕ(𝑐

𝑚
)ϕ

𝑚
[ϕ]

𝐶* = (ϕ(𝑐
1
),..., ϕ(𝑐

𝑚
))

הוכחה:
ישירות מהגדרה..1
ראינו עשרות פעמים..2

ואעם(שלהמימדמהיודעים)3מתוך2ב-שימושואז,4אתלהוכיחמספיק.4וגם.3 𝑈*

ϕ(𝑢) = ϕ(
𝑖=1

𝑚

∑ ϕ
𝑖
(𝑢)𝑐

𝑖
) =

𝑖=1

𝑚

∑ ϕ
𝑖
(𝑢)ϕ(𝑐

𝑖
) =

𝑖=1

𝑚

∑ [ϕ(𝑐
𝑖
)ϕ

𝑖
](𝑢) = [

𝑖=1

𝑚

∑ ϕ(𝑐
𝑖
)ϕ

𝑖
](𝑢)

שלשבחרנוהבסיסלפיiה-)הקואורדינטה.הואTאתשמגדירiה-הפונקציונלדיון: 𝑇𝑡(ϕ
𝑖
) = ϕ

𝑖
◦ 𝑇 = 𝑇

𝑖

𝑇(𝑣).הוקטור

אזסופיתנוצראםמסקנה: 𝑈𝑅(𝑇) = 𝑆𝑝(𝑇
1
,..., 𝑇

𝑚
)

ולכןשלבסיסהקודםהמשפטלפיהוכחה: 𝐶* = {ϕ
1
,..., ϕ

𝑚
}𝑈*

.𝑅(𝑇) = 𝐼𝑚(𝑇𝑡) = 𝑆𝑝(𝑇𝑡(ϕ
1
),..., 𝑇𝑡(ϕ

𝑚
)) = 𝑆𝑝(𝑇

1
,..., 𝑇

𝑚
)

(מטריצותשל)בשפהאזסופיתנוצרUאםטענה: 𝑘𝑒𝑟(𝑇) =
𝑖=1

𝑚

⋂ 𝐾𝑒𝑟(𝑇
𝑖
)𝑆𝑜𝑙𝑠(𝐴) =

𝑖=1

𝑚

⋂ 𝑆𝑜𝑙𝑠(𝑅
𝑖
)

אםהשני,בכיוון.ולכןאזאםהוכחה: 𝑣 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑇)𝑇
𝑖
(𝑣) = ϕ

𝑖
(𝑇(𝑣)) = ϕ

𝑖
(0) = 0𝑣 ∈

𝑖=1

𝑚

⋂ 𝐾𝑒𝑟(𝑇
𝑖
)

.ולכןאז 𝑣 ∈
𝑖=1

𝑚

⋂ 𝐾𝑒𝑟(𝑇
𝑖
)𝑇(𝑣) =

𝑖=1

𝑚

∑ ϕ
𝑖
(𝑇(𝑣))𝑐

𝑖
= 0𝑣 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑇)

𝐾𝑒𝑟(𝑇)אזסופיתנוצרUאםמסקנה: =
𝑓∈𝑅(𝑇)

⋂ 𝐾𝑒𝑟(𝑓)

יהי,iלכלאם.הקודמת,מהטענההוכחה:
𝑓∈𝑅(𝑇)

⋂ 𝐾𝑒𝑟(𝑓) ⊆
𝑖=1

𝑚

⋂ 𝐾𝑒𝑟(𝑇
𝑖
) = 𝑘𝑒𝑟(𝑇)𝑇

𝑖
(𝑣) = 0𝑓 ∈ 𝑅(𝑇)

.אזולכןאז 𝑓 = 𝑓(𝑐
1
)𝑇

1
+... 𝑓(𝑐

𝑚
)𝑇

𝑚
𝑓(𝑣) = 0𝑣 ∈

𝑓∈𝑅(𝑇)
⋂ 𝐾𝑒𝑟(𝑓)

*𝑉שלמרחביםתתילביןVשלמרחביםתתיביןיותרכלליקשריוצרזה



מרחב אפסים(הגדרה:)

.,שלהאפסיםמרחבאזקבוצהתתיהי 𝑆 ⊆ 𝑉*𝑆𝑆
0

=
𝑓∈𝑆
⋂ 𝑘𝑒𝑟(𝑓)

5)(𝑉*)
0

= {0}   ({0})
0

= 𝑉

שמוגדרתהפונקציהמצאנוכלומר 𝐹: 𝐿𝑆𝑆(𝑉*) → 𝐿𝑆𝑆(𝑉)𝐹(𝑆) = 𝑆
0

נמצא לפונקציה זו הופכית.

?להיותאמורמה,בהנתןההופכית?הפונקציהלהיותאמורהמהדיון: 𝑈 ∈ 𝐿𝑆𝑆(𝑉)𝐹−1(𝑈)

הפונקציונליםכללהיותנגדירלכן,ב-הפונקציונליםכלשלהגרעיניםחיתוךלהיותצריך 𝑈𝐹−1(𝑈)𝐹−1(𝑈)
.Uשלאיברכלעלשמתאפסים

מרחב מאפס(הגדרה:)

ע״ימוגדרשלהמאפסהמרחבקבוצה,תתיהי 𝑆 ⊆ 𝑉𝑆𝑆0 = {ϕ ∈ 𝑉* | ϕ|
𝑆

= 0}

5)({0})0 = 𝑉  (𝑉)0 = {0}

(𝑅(𝑇)).אזסופיתנוצרUאםמסקנה:
0

= 𝐾𝑒𝑟(𝑇)

אםלדוגמאברורה,לאממשהשניביווןההכלהאבלהבית()בשיעוריוכיכיברורדיון: 𝑀 ⊆ (𝑀0)
0

𝑈 ⊆ (𝑈
0
)0

אםאכן?כיאומרזהמדוע.איברכלעלשמתאפספונקציונלכלעלמתאפסכיאומרזה 𝑣 ∈ (𝑀0)
0

𝑣𝑀𝑣 ∈ 𝑀

המרחבים לא נוצרים סופית ההכלה הזו לא בהכרח מתקיימת. אנו נצטרך לנצל כאן שיוויון מימדים.

.ולכןאזיהיאםלדוגמא:הוכחה 𝑣 ∈ 𝑀ϕ ∈ 𝑀0ϕ(𝑣) = 0𝑣 ∈ 𝐾𝑒𝑟(ϕ)

(𝑀0)ולכן
0

=
ϕ∈𝑀0

⋂ 𝑘𝑒𝑟(ϕ) ⊇ 𝑀



העתקהזוכיתוכיחובית)בתרגילMעלפונקציונלשלצמצוםשללינאריתהעתקהנגדירהוכחה: 𝑇: 𝑉* → 𝑀*

לינארית( מתקיים

𝑘𝑒𝑟(𝑇) = {ϕ ∈ 𝑉* | ϕ|
𝑀

= 0} = 𝑀0

.ע״יVשללבסיסאותוונשליםMשלבסיסיהי.אםשכןכינוכיח 𝐼𝑚(𝑇) = 𝑀*𝑣 ∈ 𝑀*𝑥
1
,..., 𝑥

𝑘
𝑥

𝑘+1
,..., 𝑥

𝑛

.נגדירועבורעלע״יפונקציונלנגדיר 𝑢 ∈ 𝑉*𝑢(𝑥
𝑖
) = 𝑣(𝑥

𝑖
)𝑖 ≤ 𝑘𝑖 > 𝑘𝑣(𝑥

𝑖
) = 0

.Mשלבסיסעלמסכימיםהםשכןומתקייםאזי 𝑢 ∈ 𝑉*𝑇(𝑢) = 𝑢|
𝑀

= 𝑣

לפי משפט המימד

𝑑𝑖𝑚(𝑘𝑒𝑟(𝑇)) + 𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑇)) = 𝑑𝑖𝑚(𝑉*)
ולכן

𝑑𝑖𝑚(𝑀0) + 𝑑𝑖𝑚(𝑀*) = 𝑑𝑖𝑚(𝑉*)

𝑑𝑖𝑚(𝑀0) + 𝑑𝑖𝑚(𝑀) = 𝑑𝑖𝑚(𝑉)

אזיויהינ״סמ״וVיהימשפט: 𝑈 ⊆ 𝑉*𝑑𝑖𝑚(𝑈) + 𝑑𝑖𝑚(𝑈
0
) = 𝑑𝑖𝑚(𝑉)

שלבסיסכינניח.הואשלהשהגרעיןלינאריתהעתקהנחפשהדרך,באותהללכתננסההוכחה: 𝑇𝑈
0

𝑓
1
,..., 𝑓

𝑘
𝑈

.בפרט.ע״ישללבסיסאותונשלים, 𝑉*𝑓
𝑘+1

,..., 𝑓
𝑛

𝑈 = 𝑠𝑝(𝑓
1
,.., 𝑓

𝑘
)

אכן.ע״ישמוגדר 𝑇: 𝑉 → 𝑈𝑇(𝑣) = 𝑓
1
(𝑣)𝑓

1
+.... 𝑓

𝑘
(𝑣)𝑓

𝑘
𝑘𝑒𝑟(𝑇) = {𝑣 |𝑓

1
(𝑣)𝑓

1
+.... 𝑓

𝑘
(𝑣)𝑓

𝑘
= 0}

𝐾𝑒𝑟(𝑇).תלות,ומאי =
𝑖=1

𝑘

⋂ 𝑘𝑒𝑟(𝑓
𝑖
) =

𝑓∈𝑈
⋂ 𝐾𝑒𝑟(𝑓) = 𝑈

0

.כייינבעהמימדיםממשפטואזעל.כינוכיח 𝑇𝑑𝑖𝑚(𝑈) + 𝑑𝑖𝑚(𝑈
0
) = 𝑑𝑖𝑚(𝑉*) = 𝑑𝑖𝑚(𝑉)

.ש-כךקייםכילהוכיחמספיקאזיהי 𝑡 ∈ 𝑈𝑡 = 𝑎
1
𝑓

1
+... + 𝑎

𝑘
𝑓

𝑘
𝑣 ∈ 𝑉𝑡

𝑖
(𝑣) = 𝑎

𝑖

.שכןברורהיההמצבאזל-דואליבסיסהיהאם 𝑓
1
,..., 𝑓

𝑛
𝑣

1
,..., 𝑣

𝑛
[𝑡]

𝐵* = (𝑡(𝑣
1
),..., 𝑡(𝑣

𝑛
))

.ואזמתקייםנגדיר 𝑣 =
𝑖=1

𝑚

∑ 𝑎
𝑖
𝑏

𝑖
𝑓

𝑗
(𝑣) = 𝑎

𝑗
𝑇(𝑣) = 𝑇(𝑣) = 𝑓

1
(𝑣)𝑓

1
+.... 𝑓

𝑘
(𝑣)𝑓

𝑘
= 𝑡

*𝐵?ש-כךBבסיסכזהקייםבהכרחהאםאבל = {𝑓
1
,..., 𝑓

𝑛
}

משפט:

.ש-כךVשלBבסיסקייםאז^*VשלבסיסויהיוFמעלמ״וVיהי 𝐶 = (𝑓
1
,..., 𝑓

𝑛
)𝐵* = 𝐶

הוכחה:



עבור.ומימדוFמעלמוגדרהוקטוריהמרחב 𝑉𝑛𝑛2𝐵 = (𝑏
1
,..., 𝑏

𝑛
) ∈ 𝑉𝑛

ההעתקההיחידה.למטריצתמקורלמצוארוציםאנובמטריצהנתבונן (𝑇(𝐵))
𝑖,𝑗

= 𝑓
𝑖
(𝑏

𝑗
)𝑇: 𝑉𝑛 → 𝑀

𝑛
(𝐹)

המוגדרת ולינארית שכן
(𝑇(𝐵 + 𝐷))

𝑖𝑗
= 𝑓

𝑖
((𝐵 + 𝐷)

𝑗
) = 𝑓

𝑖
(𝑏

𝑗
+ 𝑑

𝑗
) = 𝑓

𝑖
(𝑏

𝑗
) + 𝑓

𝑖
(𝑑

𝑗
) = (𝑇(𝐵))

𝑖𝑗
+ (𝑇(𝐷))

𝑖𝑗

.,לכלאזואםששוויםהמימדיםשכןהפיכהוהיא 𝑇(𝐵) = 0𝑏 ∈ 𝐵𝑓
1
(𝑏) = 𝑓

2
(𝑏) =... = 𝑓

𝑛
(𝑏) = 0

.ולכןכלומר 𝑏 ∈
𝑖=1

𝑛

⋂ 𝑘𝑒𝑟(𝑓
𝑖
) = ({𝑓

1
,..., 𝑓

𝑛
})

0
= (𝑠𝑝(𝑓

1
,..., 𝑓

𝑛
))

0
= (𝑉*)

0
= {0}𝑏 = 0

מפעיליםאזאםשכןבסיס.מקור,ל-ישולכןהפיכהTאזי 𝐼𝐵𝐵
𝑖=1

𝑛

∑ α
𝑖
𝑏

𝑖
= 0𝑓

𝑗

ומקבלים את הדרוש.

מסקנה:

ש-כךבת״לקיימיםאז^*Vב-בת״לויהיוFמעלסופיתנוצרמ״וVיהי 𝐶 = (𝑓
1
,..., 𝑓

𝑚
)(𝑏

1
,.., 𝑏

𝑚
) ∈ 𝑉𝑚

.𝑓
𝑖
(𝑏

𝑗
) = δ

𝑖𝑗

אתונזרוקהקודםבמשפטנשתמש^*VשללבסיסCאתנשליםסופית,נוצר^*Vגםהמסקנה:הוכחת
הוקטורים שלא רלוונטים. הם עדיין מקיימים את הדרוש

לזהות(שווההכיווניםבשני)הרכבה.אזסופיתנוצרVאםמסקנה: (𝑀0)
0

= 𝑀𝑈 = (𝑈
0
)0

נוכיח הכלה ושיוויון מימדים,  לפי המשפטים  האחרוניםהוכחה:
𝑑𝑖𝑚(𝑀) + 𝑑𝑖𝑚(𝑀

0
) = 𝑑𝑖𝑚(𝑉)

𝑑𝑖𝑚(𝑀
0
) + 𝑑𝑖𝑚((𝑀

0
)0) = 𝑑𝑖𝑚(𝑉)

𝑑𝑖𝑚(𝑀)ולכן = 𝑑𝑖𝑚((𝑀
0
)0)

𝑑𝑖𝑚(𝑈)ו- + 𝑑𝑖𝑚(𝑈
0
) = 𝑑𝑖𝑚(𝑉)

𝑑𝑖𝑚(𝑈
0

) + 𝑑𝑖𝑚((𝑈
0
)0) = 𝑑𝑖𝑚(𝑉)

𝑑𝑖𝑚(𝑈)לכן = 𝑑𝑖𝑚((𝑈
0
)0)

(ל-הניצבהמרחבזהמטריצותשל)בשפהמסקנה: 𝑅(𝑇) = (𝐾𝑒𝑟(𝑇))0𝑅(𝐴)𝑆𝑜𝑙𝑠(𝐴)

𝑅(𝑇)הוכחה: = ((𝑅(𝑇))
0
)0 = (𝐾𝑒𝑟(𝑇))0

ראינו(שכברמשפטזהמטריצותשל)בשפהמסקנה: 𝑑𝑖𝑚(𝑅(𝑇)) = 𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑇)) = 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑇)
𝑑𝑖𝑚(𝑅(𝑇))הוכחה: = 𝑑𝑖𝑚(𝑉) − 𝑑𝑖𝑚(𝑘𝑒𝑟(𝑇)) = 𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚(𝑇))



מסקנות:
אזי:סופיתנוצרVכינניח

שללינאריצירוףהיאRמשוואהאםמטריצותשל)בשפה.1 𝑓 ∈ 𝑠𝑝(𝑓
1
,..., 𝑓

𝑛
) ↔ ({𝑓})

0
⊇ ({𝑓

1
,..., 𝑓

𝑛
})

0

משוואות אחרות אמ״ם קבוצת הפתרונות שלה מכילה את  הפתרון של מערכת המשוואות(

2.𝑣 ∈ 𝑆𝑝(𝑣
1
,..., 𝑣

𝑛
) ↔ ({𝑣})0 ⊇ ({𝑣

1
,..., 𝑣

𝑛
})0

אזאםהשני,בכיווןטריוויאלית.היאאחתגרירההוכחה: ({𝑓})
0

⊇ ({𝑓
1
,.., 𝑓

𝑛
})

0
(({𝑓})

0
)0 ⊆ (({𝑓

1
,.., 𝑓

𝑛
})

0
0

שאמרנו.למהשקולשזהשהוכחנומהולפי 𝑠𝑝(𝑓) ⊆ 𝑠𝑝(𝑓
1
,..., 𝑓

𝑛
)

האובייקט.כייודעיםאנחנוטבעי?באופןפונקציונליםעםVאתלזהותזאתבכלאיךדיון: (𝑥𝑡)𝑡 = 𝑥(𝑥𝑡)𝑡

.ו-ביןלזהותטבעיתדרךישכינראהאנחנואבסטרקטיבאופן.במרחבפונקציונלהוא ((𝑅𝑚)*)*𝑉𝑉**

הגדרה: המרחב הדואלי השני

איזומורפיזםהיאאזסופיתנוצראםכןעליתרמונומורפיזם.היאהפונקציהמשפט: 𝐶: 𝑉 → 𝑉**𝑉

למרחבים אינסופיים אז נוכיח פשוט חח״עמשיוויון מימדים מספיק להוכיח אחד מהם ולא נכוןהוכחה:
.ואזלבד(.)שיחשבוxעלמתאפסשלאפונקציונללהגידאפשראזאםחח״ע 𝑥 ≠ 0𝐶

𝑥
≠ 0

לכן חח״ע.

הדואליהמרחב,הפולינומיםמרחבע״יניתנתנגדיתודוגמאאינסופימימדמרחביםעבורנכוןלאזההערה: 𝑅[𝑋]

בסיס(.עלנקבעיםדבריםכי)פשוטשובהואשלוהדואליוהמרחבהוא 𝑅𝑁𝑅𝑁

איזומורפיים.לאR[X]ו-כילהוכיחמאוד!-קשהתרגיל 𝑅𝑁

בתרגיל בית תראו איך האיזומורפיזם הקנוני מקל לנו על החיים.


