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Sommaire

On se propose de faire un bilan de quelques résultats récents sur les conditions
nécessaires pour qu’'une courbe soit une solution du probleme de minimisation
d’une fonctionnelle réelle définie sur une famille de courbes dans R™. On verra
comment, par une série de généralisations successives, ces conditions ont évolué
a partir de ’équation d’Euler-Lagrange jusqu’au < principe du maximum > de
la théorie du contrdle, et comment celui-ci a été a son tour généralisé dans
plusieurs directions. Vers 1990, cette évolution avait abouti & une prolifération
de versions, sous des hypotheses techniques différentes et pour des problémes
divers, qui ne s’inscrivaient pas dans un cadre unique permettant de dériver tous
les résultats a partir d’un petit nombre de principes généraux. Plus récemment,
on s’est apercu que la plupart de ces versions n’étaient en réalité que des cas
particuliers d'un seul théoreme sur les variations des flots, leur propagation
par des < différentielles généralisées >, et I'existence de points d’intersection de
deux ensembles < transversaux >. Ce théoréme sera énoncé pour des < calculs
différentielles généralisés > (CDGs) quelconques. On donnera un exemple nou-
veau de CDG, en définissant la notion de < quotient différentiel généralisé >,
qui permet de démontrer une version tres forte du principe du maximum.

1 Introduction

Le but de cet exposé est de présenter quelques idées récentes sur le tres vieux
probleme de la minimisation d’une fonctionnelle réelle F définie sur un ensemble
(ou sur une famille paramétrisée) C de courbes dans R™.

Plus précisement, il s’agit d’étudier ou de caractériser les solutions du pro-
bléme suivant : on se donne une famille C = {£, }nca de courbes et une fonction-
nelle 7 : A — R, et on cherche les valeurs & du parametre tels que F(a) < F(«)
quel que soit « € A. A ce niveau de généralité, cette question est évidemment
identique a celle de la minimisation d’une fonction réelle arbitraire f sur un en-
semble arbitraire S, mais la spécificité du probleme pour les familles de courbes
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provient de ce que l'on s’intéresse a des propriétés des solutions liées a une
structure dynamique qui donne lieu a la famille C, comme on verra clairement
dans la suite. (Par exemple, on cherchera des énonce$ du type : < si & est une
solution, et la courbe &5 est définie sur l'intervalle [a, b], il existe une fonction
7 : [a,b] — R™ qui vérifie 'équation differentielle 4 (t) = %(fa(t), CffT&(t)) aussi
bien que l'identité = (t) = %(5&(15), ‘jfT@(t)) >.)

Le lecteur trouvera d’abord une esquisse tres abrégée de 1'histoire du pro-
bléeme, que nous diviserons en trois grandes périodes, dont la premiere —qui
s’étend de la préhistoire jusqu’au début du XVIII® siecle— est celle des < pro-
blemes particuliers étudiés par des méthodes ad hoc >. De cette époque, nous
choisissons cing exemples de problemes de minimisation, dont on se servira plus
tard pour montrer comment les développements ultérieurs —y compris ceux des
dix derniéeres années— permettent une meilleure compréhension des solutions et
donnent lieu a des résultats nouveaux méme pour des questions tres classiques.

Vers la fin du XVII¢ siecle et le début du XVIII®, les freres Bernoulli, Euler et
plus tard Lagrange, réussirent a dégager une structure qui leur permit d’étudier
ces problémes par des techniques générales, qui plus tard seraient nommeées (par
Euler) « calcul des variations ». La deuxiéme époque est donc celle du calcul
des variations, qui se prolongera jusqu’a la naissance du contréle optimal, vers
1950-60.

Pour préparer notre description de la transition du calcul des variations au
controle optimal, nous illustrerons les résultats du calcul de variations classique
en suivant I’évolution des conditions nécessaires pour un minimum d’un point
de vue tres particulier. Partant de I’équation d’Euler-Lagrange, nous prendrons
perti pour la logique plutot que pour ’histoire, en passant directement a la for-
mulation hamiltonienne non classique, qui a notre avis représente ce qui aurait
da étre fait vers 1830, mais ne fut fait que vers 1950. Dans cette formula-
tion, le < hamiltonien > est une < fonction de la position, de la vitesse et de
limpulsion » (c’est-a-dire une fonction définie sur le produit fibré des fibrés
tangent et cotangent de l'espace des configurations X). Afin de convaincre le
lecteur de I'inévitabilité de cette reformulation — qui joue un role crucial dans le
< principe du maximum > de la théorie du controle — nous soulignerons les limi-
tations de I’équation d’Euler-Lagrange et de la forme classique des équations de
Hamilton, ot le hamiltonien est une < fonction de la position et de I'impulsion >,
c’est-a~dire une fonction définie sur le fibré cotangent de X, appelé espace des
phases.

Pour la troisieme période, qui s’étend des années 1950 & nos jours, nous
choisissons trois sujets : (a) I’énoncé de la version classique — <« lisse » — du
< principe du maximum de Pontriaguine >, (b) les résultats obtenus & partir de
1970 par plusieurs auteurs —notamment F. Clarke, A. Ioffe, B. Mordukhovich,
R.T. Rockafellar, R. Vinter, J. Warga, Q. Zhu— sur les problémes < non-lisses >
(ce qui dans ce contexte veut dire < lipschitziens ») par des méthodes < duales >
inspirées par des considérations d’analyse convexe, et, surtout, (c) notre version
récente du principe du maximum.



Le cceur de notre exposé est le traitement, au §4, du progres des dix dernieres
années vers la formulation d’une version unifiée et générale des conditions né-
cessaires. Cette version — qui est 'aboutissement d’un chemin tracé par un
groupe de chercheurs' d’orientation plutét < primale >— marque un retour &
la tradition de Weierstrass et des créateurs du controle optimal, puisqu’elle se
démontre en utilisant les variations ponctuelles ot variations aiguille. Elle con-
tient la plupart des théoremes qui ont été démontrés par d’autres techniques et,
en plus, elle s’applique aussi a des problemes < trés non-lisses > et < hybrides >
ou les hypotheses des autres théoremes ne sont pas vérifiées. En outre, elle
donne tres souvent des conclusions plus fortes pour des problemes ou les autres
résultats sont applicables.

Les trois idées centrales de notre méthode découlent des trois observations
suivantes : (1) La preuve du principe du maximum se sert des différentielles
de fagon décisive (en calculant d’abord des vecteurs tangents qui représentent
la < partie de premier ordre de l'effet d’'une variation >, et puis en utilisant la
différentielle du < flot de référence > le long de la trajectoire de référence pour
transporter tous ces vecteurs tangents au point terminal), mais elle ne dépend
en réalité que d’un tres petit nombre de propriétés de la différentielle. Elle
peut donc étre adaptée facilement a d’autres < calculs différentiels généralisés >
(abrév.: CDGs). (2) Dans les versions usuelles du principe du maximum, les
champs de vecteurs ne jouent que le role de générateurs de flots, ce qui permet
de récrire le principe sous la forme d'un énoncé sur des familles de flots plutot
que sur des familles de champs de vecteurs. Puisque les propriétés de régularité
des flots sont typiquement plus fortes que celles des champs qui les engendrent,
I’énoncé pour les flots est un théoréme plus fort. (3) Le principe du maximum
doit étre pergu comme un résultat géométrique sur la séparation de deux en-
sembles. Plus précisément, le vrai probleme est celui de trouver des conditions
suffisantes pour que l'intersection de deux sous-ensembles S, So de R” tels que
0 € S1 NSy contienne en outre d’autres points de R™. 1l s’agit évidemment
d’une question de transversalité, que nous aborderons en proposant une notion
de < transversalité > pour deux cones convexes et une généralisation de cette
notion au cas de deux < multicones » convexes. (Un multicone est un ensemble
de cones. Les multicones sont les objets qui, dans notre théorie, jouent de fagon
naturelle le role d’< objets tangents > a un ensemble en un point, généralisant
la notion de sous-espace tangent d’une sous-variété.) Pour pouvoir démontrer
le principe du maximum pour un CDG donné, il suffit que ce CDG possede une
propriété de transveralité : du fait que deux ensembles ont des < multicones tan-
gents » fortement transversaux? il faut que ’on puisse déduire que 'intersection
des deux ensembles ne se réduit pas a un seul point. Cette propriété est a son
tour une conséquence d’'un < théoréeme de ’application directionnellement ou-
verte >, qu’on démontre, pour tous les CDGs introduits ici, par des arguments
de point fixe.

INotamment A. Bressan, A. Cellina, A. Fryszkowski, H. Halkin, B. Kaskosz,
S. Lojasiewicz, et T. Rzezuchowski

2Deux cones sont fortement transversaux s’ils sont transversaux et leur intersection
contient une demi-droite; pour la généralisation aux multicones, cf. la définition 4.4.2.



2 Quelques notations et définitions

Les symboles Z, Z, , Z, N, N, R, R, , R, désignent, respectivement, I’ensemble
des nombres entiers, 'ensemble {n : n € Z An > 0}, la réunion Z; U {400},
Iensemble {n :n € Z An > 0}, la réunion N U {400}, ensemble des nombres
réels, intervalle [0, +0o [, et Uintervalle [0, 4+o00].

On notera X le dual algébrique d'un espace vectoriel réel X. Les vecteurs z
de R™ seront identifiés a des matrices n x 1, c’est-a dire a des vecteurs colonne.
L’expression R,, désignera le dual (R™), dont les élements seront identifiés & des
matrices 1 X n, c’est-a dire a des vecteurs ligne. Il s’ensuit que les expressions
p-x et p(x) désignent le méme nombre réel, qui sera aussi noté (p, ).

Si X, Y sont des espaces vectoriels réels, L(X,Y) désignera l'espace des
applications linéaires de X dans Y. Si X = R" et Y = R™, L(R",R™) sera
identifié a 'espace R™*" des matrices réelles & m lignes et n colonnes. Ainsi
donc, si p € R, et M € R™*™ les expressions p - L et p o L désignent le méme
élément de R,,, qui sera aussi noté (p, L).

Toutes les variétés seront supposées de classe C*, k € Z,, de dimension
finie, séparées, sans bord, et paracompactes.

Si k € N, X est une variété de classe C*, et € X, on notera TX, T*X,
T,.X, TxX, respectivement, les fibrés tangent et cotangent de X —qui sont
donc des variétés de classe C*~1— et les espaces tangent et cotangent de X
en x. Lorsque la variété X est appelée 'espace des positions, ou espace des
configurations, ou espace des €tats, d’un systeme, on appellera T'X 1'espace des
positions (ou des configurations, ou des états) et des vitesses, et T* X sera appelé
Uespace des positions (ou des configurations, ou des états) et des impulsions, ou
I’espace des phases.

Sik,tcZy, ¢ <k, et E, F sont deux fibrés vectoriels de classe C* sur une
variété X de classe C*, on notera E x x F le produit fibré de E et F, c’est-a-
dire, le fibré vectoriel G de classe C? sur X tel que, pour z € X, la fibre G,
est le produit des fibres E, et F,. Dans ce travail, ’exemple le plus important
de produit fibré est TX x x T* X, que nous appellerons I’espace des vitesses et
des phases associé a la variéte X. Si X est de dimension n, TX xx T*X est
évidemment de dimension 3n.

La notation f: A---> B indiquera que f est une application partielle de A
dans B, c’est-a-dire une application dont le domaine Dom(f) et I'image Im(f)
vérifient Dom(f) C A et Im(f) C B.

Une courbe dans un espace topologique X est une application continue &
d’un sous-intervalle non vide I (le domaine de £, noté Dom(§)) de R dans X.
Si X est une variété, £ est une courbe dans X et ¢ € Dom(§), on notera &(t)

la dérivée de & en t, si elle existe. Le vecteur {(¢) appartient donc & T¢) X, et
é : Dom(é) ---> T'X est un champ de vecteurs partiel le long de £. Si a,b € R,
a < b, et Dom(€) = [a,b], le point 9¢ = (£(a),&(b)) € X x X est la valeur au
bord de €.

Si A, B sont des ensembles, on notera FNS(A, B) I'ensemble de toutes



les fonctions partielles f : A x R--->> B. (Les élements de FNS(A, B) sont
donc des fonctions A x R 3 (x,t) — f(z,t) € B, c’est-a-dire des < fonctions
de z qui dépendent aussi du temps >, ou des < fonctions non stationnaires
de z >, d’ou la notation FNS(A,B).) Si f € FNS(A, B) et B est un espace
mesurable, on dit que f est mesurable par rapport au temps si la fonction partielle
R > t---> f(z,t) € B est mesurable (c’est-a-dire, I’ensemble
fo'(J=o00,a]) = {t €R: (z,t) € Dom(f) A f(x,t) € M}

appartient a la tribu de Lebesgue de R pour tout sous-ensemble mesurable M
de B) quel que soit x € A. Si A et B sont des espaces topologiques, on dit que
f est continue par rapport a l’état si la fonction partielle

A>sz---> fl(2) £ f(z,t)€B

est une application continue de Dom(f*) dans B quel que soit ¢ € R, et que f
est localement bornée si pour tout sous-ensemble compact K de Dom(f) I'image
f(K) est relativement compacte dans B. Si A et B sont des variétés de classe C*,
on dit que f est de classe C* par rapport a ’état® si pour tout ¢ € R le domaine
de la fonction partielle f* est une partie ouverte de A et f* est de classe C* sur
ce domaine, et que f et toutes ses dérivées partielles d’ordre < k par rapport
a létat® sont localement bornées si f est de classe C* par rapport & Iétat et

localement bornée, et la fonction Dom(f) 3 (z,t) — <V1V2 e W(@Oft)) (x) eR

est localement bornée quels que soient ¢ € {1,...,k}, les champs de vecteurs
Vi,..., Vs de classe C*~! sur A, et la fonction ¢ : B — R de classe CF.

3 L’histoire du probleme, des étireurs de cordes
égyptiens a nos jours

3.1 L’ere des problemes particuliers résolus par des mé-
thodes ad hoc

Exemple 3.1.1 Le plus court chemin entre deur points donnés. C’est
le plus ancien probleme de minimisation pour les courbes. On montre aisément
que cette question est équivalente au < probleme dual > suivant : parmi tous les
chemins ¢ : [0,1] — R™ d’une longueur donnée L, trouver ceux qui maximisent
la distance de £(0) & &(1).

L’observation que les solutions sont les segments de droite se remonte aux
plus anciennes civilisations. (En Egypte antique il y avait des travailleurs
— appelés < harpenodaptai >, ou < étireurs de cordes >, cf. Gandz [7] —
spécialisés dans 'art d’étirer des cordes pout produire des longs segments de

3Bien sir, si A est le fibré tangent (resp. cotangent) TX (resp. T*X) d’une variété
X, on dira < par rapport & 1’état et la vitesse > (resp. < par rapport & 1'état et
Iimpulsion ») plutdt que < par rapport a ’état >.



droite, ce qui montre qu’on comprenait parfaitement que le segment de droite
résout le probleme dual, et aussi qu’on savait appliquer cette observation a
la construction de segments. On voit donc bien que I’application des mathé-
matiques & l'ingénierie?, dont la théorie du controle est un exemple moderne,
est une activité tres ancienne, dont les premieéres manifestations sont peut-étre
antérieures a ’application des mathématiques a la physique.)

Notons que notre probléeme, si on 1’écrit dans le langage mathématique
d’aujourd’hui, devient celui de minimiser I'intégrale fol |£(t)|| dt dans I'ensemble
de tous les chemins absolument continus ¢ : [0,1] — R™ tels que £(0) = A et
&(1) = B, ou A et B son des points fixés. Il s’agit donc d’un probléme aux
variations tout a fait classique, mais avec un lagrangien non-lisse. Il s’ensuit
que ’équation d’Euler-Lagrange n’est pas directement applicable pour trou-
ver toutes les solutions, y compris les chemins constants, qui correspondent
précisément a la vitesse nulle, c¢’est-a-dire, aux points ou le lagrangien n’est pas
différentiable. Par conséquent, pour trouver la solution compléte du probleme
on est obligé d’employer, outre le calcul des variations, des transformations ad
hoc ou des arguments spéciaux pour tenir compte de tous les cas possibles. On
verra plus tard (cf. Exemple 3.3.4) que ce probléme s’inscrit de fagon naturelle
—sans qu’on ait besoin d’aucun argument supplémentaire— dans le cadre de la
théorie du contréle optimal, et que la supériorité du controle optimal devient
indéniable des que 1’on passe de la norme euclidienne a une norme générale, qui
pourrait ne pas étre différentiable partout sur R™\{0}. O

Exemple 3.1.2 La loi de la réflexion. Héron d’Alexandrie (I®" siecle de
notre ére) montra dans son ceuvre La Catoptrique que la loi de la réflexion de la
lumiere par un miroir —c’est-a-dire ’égalité des angles d’incidence et réflexion—
peut étre déduite d’un principe variationnel dont I’énoncé dit, tres simplement,
que la lumiere suit le plus court chemin.

Le calcul des plus courts chemins pour la réflexion est un probléme de contréle
optimal hybride : si M désigne la surface du miroir, on cherche, pour deux points
A, B qui se trouvent du méme coté de M, le chemin le plus court de A & B
qui passe par un point de M. Notons cependant que le probleme de la réflexion
ne s’inscrit ni dans le cadre du calcul des variations classique ni dans celui du
principe du mazimum. O

Exemple 3.1.3 La loi de la réfraction. Au XVII® siecle, Fermat généralisa
I’observation de Héron, et énonca le principe du temps minimum, selon lequel
les rayons de lumiere dans un milieu a vitesse de lumiere variable suivent les
chemins qui demandent le temps le plus bref.

Leibniz et Huygens montrerent qu’a partir du principe de Fermat on déduit
la loi de Snell® sur la réfraction, qui dit que les sinus des angles d’incidence
et de réfraction —lorsque la lumiere traverse un plan P qui sert de frontiere

4Religieuse aussi bien que civile, puisqu’il fallait batir des temples, des autels et des
pyramides aussi bien que des palais.
5ou de < Snell-Descartes >



entre deux milieux & vitesses de lumiére constantes mais différentes — sont
proportionnels aux vitesses de la lumiere dans les deux milieux.

Notons que, comme dans le cas de la réflexion, le calcul des variations classi-
que ne s’applique pas au probléme de minimisation pour un milieu ot la vitesse
de la lumiére est discontinue. Par contre, ce probleme se préte naturellement &
I’application de la version récente du principe du maximum pour les flots. <

Exemple 3.1.4 La caténaire. On cherche a déterminer la configuration d’une
corde C' de longueur donnée et de densité de masse constante, dont les extrémités
A et B sont fixées. Mathématiquement, si on admet que C est décrite par une
fonction [a,b] 3 x — y(x) € R telle que A = (a,y(a)) et B = (b,y(b)), on veut
trouver la fonction y(-) qui minimise 'ordonnée du centre de gravité de C. 1l
. L s b ,

s’agit donc de minimiser l'intégrale I = fa y(x)\/1 + y'(x)? dz, dans 'ensemble
Y = Y(a,b,a, 3, A) de toutes les fonctions y(-) € Wi([a,b],R) telles que

b
mwza,mwzmet/\A+ymvm=A, (1)

oua, b, a, 3, A sont des nombres réels fixés, tels que a<b et A>0. L’ensemble )
étant évidemment vide si A < /(b — a)2+ (B—a)2 = A, on supposera que A>A.

Jean Bernoulli trouva la solution en 1691. Elle est donée (si A > A) par la
formule

T — X0

y(m)z’y—l—/{cosh( ), a<xz<b,

ol v, Kk, xg sont des nombres réels tels que k > 0, dont les valeurs sont déterminés
par (1). Plus précisement, on définit C et D par

_ ; A2 — (3 —a)2
tanhC:ﬂ «@ s1nhD:\/ (8 a)’

A D b—a

et on détermine v, k, xg a partir de C et D par les formules

b—a atb (b—a)C b—a

K=—"5p 0 %o 5 op 0 Y=~ —5p cos ( )
Il en résulte que
B b—a D(2x—a—0)
y(x) =+ % (COSh (C + W) - COSh(C - D)) y (2)

toujours sous '’hypothése A > A. Un calcul tres simple montre que la limite
g(+) de la solution lorsque A | A est donée par

00—«

ja)=a+ =2 (@), 3

qui est d’ailleurs la seule fonction appartenant & Y(a,b, o, 5, A), puisque le cas
< singulier > A = A correspond & la situation ou la longueur de la corde est



exactement égale a la distance entre ses deux extrémités. La fonction g est donc
évidemment la solution du probleme de minimisation lorsque A = A.

Nous verrons plus tard que dans le cas singulier, la fonction §, qui est la
seule solution du probleme, ne vérifie pas les conditions nécessaires du calcul
des variations classique, mais elle vérifie une version modifiée de ces conditions,
contenant le < multiplicateur anormal >. O

Exemple 3.1.5 La brachistochrone et la brachistochrone réfléchie. Le
probleme de la brachistochrone —posé par Jean Bernoulli en 1696 — est ma-
thématiquement équivalent a la question de trouver les rayons de lumiere dans
le demi-plan fermé {(z,y) : y > 0} lorsque la vitesse ¢ de la lumieére est donnée
par c(z,y) = /y. Jean Bernoulli montra en 1697 que les solutions sont des
cycloides.

Le probleme de la brachistochrone réfiéchie est une version légerement mo-
difiée de la question de Jean Bernoulli, que nous proposons parce qu’elle nous
semble tout & fait naturelle du point de vue mathématique, et parce qu’elle
donne lieu a des rsultats intéressants : on pose exactement la méme question
mais sur le plan tout entier, ¢ étant donné par c(z,y) = 1/Jy|.

Pour la brachistochrone réfléchie, lorsque les extrémités A et B du rayon
cherché ne sont pas du méme c6té de la droite L = {(z,y) : y = 0}, on peut
appliquer les conditions nécessaires données par 1’équation d’Euler-Lagrange,
ou le principe du maximum, pour montrer que les solutions sont composées de
deux arcs de cycloide 71, 72, tels que 7 rejoint A & un point P de L, et o
rejoint P a B. Mais ces conditions ne disent rien sur P, parce que la vitesse
n’est ni lisse ni lipschitzienne au voisinage de P. Par contre, notre version pour
les flots s’applique directement, et donne la condition qui manquait sur P : le
point P doit étre tel que, si Ry, Ry sont les rayons des circles roulants C7, Cs
qui engendrent les arcs de cycloide 71, 2, alors il faut que R; = R. &

3.2 Le calcul des variations classique

Si k € N et X est une variété différentiable de classe C*, un lagrangien sur
X est une fonction partielle TX x R > (z,v,t)---> L(x,v,t). Si{ € Zy et
¢+ 1 < k, on notera Lag“b(X) I’ensemble de tous les lagrangiens L sur X qui
sont mesurables par rapport au temps, de classe C¢ par rapport a I'état et la
vitesse, et tels que L et toutes ses dérivées partielles d’ordre < £ par rapport a
I’état et la vitesse son localement bornées.

3.2.1 L’équation d’Euler-Lagrange

Soit X une variété différentiable de classe C1. Sia,b € R, a < b, S est un sous-
ensemble de X x X et L est un lagrangien sur X, on appellera courbe admissible
pour les données X, a, b, S , L une application & € W1>°([a, b], X) telle que
(a) 96 € S, et (b) il existe un sous-ensemble compact K de Dom(L) et un
voisinage relatif 2 de {(£(¢),t) : a <t < b} dans X X [a, b] tels que, pour presque



tout ¢ € [a,b], la condition (z,t) € Q implique (z,£(t),t) € K. On notera
Yx.a.b,5,1 'ensemble de toutes les courbes admissibles pour X, a, b, S, L.

Sous des hypotheses de régularité tres faibles —par exemple, si (i) ’ensemble
Dom(L)N(TX X [a, b]) est une partie ouverte de T'X X [a, b] et (ii) L est continu
ou, plus généralement, L € Lago’“’(X )— Dintégrale

Lo b .
Txansin () / L(E), £(1), 1) dt (4)

existe pour tout { € Vx,q,p,5,1- La fonctionnelle Jx o551 : Vx,a.5,5,1 — R est
le cotit associé au lagrangien L, Uintervalle [a,b], et la condition au bord 9 € S.

Supposons maintenant que X soit de classe C? et que L soit un lagrangien
sur X tel que L € Lagl’”’(X). Si € € Vx,ap,s5,1, Vimpulsion mp ¢ le long de &

2]

par rapport a L est le champ de covecteurs

[a,b] 5t — mpe(t) %(f(t),f(t),t) € T X .
(Remarquons que, sous nos hypotheses, la dérivée partielle de L par rapport &
la vitesse v en un point (Z,v,t) est un covecteur appartenant a 72 X. Comme
on fait d’habitude dans la littérature de mécanique analytique et de calcul des
variations, la variable < vecteur vitesse » sera souvent notée & plutot que v.)
L’application partielle [a,b] > t----> Tlg 1 (t) = (E(),me.0(t)) € T*X est le
relevement-impulsion de & par rapport a L.

L’équation d’Euler-Lagrange associée au lagrangien L est I'egalité formelle

d (0L oL
ai (ax> “or )

On dira qu’'une courbe ¢ : [a,b] — X est une solution de l’équation d’Euler-
Lagrange associée au lagrangien L s’il existe une courbe absolument continue
[a,b] 2t — TI(t) = (&(¢),7(t)) € T*M telle que

m(t) = mer(t)
. pour presque tout ¢ € [a,b]. (6)
et @(t) = FrEW).E().1)

L’interprétation de la deuxiéme identité de (6) est évidente localement, par
rapport & un systéeme de coordonnées. Lagrange montra que cette identité est en
effet invariante par des changements non-linéaires de coordonées, d’ou il résulte
que la condition (6) est en effet complétement intrinseque sur les variétés. (Plus
généralement, bien que les expressions 7(t) et %({ (t),&(t),t), séparément, ne

soient pas intrinseques, leur différence 7(t) — %(f(t),f(t),t) est toujours un

covecteur, et Papplication ¢ — 7 (t) — g—i(f(t), £(t), t) est un champ de covecteurs

le long de &, qu’on appelle le champ d’Euler-Lagrange de §.)



Theoréme 3.2.1 Soit L un lagrangien sur une variété différentiable X de
classe C?. Soient a,b € R tels que a < b. Supposons que Dom(L)N (T X X [a, b])
soit ouvert dans TX x [a,b], L € Lagh'*(X), et que S soit une sous-variété de
X x X de classe C'. Notons ) = Vx.ab,5L0: J =JIxapsL- Si& €Y esttel
que J(&) < J(&) quel que soit £ € Y, alors &, est une solution de l’équation
d’Euler-Lagrange associée a L vérifiant la condition de transversalité

(—me..(a), me. L(b) € (Toe, )" (7)

Remarquons que le théoreme 3.2.1 contient une propriété de régularité tres
forte pour les solutions du probléeme de minimisation. En effet, le probleme
étant posé, en principe, dans I'espace W1 des courbes Lipschitziennnes, le
fait qu'une courbe &, est une solution implique que E*(t) existe presque partout.
Par conséquent, I'impulsion 7, 1 (¢) est définie presque partout, mais cela ne
suffit pas pour conclure que 7¢, 1 admet un prolongement qui est un champ de
covecteurs absolument continu —ou méme continu— le long de €. L’équation
d’Euler-Lagrange dit, d’abord, que ce prolongement existe, et puis que sa dérivée
obéit la deuxiéme identité de (6). Dans le cas ot & € C* et g—é est continue
par rapport a z, 2 et t, la définition de m¢, ; implique directement que ¢, 1,
est continu, mais pour en déduire que m¢, ; est absolument continu on aurait
besoin d’hypotheses de régularité plus fortes. (Par exemple, il faudrait sup-
poser que &, appartienne a W2 et que g—é soit de classe C' par rapport &
x, & et t.) Mais, méme sous des hypotheses tres fortes sur L —par exem-
ple, L € C*(TX x R,R)— on ne pourra jamais démontrer la continuité de
I'impulsion & moins qu’on suppose que &, € C'. Or, 'hypothese que &, € C*
n’est pas naturelle, parce que les théoremes d’existence de solutions demandent
typiquement qu’on se situe dans un espace fonctionnel tel que W, ot la
famille des sous-ensembles compacts est suffisamment riche. Dans des cas tres
importants —par exemple, pour les géodésiques riemanniennes— on démontre
I'existence de facon naturelle dans un espace du type W, L’équation d’Euler-
Lagrange implique alors que I'impulsion est absolument continue, ce qui permet
de démontrer (en vertu de la formule bien connue pour < descendre les indices > )
que la vitesse &, est elle-méme absolument continue. Il en résulte —en utilisant
de nouveau l’équation d’Euler-Lagrange— que &, est la solution de ’équation
différentielle ordinaire du second ordre dite < équation des géodésiques >, ce qui
permet de déduire des propriétés de régularité de £, encore plus fortes.

3.2.2 Les deux formalismes hamiltoniens

Définissons d’abord une fonction (x,v,p,t)---> H(q,v,p,t) de quatre groupes
de variables : la position x, la vitesse v, 'impulsion p, et le temps t. (Plus
précisément, H est une fonction partielle sur TX x R, ou TX est le produit
fibré de TX et T*X, c’est-a-dire le fibré sur X tel que la fibre 7, X de chaque
point z € X est le produit 7, X x T} X.) On définit H par I'identité

H(z,v,p,t) = (p,v) — L(z,v,t), (8)
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ou (v,p) — (p,v) est Papplication de dualité de T, X x T¢X dans R.

Il s’ensuit que %—I; = v. Ainsi donc, l'identité

£.(t) = %—IZ (f*(t),é*(t),ﬂ(t),t) pour presque tout t € Dom(&) (9)

est vérifiée le long de n’importe quelle courbe absolument continue &, quel que
soit le champ de covecteurs 7 le long de &..

D’ailleurs, en supposant, pour l'instant, qu’on ait fixé des coordonnées, il

résulte de 'identité %—f = —g—é que la condition d’Euler-Lagrange (6) équivaut

N

a

. 0H
" ="%

(5*(t),é*(t),ﬂ(t),t> pour presque tout t € Dom(&,). (10)
aL dL

Finalement, la formule %—f =p— g = p— 57 montre que la définition de

I'impulsion m¢, 1 équivaut — si m = m¢, ;, — a I'égalité :

0H :

(1), £ (1), t,t)zo, 11

(6. £0).7() ()
Le systeme de trois equations (9), (10), (11), qui peut étre écrit sous la forme

d 0H d OH 0H
7‘%277 22_77 7:07 (12)
dt op dt or v

est donc exactement equivalent — sans qu’on ait besoin d’aucune restriction
additionnelle — a ’équation d’Euler-Lagrange.

Nous appellerons la fonction H le < vrai hamiltonien >, et nous tenons a souli-
gner tout de suite que ce hamiltonien n’est pas le hamiltonien classique,
qui sera noté H ci-dessous, et que la forme (12) —c’est-a-dire le systéme
d’équations (9), (10), (11)— des < équations de Hamilton > n’est pas le
< systéme de Hamilton > classique.

Le hamiltonien classique est la fonction partielle
T*X xR > (z,p, t)--—-> H(x,p,t) €R
—qui est < une fonction de z, p et t >— définie par

H(SC,p, t) = <p,i'> - L(:L'7j37t) . (13)

SNotre terminologie est choisie exprés pour signaler notre trés profond désaccord
avec le point de vue de plusieurs auteurs qui appellent H le < pseudo-hamiltonien >,
ou le <« quasi-hamiltonien >, laissant entendre que le hamiltonien classique est un
objet mathématiquement plus naturel et le seul qui mériterait le nom de <« vrai >
hamiltonien. Pour nous, H est clairement supérieur, parce que (a) on peut toujours
définir H a partir de H —lorsque H existe— mais il n’est pas possible de définir
‘H & partir de H, (b) le passage de H & H est trés souvent accompagné d’une perte
d’information, et (c) parfois —par exemple, dans le cas tres important de la dynamique
d’une particule dans la relativité restreinte— ce passage n’est pas possible du tout.
Nous donnerons plus tard d’autres arguments en faveur de H, CE la remarque 3.2.3.
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Dans cette identité, il est entendu que & est en réalité une fonction de (z,p, t),
déterminée implicitement par la formule

oL
= —(x,,1). 14
Le systéme hamiltonien classique est le systeme de deux équations

de _OH  dp_ _OH
dt — op’ dt Oz’

(15)

qu’il ne faut pas confondre avec (12), malgré la ressemblance superficielle des
deux expressions. On voit alors que si l’application (x,4,t) — (x,p,t) définie
par (14) est inversible, c’ést-a-dire s’il est possible de < résoudre (14)
pour trouver la fonction & = i(x,p,t) >, alors (15) équivaut a (12).
Mais lorsque Uapplication © — %(x, z,t) n’est pas inversible pour (x,t)
fixé, la reformulation hamiltonienne classique de l’équation d’FEuler-
Lagrange n’est pas possible, tandis que la < vraie > reformulation

hamiltonienne existe toujours, et équivaut toujours a (12).

3.2.3 La condition de Weierstrass

Soit TX le produit fibré de TX avec TX, c¢’ést-a-dire le fibré sur X tel que la
fibre d'un point x € X est le produit T,X x T,X. Définissons une fonction
partielle £ : TX x R---> R par

o
ot

Weierstrass démontra essentiellement” le résultat suivant :

E(x,v,w,t) = L(z,w,t) — L(x,v,t) — < xz,v,t),w — v> . (16)

Theoréme 3.2.2 Soient X, a, b, L, S, & des donées vérifiant les hypothéses
du théoréme 3.2.1. Définissons

Ve, (t) ‘if{w € Te,yX = (&(t), w,t) € Dom(L) } pour t € Dom(&,). (17)
On a alors la condition suplémentaire de Weierstrass
min{g(g*(t),g*(t),w,t):we %*7L(t)}:O (18)

pour presque tout t € [a,b]. ¢

7Sans utiliser, bien siir, la notion d’égalité < presque partout >, qui n’avait pas
encore été inventée. Il travailla avec des fonctions continument différentiables, ce qui
rendait ses conclusions vraies partout.

12



3.2.4 La récriture hamiltonienne de la condition de Weierstrass

En posant @ = &,(t) et v = £, (t) dans (16), et en faisant intervenir I'identité

oL :
me 1 (1) = S (6(0),€.(0),). (19)
or arrive a l’expression suivante pour la fonction £ de Weierstrass :
E(&u(t), Eu (D), w, 1) L(&(t), w,t) = L(E(1), €x(1), 1) — (me, L (t),w — & (1))
H(&u(t), & (1), me, (1), t) — H(&u(t), w,me, 1(t), 1) .
On peut donc récrire (18) sous la forme hamiltonienne

H(S* (t)7 5* (t)7 7"—(15)7 t) = we%ai(t) H(f* (t)7 w, 7T(t), t) pour p.t. t€ [au b] ) (20)

oum= ¢, L-

Remarque 3.2.3 C’est grace a I'introduction du < vrai > hamiltonien H que
nous avons réussi a récrire la condition de Weierstrass sous la forme hamiltoni-
enne (20). Une telle récriture n’aurait guére été possible avec le hamiltonien
classique H. En effet, pour définir la fonction £ il est absolument nécessaire de
comparer le comportement du lagrangien au voisinage du vecteur vitesse 5* () le
long de la courbe &, avec le comportement au voisinage d’une valeur arbitraire
w de la vitesse. Or, dans la définition de H la vitesse est éliminée, ce qui rend
a priori impossible 'utilisation de H pour la comparaison. &

3.2.5 La libération de I’impulsion et la disparition de la dérivée du
lagrangien par rapport a la vitesse

Jusqu’ici, I'impulsion 7 associée a la courbe &, et le lagrangien L était, par
définition, égale & m¢, 1. (Plus précisément, 7 le seul champ de covecteurs le
long de &, qui est continu et se confond avec ¢, 1 presque partout.) Or, la
formule (19) définissant I'impulsion équivaut & la condition (11), c’est-a-dire &
la troisitme équation de (12). Mais, sous les hypothéses de l’énoncé du
théoréme 3.2.1, (11) est une conséquence immédiate de la condition
(20) sur la maximisation du hamiltonien. 1l est donc possible d’énoncer
les résultats des théoremes 3.2.1 et 3.2.2 de fagon unifiée sous forme hamiltoni-
enne, sans faire appel a la définition (19) de I'impulsion :

Theoréme 3.2.4 Soit L un lagrangien sur une variété différentiable X de
classe C?, tel que L € Lagl’lb(X). Supposons que a,b € R et a < b, que
Dom(L) N (TX x [a,b]) soit ouvert dans TX X [a,b], et que S soit une sous-
variété de X x X de classe C*. Notons Y = Vx.ab,50: J = IxapsL. Soit
& € tel que J(&) < J(&) quel que soit & € Y. 1l existe alors un champ de
covecteurs absolument continu 7 le long de &, vérifiant : (a) les équations
de Hamilton (9) et (10), (b) la condition (20) de maximisation du hamil-
tonien (ou Vg, 1(t) est défini par (17)), et (¢) la condition de transversalité

(7). O
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Nous venons d’expliquer que, si nous gardons les hypotheses du théoreme 3.2.4,
on peut se débarraser de l'identité

7TE7T§*,L (21)

parce qu’elle est de toute fagon une conséquence de (20). Examinons maintenant
la situation de plus pres, faisant attention au role précis de nos hypotheses
dans le passage de (20) & (21) ou a sa version équivalente (11). Ce passage
fut possible en vertu de deux aspects de nos hypothéses. Premierement, la
condition que Dom(L) N (T'X X [a,b]) est ouvert dans TX x [a,b] fut utilisée
pour déduire que, pour presque tout ¢t € [a,b], ensemble V¢ 1 (t) défini par
(17) est un voisinage de &, (t). Deuxiémement, on montra que le hamiltonien H
est différentiable par rapport a la vitesse, en vertu de (8) et de I'hypothese de
différentiabilité du lagrangien L par rapport a la vitesse. Le fait que la fonction
Te,iyX > v — H(&(t),v,7(t),t) est différentiable en £.(t) et définie sur un
voisinage de ce point nous a permis de déduire I’égalité (21) a partir de (20).

Notons, d’autre part, que dans l’énoncé du théoreme 3.2.4 la seule référence
a la différentiabilité du lagrangien par rapport a la vitesse se trouve dans [’hypo-
these que L appartient a Lagl’lb(X), et que la dérivée partielle g—é, qui sem-
blait jouer un role fondamental dans [’équation d’Euler-Lagrange, a disparu
complétement de la scéne.

Il est donc naturel de chercher un énoncé plus général, ou les deux hypotheses
qui on rendu possible le passage de (20) a (21) seraient remplacées par des
conditions plus faibles. Bien entendu, dans cette nouvelle version I'impulsion 7
serait completement libérée de I'obligation d’étre égale & m¢,  (qui, d’ailleurs,
pourrait ne pas exister), et deviendrait un champ de covecteurs le long de &,
vérifiant les équations de Hamilton et la maximisation du hamiltonien.

Plagons-nous, pour 'instant, dans le cadre plus restrictif ou

(H1) L’espace des configurations X est une partie ouverte d’un espace euclidien
R™ a,b e R, a<b, et L est un lagrangien sur X.

Le produit X x R™ peut donc étre identifié au fibré tangent T X .

Pour que les équations de Hamilton possedent un sens précis, et qu’elles
soient associées a un < bon » champ de vecteurs hamiltonien non autonome sur
T* X, on supposera que les conditions suivantes soient vérifiées :

(H2) L’ensemble {(z,t) € X x [a,b] : (z,v,t) € Dom(L)} est une partie ouverte
de X X [a,b] quel que soit v € R™.

(H3) La fonction X 3 x ---> L(x,v,t) —dont le domaine est ouvert dans X en
vertu de (H2)— est de classe Ct quel que soit (v,t) € R™ x[a, b].

(H4) La fonction TX > (z,v)---> L(z,v,t) € R est continue quel que soit
t€la,b.

(H5) La fonction [a,b] 5 t---> L(z,v,t) € R est mesurable quel que soit le
point (x,v) € TX.
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(H6) Les fonctions L et 5= sont localement bornées sur X x V x [a,b).

Rappelons que, par définition, si & € Vx q.p,5,1, il existe un sous-ensemble né-
gligeable N de [a,b] et un sous-ensemble compact K de Dom(L) tels que £(t)
existe et (£(t),£(t),t) € K quel que soit ¢ € [a,b]\N. En vertu des hypotheses
(H3)-(H6), la fonction t — L(&(t),£(t),t) est mesurable et bornée. Ainsi donc,
l'intégrale de (4) existe quel que soit £ € Vx a.p,5,L-

La conjecture naturelle dit donc que ’énoncé du théoreme 3.2.4 reste vrai
sous ces hypotheses plus faibles. Cette conjecture s’avere presque correcte mais,
pour arriver a un résultat rigoureusement vrai, on est obligé d’abord de tenir
compte d’un nouveau phénomene, étudié déja par Bolza en 1913, cf. [1].

3.3 De Weierstrass au principe du maximum de la théorie
du controle

3.3.1 Le multiplicateur anormal

Revenons a ’exemple 3.1.4. Dans notre traitement du probleme de la caténaire,
nous avons souligné I'existence du < cas singulier >, correspondant a la situation
ou la longueur de la corde est exactement égale a la distance entre ses deux
extrémités. Dans ce cas il n’y a évidemment qu'une configuration g possible —
donnée par la formule (3)— qui est donc nécessairement optimale. Nous allons
montrer que ce probléme s’inscrit dans le cadre de la < conjecture naturelle >

de la section précedente mais que, malheureusement, la conjecture n’est pas
vraie dans le cas singulier. (Un calcul assez long dont nous ne donneront pas les
détails permet de monter que la conjecture est vraie dans le cas non singulier.)

Reprenons les notations de I'exemple 3.1.4. Définissons, pour chaque courbe
y() € Y, une nouvelle fonction s : [a,b] — R —la longueur d’arc— par la
formule s(z) = [ /14y (r)>dr. 1l existe alors une bijection naturelle entre
Pespace Y des fonctions y(-) et 'ensemble = des courbes absolument continues
[a,b] 22 — &(x) =(y(x), s(x)) €R? dans R? vérifiant £(a)=(w,0), £(b)= (5, A),
et £'(z) € V pour presque tout z € [a,b], ou V = { (u,v) € R? : v = /1 +u2}.

Ainsi donc, nous avons un probléme aux variations vérifiant les hypotheses
(H1)-(H6), dont le lagrangien est donné par

Dom(L) = R?*xV xR,
L(y,s,u,v,t) = yv pour (y,s) € R*, (u,v) €V, t €R.

Si la conjecture était vraie, il en résulterait que la solution y est donnée par la
formule — énoncée sans démonstration au §3.1 —

y(x):'y—l—/icosh(x_x()) , (22)

K

ol 7, xg, k sont des constantes réelles, et x > 0. Nous avons montré au §3.1 que
les constantes v, g, et k, sont déterminées de fagon unique —par des formules
explicites— par les parametres a, b, «, 3, A.
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Il est clair que la fonction y(-) définie par (22) n’est jamais linéaire. Comme
on a vu au §3.1, la limite de cette fonction lorsque A | A est la fonction linéaire
7 qui résout le probleme singulier, mais cette limite est obtenue en faisant s
tendre vers +oco. La fonction § n’appartient pas a la famille de fonctions a
trois parametres définie par (22). Or, cette famille contient toutes les courbes
vérifiant la conclusion de la conjecture du §3.2.5. Il s’ensuit que la conjecture
doit étre abandonnée ou modifiée.

En fait, il suffit de modifier la conjecture en multipliant L par une nouvelle
variable scalaire pg dans la définition du hamiltonien. Il en résulte la formule

H(I7U7pap0at) = <p7 ’U> 7p0L(1'7U7t) . (23)

Les équations de Hamilton s’écrivent maintenant sous la forme

. OH .
& = G (60,600, mt) (24)
oOH .
w(t) = =S (& 0.0, (), m0.t) (25)
et la condition de mazimisation du hamiltonien devient
H(f*(t),f*(t)77r(t),ﬂ07t) = max H(f*(t)avﬂ(t),ﬂmt) ) (26)
veVe, ()

o étant un nombre réel non négatif, appelé le <« multiplicateur anormal .

Avec cette modification, la généralisation que nous avions proposée du théo-
reme 3.2.4 devient vraie. Appelons champ de covecteur positivement augmenté
le long d’une courbe £ un couple (w,my) tel que 7 est un champ de covecteurs
le long de & et mp est un nombre réel tel que mp > 0. On a alors le résultat
suivant :

Theoréme 3.3.1 Supposons que les hypothéses (H1)-(H6) soient vérifiées. Soit
S une sous-variété de classe C' du produit X x X. Notons Y = Vx.a0.6,8,L;
J = Jxapsr- Soit & €Y tel que J(&) < J(&) quel que soit & € Y. 1l
existe alors un champ de covecteurs (m,mg) le long de &, absolument continu et
positivement augmenté, tel que

(a) = (®)[| +mo > 0,
(b) (=m(a),7(b)) € (The. )"

(c) les équations de Hamilton (24), (25) et la condition (26) de mazimisation
du hamiltonien sont vérifiées presque partout. O

Remarque 3.3.2 Le coeur de l'énoncé du théoreme 3.3.1 se trouve dans la
condition (a), de non-trivialité. En effet, si £, est une courbe arbitraire —pas
nécessairement optimale— on pourra toujours satisfaire aux autres conclusions
en choisissant 7(t) = 0, mp = 0. Le contenu du théoréme est justement que, si
&, est optimale, il doit y exister au moins un couple (m, o) autre que (0,0).
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On appellera multiplicateur (pour &, par rapport & L et S) un champ de
covecteurs absolument continu positivement augmenté (m,mg) le long de &,
vérifiant les conditions (a), (b), (c¢) de ’énoncé du théoréme 3.3.1. Le mul-
tiplicateur (m,mg) est normal si mp > 0, et anormal si mg = 0.

Une courbe &, est une extrémale (par rapport a L et S) si elle admet un
multiplicateur. Le théoreme 3.3.1 dit donc que si une courbe est optimale alors
elle est une extrémale.

L’extrémale &, est normale (resp. anormale) si elle admet un multiplicateur
normal (resp. anormal). On remarquera qu’une courbe &, peut bien étre & la
fois une extrémale normale et une extrémale anormale.

Il est évident que, si (7, 7p) est un multiplicateur et r > 0, le couple (r7, rmg)
est aussi un multiplicateur. Ainsi donc, on pourra toujours supposer que le
multiplicateur anormal 7y appartienne a {0,1}. Le cas normal —c’est-a-dire
7o = 1— est exactement celui des théorémes 3.2.1 et 3.2.4. Démontrons la

Proposition 3.3.3 Sous les hypotheses du théoreme 5.3.1, si V' est une partie
ouverte de R™ —ou, plus généralement, si 'ensemble {t : £.(t) € Int(V)} est de
mesure positive— on a mg > 0, et on peut donc choisir my = 1.

PREUVE. Si my = 0, on déduit de (a) que m(b) # 0. L’équation de Hamilton
(25) devient 7(t) = 0. On a donc m(t) # 0 quel que soit ¢. La condition (26) dit
que la fonction linéaire V'3 v — (r(t),v) est maximisée par v = &,(t), ce qui
est clairement impossible si &, () € Int(V). &

Pour terminer, revenons a l'exemple de la caténaire, et montrons que les
courbes qui vérifient la conclusion du théoréme 3.5.1 sont toutes les solutions, y
compris celles du probléme singulier, qui correspond exactement au cas anormal.

Le hamiltonien H est donné par

H(y,s,u,v,py, s, Po) = Pyt + psv — poyv,

oll py, ps sont les composantes du covecteur impulsion conjuguées aux variables
Y, S, et po est le multiplicateur anormal. (Nous écrivons H(y, s, u, v, py, Ps; Do)
au lieu de H(y, s, u, v, py, Ps, Do, t) parce que notre probléme est autonome, et
H est indépendant du temps.) Dans le cas normal on peut choisir 7y = 1, et
cela donne les solutions pour le cas non singulier.

Considérons maintenant le cas anormal, ol mp = 0. Le hamiltonien anormal
—<c'est-a-dire, la fonction (y, s,u, v, py,ps) = H(y,s,u,v,py,ps,0)— est égal a
Pyt + psv. Les équations de Hamilton s’écrivent § = u, s = v, 7y = 0, 7, = 0,
d’olt nous déduisons que le covecteur impulsion (7, 7s) est constant. En vertu
de la condition de nontrivialité (a), ce covecteur n’est pas nul. La condition de
maximisation du hamiltonien se réduit a

myy(x) + meé(x) = max{myu + m5v : (u,v) € V}. (27)

Il est immédiat & partir de la définition de V que, si A est une fonctionnelle
linéaire sur R? telle que A # 0, alors une des deux possibilités suivantes doit avoir
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lieu : ou bien sup{A(w) : w € V} = 400, ou bien il existe un point w € V, qui
est d’ailleurs unique, tel que sup{\(w) : w € V} = A\(w). Notons wy le point o,
qui dépend de A. En prenant A = (m,, 7s), et en utilisant le fait que nous savons
déja que (my, ms) # (0,0), on déduit que le cas ol sup{A(w) : w € V} = 400
n’est pas possible, car (27) doit étre vérifiée presque partout. Il en découle que
(9(x), 3(z)) = w(r, x,) Presque partout. Nous avons donc établi que la dérivée
§(+) est une fonction constante, ce qui montre que y(-) est linéaire, et achéve
notre démonstration.

3.3.2 Deux exemples

Montrons la supériorité du théoreme 3.3.1 sur le théoreme 3.2.4, en étudiant
deux exemples de problémes de minimisation assez simples, ou le calcul des
variations classique ne suffit pas pour trouver toutes les solutions. Ces deux
exemples correspondent exactement aux deux hypotheses qui ont joué un role
crucial dans I'identification de I'impulsion 7 avec le champs de covecteurs m¢ ..

Le probleme de notre premier exemple s’inscrit dans le cadre du théoreme
3.3.1, mas pas dans celui des autres théoremes, car le lagrangien L n’est pas
différentiable par rapport & la vitesse.

Exemple 3.3.4 Soit n € N, et soit || - || une norme sur R"™. Deux points A, B
de R™ étant fixés, on cherche une courbe lipschitzienne [0,1] 5 ¢ — £(¢) € R”
telle que

£0)=A4 et ((1)=B, (28)

qui rend l'intégrale fol |€() || dt minimale dans ensemble de toutes les courbes
£(+) € Whee([0, 1], R™) vérifiant (28).

Pour appliquer le théoréme 3.3.1, remarquons d’abord que V' = R™. En
vertu de la proposition 3.3.3, on est dans le cas normal. Le hamiltonien H
est donné par H(z,v,p,po,t) = (p,v) — pollv|, et les équations de Hamilton
pour un multiplicateur normal (7, 1) deviennent f = v, 7 = 0. Il en résulte
que l'impulsion 7(t) est égale & un covecteur constant 7. Comme la fonction
R™ 3 v — (p,v) — ||v|| n’est pas bornée supérieurement si ||p|| > 1, on déduit
de la condition de maximisation du hamiltonien que [|7|| < 1. Si ||7|| <1, on a
Pégalité £, (t) = 0, correspondant aux courbes constantes, qui sont évidemment
des solutions du probléme de minimisation, pour A = B.

Il reste le cas d’une impulsion 7 telle que ||7|| = 1. Dans ce cas, ’ensemble
M@ ={v € R" : (7,v) = |||} est un coéne convexe fermé non vide. Soit
E(7) lensemble de toutes les courbes lipschitziennes £ : [0,1] — R™ telles que
£(t) € M(7) pour presque tout ¢ € [0,1]. On déduit du théoreme 3.3.1 que
toutes les courbes optimales appartiennent & I’ensemble

=% JE®:Irl =1,

En outre, toutes les courbes £ € Z sont évidemment optimales. (Preuve :
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supposons que € Z(7) et ||7|| = 1. Soient A = £(0), B = £(1). 1l vient

| éwna = [méena= (v [ i) =z -2 <15 Al

ce qui établit optimalité de £.) Il en résulte que = est exactement l’ensemble
de toutes les solutions.

Il est clair que = contient tous les segments de droite. Dans le cas d’une
norme strictement convexe, les M (7) sont des demi-droites, et ensemble des
chemins optimaux est exactement celui de tous les segments de droite (paramé-
trisés de fagon arbitraire). Par contre, lorsqu’il s’agit d’une norme complétement
générale, il y aura d’autres solutions. (Par exemple, soit n = 2, et choisissons la
norme définie par ||(x1,z2)|| = |21] + |z2|. Alors le chemin ¢ : [0,2] — R? donné
par £(t) = (£,0)si 0 <t <1let &(t)=(1,t —1)si1<t<2est optimal.)

Le théoréme 3.3.1 nous a permis de trouver toutes les solutions,ce
qui n’aurait pas été possible avec le calcul des variations classique.

Remarquons que, méme dans le cas de la norme euclidienne, le lagrangien de
ce probléme n’est pas différentiable partout. Ainsi donc, le calcul des variations
classique ne suffit pas a lui seul pour trouver toutes les solutions. Il s’ensuit que
méme la question du plus court chemin entre deux points donnés, qui est sans
doute le plus ancien, le plus célébre et le plus simple de tous les problémes aux
variations, fournit déja un exemple d’un probléme variationnel dont la solution
compléte n’est pas dérivable a partir du calcul de variations classique, mais qui
s’encadre de fagon naturelle dans la théorie plus moderne et plus générale du
controle optimal. &

Dans notre second exemple, le lagrangien est lisse, mais le probleme ne
s’inscrit pas dans le cadre variationnel classique parce que ’ensemble des valeurs
de la vitesse n’est pas ouvert. L’équation d’Euler-Lagrange n’est pas vérifiée, ce
qui n’est pas contradictoire, puisque ce probleme ne vérifie pas les hypotheses
du théoreme 3.2.2. Par contre, ’exemple vérifie les hypotheses du théoreme
3.3.1.

Exemple 3.3.5 Un nombre positif L étant donné, cherchons la fonction lip-
schitzienne [0, L] 3 ¢ — &.(t) € R qui rend l'intégrale fOL &(t)%dt minimale dans
I’ensemble de toutes les fonctions absolument continues £ vérifiant

E0)=1, &L)=1, et |§(t)| <1 pour presque tout t € [0,L]. (29)

Un calcul tres simple permet d’obtenir directement la solution &,. Si L > 2, on a
&(t)=1—tpour0<t<1,&(t)=0pour 1 <t<L—-1,&(t) =t+1—L pour
L-1<t<L (SiL<2onaé(t)=1—tpour0<t<Let&(t)=t+1-1L
pour % <t < L.) Il est facile de vérifier que la courbe &, est effectivement une
extrémale. En outre, sans supposer qu’on ait déja trouvé le candidat &, il est
possible d’appliquer directement le théoreme 3.3.1 pour trouver la solution &,,
par un calcul un peu long mais assez simple, dont nous ne donnerons pas les

détails. &
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3.3.3 Le principe du maximum de la théorie du controle

Pour faciliter la dérivation du théoreme 3.3.1, nous avons abandonné le contexte
des problemes invariants sur des variétés et nous nous sommmes placés, en
introduisant 'hypothese (H1), dans le cadre beaucoup plus étroit ou 'espace
d’états est un ouvert dans R™. Nous allons maintenant regagner I'invariance
perdue en donnant une version invariante du théoreme 3.3.1.

Remarquons d’abord que, dans la situation du théoreme 3.3.1, nous pouvons
associer a chaque point v de R™ un champ de vecteurs constant GG,,, défini par
la formule G,(z) = v. Le lagrangien L nous permet aussi d’associer a chaque
v € R™ et a chaque ¢ € [a,b] une fonction scalaire partielle L, : X ---> R,
définie par L, ;(z) = L(z,v,1).

On appellera champ de vecteurs augmenté sur une variéte différentiable X
un couple (F, L) tel que F est un champ de vecteurs partiel sur X et L est une
fonction réelle partielle sur X. A chaque champ de vecteurs augmenté (F, L)
sur X on associe une fonction partielle Hr 1, : T*X x R---> R par la formule
Hp 1 (z,p,p0) = (p,F(z)) — poL(x), le domaine de Hpj étant, évidemment,
I'ensemble des (x,p,po) € T*X x R tels que € Dom(F') N Dom(L).

Revenant maintenant & la situation du théoréme 3.3.1, notons que le la-
grangien L et l'intervalle [a,b] donnent lieu & une famille parametrisée

F=Frop={(FouLos) }
(v,t)ER™ X [a,b]

de champs de vecteurs augmentés, ou F, ; = G,,.

Ecrivons maintenant F(z,v,t) au lieu de F, ;(z). Il en résulte que
H(l’, v, P, Po, t) = HFUJ,LUJ (-T,p7p0) = <pa F(:Ca v, t)> - poL(I, v, t) .
L’ensemble ) est essentiellement 1’ensemble des courbes £ telles qu'’il existe une

fonction [a,b] 3 t — v(t) € R™ qui rend I’équation

£(t) = F(&(t), v(t),t) (30)

vraie presque partout. Le coiit J(£) de la courbe £ est donné par

b
J(6) = / L(E(t), v(t), 1) dt

t — v(t) étant la fonction vérifiant (30), qui est évidemment unique en vertu de
Péquation £(t) = F(£(t),v(t),t) = v(t).

Pour obtenir la version intrinséque du théoréme 3.3.1, il suffit
d’oublier que la famille parametrisée F est de la forme particuliére de
ce théoréme, ou chaque champ de vecteurs x — F(x,v,t) est constant
et le paramétre v est précisément la valeur constante de ce champ, et
de considérer des famille paramétrisées complétement générales de
champs de vecteurs augmentés.
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Le parametre v — qu’on appellera le contrile, ou la commande — ne sera
plus assimilé a la vitesse «f , et deviendra plutot un parametre a valeurs dans un
ensemble abstrait sans aucune structure. Désormais, pour distinguer clairement
la commande de la vitesse, la commande sera notée u plutot que v.

Dans ce nouveau cadre, il n’est plus vrai que la fonction ¢ — v(t) est
déterminée par la courbe £. La fonctionnelle J sera donc définie sur un es-
pace —noté Z— de < couples trajectoire-commande > plutot que sur un espace
de trajectoires.

L’hypothese (H1) sera remplacée par la condition suivante :

(H.1) L’espace des configurations X est une variété de classe C?, a€R, bER,
a<b, U est un espace métrique séparable, et F={ (Fy ¢, Lut) }(ut)eUx[a,b]
est une famille de champs de vecteurs augmentés sur X .

déf

Ecrivons F(z,u,t) = Fy(z), L(z,u,t) % L, ,(2), Dom(F) £ Dom(F)NDom(L).
Si u € U, on notera F* Papplication partielle (x,t) — (F(z,u,t), L(z,u,t)), de
X x [a,b] dans TX x R. Ainsi donc,

Dom(F") = { (z,t) : (z,u,t) € Dom(F)NDom(L)}.

Pour énoncer les hypotheses de régularité par rapport a x, v et ¢, définissons
d’abord le hamiltonien H par la formule

H(z,u,p,po,t) = (p, F(x,u,t)) — poL(x,u,t). (31)
Il s’ensuit que H est une fonction partielle sur I’ensemble
Dx v.ab d:éf{ (x,u,p,po,t) : (z,p,p0,t,u) ET* X xR X [a,b] xU } ,
dont le domaine est donné par

Dom(H) = { (#,u,p, po,1) € Dx.va * (#,1,1) € Dom(F) N Dom(L) }.

On supposera vérifiées les hypotheses techniques suivantes :
(He2) Pour tout uw € U, le domaine de la fonction partielle
X % [a,b] > (z,t) ---> (F(z,u,t), L(z,u,t)) € TX xR

est une partie ouverte de X x [a,b],

(He3) Pour tout (u,t) appartenant ¢ U x [a,b], la fonction partielle
"X xR S (:E7p7p0) ---> H(I,U,p,po,t) €ER

—dont le domaine est ouvert dans T*X x R en vertu de (H.2)— est
de classe C*,

21



(Hed) la fonction T*X X R x U 3 (z,p,po,u) ---> H(x,u,p,po,t) € R est
continue quel que soit t € [a,b],

(He5) la fonction [a,b] D t---> H(x,u,p,po,t) € R est mesurable quel que
soit (x,p,po,u) ET* X xRxU,
(He6) les fonctions H et (—%—5, 9 sont localement bornées.
On appellera couple trajectoire-commande pour les données X, a, b, S, F un
couple (&,m) tel que (a) 0¢ € S, (b) n est une fonction mesurable sur [a,b] &
valeurs dans U, (c) £ est une application absolument continue de [a, b] dans X,
(d) il existe un sous-ensemble compact K de Dom(F) et un voisinage relatif
de {(&(t),t) : a <t < b} dans X x [a,b] tels que, pour presque tout t € [a,b], la
condition (z,t) € Q implique (x,n(t),t) € K, et (e) £(t) = F(&(t),n(t),t) pour
presque tout t € [a,b]. Nous noterons Zx 45 s,r I'ensemble de tous les couples
trajectoire-commande pour X, a, b, S, F.

En vertu des nos hypotheses, si (§,7n) appartient & Zx . s, la fonction
[a,b] 2t — L(&(t),n(t),t) € R est mesurable et bornée. Ainsi donc, I'intégrale

b
Txansx(&n) = [ Lie(.n0).0)d. (32)
existe quel que soit (§,1) € Zx.4.,5F. On définit
Ue.p (1) {u € R" : (&.(¢),) € Dom(F™) }, (33)

L’énoncé suivant se réduit exactement a celui du théoreme 3.3.1 dans le cas
particulier ot X est un ouvert de R”, U = R", et F(z,u,t) = u. D’autre
part, cet énoncé a la vertu d’avoir une interprétation précise —et compléetement
invariante— sur les variétés, ce qui est une raison assez forte pour soupgonner
qu’il doit étre vrai.

Theoréme 3.3.6 Supposons que les hypothéses (H.1)-(H.6) soient vérifiées.
Soit S une sous-variété de classe C' de X x X. Notons Z = Zx,a,p,5F €t
J = JxabsE. Supposons que (&,m.) € Z soit tel mque J(&x,nx) < J(&,m)
quel que soit (&,m) € Z. Il existe alors un champ de covecteurs (m,my) le long
de &, absolument continu et positivement augmenté, vérifiant les conditions (a)
et (b) de ’énoncé du théoréme 3.3.1, tel que les équations de Hamilton

&0 = (a0 @m0, (34)
#1) = O ((0),m.(0),7(0),7o1) (35)

et la condition de maximisation du hamiltonien

H (&4 (8), . (), w(), mo, £) = max { H(€.(8), 0, 7(1), m0,8) s w € Ue, (1) | (36)

sont vérifiées presque partout. &
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Le théoreme 3.3.6 est en effet vrai. Il est en fait essentiellement iden-
tique® & la version classique du principe du mazimum de Pontriaguine,
ou principe du mazimum de la théorie du contréle optimal, cf. [14].

3.4 Généralisations de la premiere version du principe du
maximum

Apres la découverte du principe du maximum sous la forme de [14], ¢’est-a-dire
du théoreme 3.3.6, plusieurs généralisations ont été proposées. Ces généra-
lisations sont des versions modifiées du théoreme 3.3.6 ou, dans ’énoncé du
théoreme, on a substitué :

(1) Des hypothéses techniques plus faibles. Par exemple, on permet que ’en-
semble S soit plus général qu'une sous-variété, ou on remplace '’hypothese
que F et L soient de classe C' par rapport a 1’état par des conditions de
Lipschitz, ou par des conditions de différentiabilité en &, (¢) sans supposer
que F ou L soient lipschitziens au voisinage de &, (t).

(2) Des conclusions plus fortes. Par exemple, on obtient un multiplicateur
qui, outre la maximisation du hamiltonien, vérifie d’autres inégalités, liées
a des < variations d’ordre supérieur >.

(3) Un cadre plus général. Par exemple, on considere des inclusions différen-
tielles au lieu de champs de vecteurs. Ou bien on remplace 'optimisation
par d’autres problemes plus généraux, tels que celui de la < séparation
de I'ensemble d’accessibilité d’un autre ensemble donné >, qui contient le
probleme d’optimisation aussi bien que celui des optimums de Pareto et
celui de la controllabilité locale le long d’une trajectoire.

Bien stir, chacune de ces trois possibilités peut étre réalisée de plusieurs fagons
et, en outre, les trois possibilités peuvent étre combinées. Il s’ensuit que des
tres nombreuses généralisations sont logiquement possibles en principe, et qu’il
ne faut pas s’étonner de ce que la littérature spécialisée contienne une vraie
prolifération de versions.

L’espace limité dont nous disposons ne nous permettra pas de donner une
liste exhaustive de ces versions. D’ailleurs, un telle liste ne serait utile que s’il
y avait des bonnes raisons pour retenir chacun des résultats, comme ce serait le
cas si, par exemple, il était impossible de les réduire tous a des cas particuliers
d’un petit nombre de théoremes généraux.

Or, le but de notre travail est précisement de montrer qu’un telle réduction
est possible, et qu’il existe un théoréeme unique qui contient et généralise —tres

8Nos hypothéeses techniques sont légerement différentes de celles des théorémes de
cf. [14], et un peu plus restrictives dans certains aspects. Nous choisissons la forme du
théoreme 3.3.6 parce qu’elle est un point de départ trés naturel pour les généralisations
qui sont le but de ce travail. Ces généralisations seront, de toute fagon, beaucoup plus
fortes que les résultats de [14].
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fortement— tous les autres, a I’éxception d’un petit nombre de résultats isolés
qui jusqu’ici n’ont pas cédé & nos méthodes (cf. les remarques 3.4.7 et 4.8.4).

Nous nous limiterons donc a énumérer les éléments qui ont été incorporés
dans ces versions, suivant un ordre logique plutot que chronologique, ce qui nous
menera assez directement a 1’énoncé général cherché.

1. Familles générales de champs de vecteurs non-autonomes. Dans
I’énoncé du théoreme 3.3.6, chaque commande 7 : [a,b] — U donne lieu & un
champ de vecteurs augmenté non autonome (fy,¢,), défini par les formules

falzt) = F(z,n(t),t) = Fyp.(a),
Ly (x,t) E L(z,n(t),t) = Ly ().

Appelons systéme de champs de vecteurs augmentés une triple (X, I,f) telle
que X est une variété différentiable de classe C?, I est un sous-intervalle de R
de mesure positive, et £ = {(f;,£,) }ncu est une famille compléetement générale
de champs de vecteurs augmentés non autonomes sur X, paramétrisée par un
ensemble arbitraire U/ sans aucune structure. Le symbole 1 désigne maintenant
un élement de U qui n’est plus nécessairent une fonction du temps. La notion
de mesurabilité d’'une commande étant donc dépourvue de sens, on la remplace
par 'hypothese

(A1) La fonction partielle I 3 t---> (fp(z,t), (2, 1)) € TX xR est mesurable
quel que soit (z,n) € X X U.

Au lieu de (H.2), on introduit les conditions suivantes :

(A2) L’ensemble (X x I)NDom(f,) NDom(¢y) est une partie ouverte de X x I
quel que soit (t,n) € I xU.

(A3) la fonction partielle X 3 x ---> (fy(z,t),4,(x,t)) € TX x R est de classe
Ct quel que soit (t,n) € I x U.

Si M est I'ensemble de toutes les fonctions mesurables d’un intervalle [a, b]
dans un espace métrique U, la condition de remplacement suivante est vérifiée :
sicé€la,b, aeMet3eM,ety(t)=a(t) pour t < ¢, y(t) = B(t) pour t > c,
alors v € M. Dans notre situation plus générale, on fera I'hypothese suivante :
(A4) Quel que soitc€ I, simy €U, 12 €U, et on écrit

fa(z,t) = fo(z,t), L3(x,t) =40, (xt) si t<c,
f3(x,t) = fo.(x,t), L3(x,t) =Ly, (z,t) si t>c,

alors il existe n3 € U tel que (f3,03) = (fns,lns)-

L’hypothese (H.6) peut étre remplacée par une condition d’intégrabilité :
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(A5) Pour tout n appartenant & U et tout sous-ensemble compact K de l’in-
tersection (X x I) N Dom(f,) N Dom(£,) il existe une fonction localement
intégrable ¢ : I — R4 telle que

Ol 4+ e 0+ | B )|+ | D2 1) | < )

pour tout (x,t) € K, ou les normes sont définies par rapport & une
métrique riemannienne sur X.

Soit (X, I,f) = (X, I,{(fy,%;)}ncu) un systeme de champs de vecteurs
augmentés. On appelle couple trajectoire-commande pour (X,I,f) un couple
(&,m) tel que n € U, & est une courbe absolument continue dans X telle que
Dom(&) est un sous-intervalle compact de I, ({(¢),t) € Dom(f,) N Dom(¢,)
pour tout ¢ € Dom(§), et I’équation £(t) = fn(&(t),t) est vérifiée pour presque
tout ¢t € Dom(¢). On notera Zx r¢ I'ensemble de tous les couples trajectoire-
commande pour (X, T, f).

Si(€,n) € Zx,1.¢, la fonction Dom(§) 2 t — ¢,,(£(t), ) est intégrable, et nous
pouvons définir le coiit J(&,n) = fDom(g) £,(&(t),t) dt. Silon spécifie des temps

a € R, beR, tels que a < b, et une sous-variété S de classe C! de X x X,
on notera Zx 1 f.q,,5 'ensemble des (§,1) € Zx 15 tels que Dom(§) = [a,b] et
85 €S, et JX,I,f;a,b,S désignera la restriction de JXJ,f a ZX7]7f;a7b7S.

On définit le hamiltonien H,, associé & un 7 € U par la formule

Hn(I,p7p07t) = <p7 fn(llf,t)> 7p0€77(x7t) .

Theoréme 3.4.1 Soit (X,I,f) = (X, I,{(fy,%y)}ncu) un systéme de champs
de vecteurs augmentés. Supposons que les hypothéses (A1)-(A5) soient vérifiées.
Soit S une sous-variété de classe C' de X x X. Notons Z = Zx 1fa,b,5 €t
J=Jx 1fabs- S0it (§x,ni) € Z tel que J(&yni) < J(&,m) pour tout (€,m)€Z.
Il existe alors un champ de covecteurs (w,my) le long de &, absolument conti-
nu et positivement augmenté, vérifiant les conditions (a) et (b) de I'énoncé du

théoréme 3.5.1, et tel que

1. les équations de Hamilton

a0 = S (e 0a0m.t) (37)
R = o (e (1) 7(1), 7o) (38)

ont lieu presque partout,

2. pour tout n € U, on a linégalité
Hy(&(t), (1), mo, 1) < Hy, (&(2), 7(t), 70, 1) (39)

pour presque tout t€ {s€a,b] : (£4(s),s)) € Dom(f,)"Dom(¢y)}. o
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Remarque 3.4.2 L’idée de considérer des familles paramétrisées arbitraires de
champs de vecteurs augmentés non autonomes est due a Kaskosz et Lojasiewicz,

cf. [13]. ¢

2. Champs lipschitziens. Au lieu de supposer les fonctions partielles
x> (fn(x,t),£,(x,t)) de classe C'!, on peut supposer qu’elles soient locale-
ment lipschitziennes. Plus précisément, on remplace (A3) et (A5) par

(A3’) La fonction partielle X 3 x ---> (fy(z,t),4,(x,t)) € TXXR est localement
lipschitzienne quel que soit (t,n) € I x U.

(A5’) Pour tout n appartenant a U et tout sous-ensemble compact K de l'in-
tersection (X x I) N Dom(f,) N Dom(¢,) il existe une fonction localement
intégrable ¢ : I — Ry telle que || fy(z, )| + [€y(z,t)| < @(t) pour tout
(0,0) € K., et |y (2.8) = Fy(y, Ol + 1eal,1) — (3, 0] < o(®)]2 ]| pour
tout (z,t) € K, (y,t) € K, ou les normes sont définies par rapport a une
métrique riemannienne sur X .

La deuxieme équation de Hamilton doit étre remplacée par la condition
—7(t) € 0. Hy, (£.(t), w(t), mo,t) pour presque tout ¢. (40)

ou 0, H,, (& (1), m(t), mo,t) est le gradient généralisé de Clarke de la fonction
x — H, (z,7(t),mo,t) (cf. [5]), c’ést-a-dire I'enveloppe convexe de toutes les
limites w = lim;_,oc Vo Hyy, (25, 7(t), mo, ), pour toutes les suites {z;};en telles
que w; = VoH,, (zj,7(t),m0,t) existe pour chaque j et la limite lim; o w;
existe.

On a alors le principe du mazimum non lisse de F. Clarke (cf. [4, 5]) :

Theoréme 3.4.3 Soit (X,I,f) = (X, 1,{(fy, %) }neu) un systéme de champs
de vecteurs augmentés. Supposons que les hypothéses (A1), (A2), (A3’), (A4),
(A5°) soient vérifiées. Soit S une sous-variété de classe C* de X x X. Notons
Z=Zx1fabs € J=Jx1faps. Soit (§,n.) € 2 tel que J(&x,n) <J(€,1)
quel que soit (§,m) € Z. Il existe alors un couple (m,mg) vérifiant toutes les
conclusions du théoréme 3.4.1, & Uexception de l’équation de Hamilton (38),
qui doit étre est remplacée par Uinclusion différentielle (40). &

3. Champs de vecteurs continus. S. Lojasiewicz remarqua que dans la
conclusion du théoreme 3.4.3 la condition de Lipschitz ne joue un role que pour
le < champ de référence > (f,,., ¢y, ). Pour les autres champs, il suffit de supposer
qu’il soient continus. Plus précisément, on remplace (A3’) et (A5’) par

(A3”.a) La fonction partielle X > x---> (fy(x,t),6,(2,t)) € TX x R est
continue quel que soit (t,n) € I x U.

(A3".b) La fonction partielle X 3 x---> (fp, (z,t), 4, (x,t)) € TX xR est
lipschitzienne au vosinage de &.(t) quel que soit t € I.
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(A5”.a) Pour tout n appartenant ¢ U et tout sous-ensemble compact K de
Uintersection (X x I) N Dom( f,) N Dom(¢,)) il existe une fonction lo-
calement intégrable o : I — Ry telle que || fy(z,t)|| + €, (2, )| < (t)
pour tout (z,t) € K.

(A5”.b) I existe un voisinage relatif Q de {(&«(t),t) : a < t < b} dans le
produit X x [a,b] tel que Q@ C Dom(f,,) N Dom({,, ) et une fonction
intégrable ¢ : [a,b] — Ry vérifiant

1, (2,8) = S s O + [y, (2, 8) = £y (3, 1)] < ()| = wl|
pour tout (z,t) € Q, (y,t) € Q.

Sous ces hypotheses, on a le principe du mazimum non lisse de Lojasiewic?’ :

Theoréme 3.4.4 Soit (X,I,f) = (X, 1,{(fy, %) }neu) un systéme de champs
de wvecteurs augmentés. Supposons que les hypothéses (A1), (A2), (A8”.a),
(A4), (A57.a) soient vérifiées. Soit S une sous-variété de classe Ct du pro-
duit X x X. Notons Z = Zx 1f.aps €t J = Jx1faps. S0it (§,ns) € Z
tel que (A87.b) et (A57.b) sont vérifies, et J(&«,m) < J(&,m) quel que soit
(&,m) € Z. I existe alors un couple (7, o) vérifiant toutes les conclusions du

théoréme 3.4.3. &

5. Champs de vecteurs de référence vérifiant une condition de
différentiabilité généralisée. Les conditions de Lipschitz (A3”.b) et (A5”.b)
sont évidemment vérifiées lorsque les conditions plus fortes de (A3) et (A5) le

sont, et dans ce cas le gradient généralisé de Clarke 0, H,, de (40) se confond

e . OH
avec la dérivé partielle usuelle —_=.

Par contre, si une fonction f : R™ — R est localement lipschitzienne, et la
différentielle classique V f(Z) existe en un point Z, il se peut que {Vf(Z)} —qui
doit satisfaire a la relation {Vf(Z)} C 9, f(Z)— soit un sous-ensemble propre
de 0, f(z). (Prenons, par exemple, n =1 et f(z) = 2?sin 1. 1l vient f'(0) =0
et 0f(0) = [—1,1].) Supposons que le champ augmenté z — (f;,, (z,1), £, (x, 1))
admette une différentielle classique!® D(t) = (Df(t), D‘(t)) en = = &, (t) pour
presque tout ¢t € [a,b], et que cette différentielle soit une fonction intégrable
(& valeurs matrices ou jets). On peut donc écrire formellement I’équation de
Hamilton (38) associée a cette différentielle, qui prend la forme'!

9dont I’énoncé et la démonstration nous ont été communiqués par Lojasiewicz au

cours de deux conversations en 1992 et 1993. A notre connaisance, aucune version de
ce résultat remarqluable n’a été publiée, malgré son importance dans le développement
de notre sujet, et le role décisif qu’il a joué en révélant la possibilité de démontrer des
théoréemes non lisses par des méthodes <« primales >.

10Dans le cas oll X est un ouvert de R, on a D(t) € R(*TDxn Df(t) ¢ R"*" et
D¢(t) € RY*™ = R,,. Lorsque X est une variété, D(t) est un 1-jet en &.(t) de sections &
du fibré TX x R telles que o (&«(t)) = (fn. (€«(£), 1), £n, (Ex(£),1)).

T, expression moD¢(t) est évidemment un covecteur. Le caractére intrinseéque de
la somme 7 (t) 4+ 7(t) - Df(t) se démontre de la fagon suivante. Ecrivons z = E(t),
v = £(t), v(s) = &«(t + s). Soient o, 7 des sections des TX —c’est-a~dire des champs
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W) = (e b)), )

%(6*@)7”&)771'0715) + 7o %{:* . ({*(t),ﬂ'(t),ﬂ'o,t)

— —x(t)- DI (t) + moD(t). (41)

= —7(t)-

Si {%Z"* (&(t),m(t), mo, 1)} # OxHyy, (€4(t), (), o, ), équation (41) est stricte-
ment plus restrictive que 'inclusion différentielle (40). In s’ensuit que la con-
clusion du principe du maximum avec (41) au lieu de (40) est strictement plus

forte.

En outre, il y a des fonctions classiquement différentiables en un point x qui
ne sont pas localement lipschitziennes au voisinage de x. Pour ces fonctions, on
peut toujours écrire 'equation (41), tandis que (40) est dépourvue de sens.

H. Halkin trouva une nouvelle notion de < dérivée généralisée >—qu’il appela
< shield >— dont la différentielle classique et le jacobien de Clarke sont des cas
particuliers (cf. Halkin [8, 9, 10]).

En utilisant cette notion de différentielle, Halkin démontra une généralisation
du théoreme 3.4.3. Nous allons présenter une version encore plus générale en
combinant ’idée de Halkin avec celle de Lojasiewicz.

Si X est une variété de class C%, x € X et v € T, X, notons J(TX,v)
I’ensemble des 1-jets en = de champs de vecteurs sur X dont le 0-jet en x est le
vecteur v.

Nous dirons que D est un générateur variationnel pour le couple trajectoire-
commande (&,,7,) et le systétme de champs de vecteurs augmentés (X, I,f))
si

(GV.1) D est une fonction multivoque mesurable
[a,b] 5t — D(t) C J¢ () (TX,&(t) x T7 (n X

a valeurs compacts convexes non vides,
(GV.2) Il existe un couple (2, k) telle que

(GV.2.a) Q est un voisinage relatif de {(&«(t),t) : a < t < b} dans le
produit X x [a,b], tel que @ C Dom(f,,) N Dom(¢,,),
(GV.2.b) k est une famille k = {ks}o.s5<5 de fonctions intégrables sur

[a,b] telle que limsq [7 ks(t) dt = 0,

de vecteurs— différentiables en x et telles que le 1-jet de o en z est égal & (v, Df(t)) et
[o,7](z) = 0. La dérivée en s = 0 de la fonction scalaire s — m(t + s) - 7(y(s)) est égale,
relativement & une carte x, a (t) - w+ w(t) - E - v, ou (w, E) est le 1-jet de 7 en z. Or,
E-v—Df(t)-w = [0,7](z) = 0. Le dérivée est donc égale & (7(t) + = (t) - D (t)) - w. Ceci
montre que A\(w) = (7(t) + n(t) - Df(t)) - w ne dépend pas du choix de «. Il s’ensuit que
X est bien un covecteur.
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(GV.2.c) si0<8<6,a<t<b et|z—E&@)| <, ona(x,t)e, etil
existe (M, p) € D(t) tel que

[ fn. (2,8) = f. (€ (2),8) = M - (z = &.(8))]
Flln. (2,8) = €y, (6 (2), 1) — - (2 = & (1))| < Oks(t)

(GV.2.d) sup{ | M| + [[ull = (M, p) € D(¢) } < k;(t) pour tout t € [a,b].

La généralisation suivante du théoreme 3.4.4 combine les résultats de Halkin
et Lojasiewicz :

Theoréme 3.4.5 Soit (X,I,f) = (X, I,{(fy,%y)}ncu) un systéme de champs
de vecteurs augmentés. Supposons que les hypothéses (A1), (A2), (A8”.a),
(A4), (A57.a) soient vérifiées. Soit S une sous-variété de classe C* du pro-
duit X x X. Notons Z = ZX7[’f~_’a1bys et J = JX’[yf;aqbyS, Soit (f*,’ﬂ*) € Z tel
que J(&x,m+) < J(&,m) quel que soit (§,m) € Z. Soit D un générateur variation-
nel pour (&x,1n.) et (X, 1,£). Il existe alors un couple (7, my) vérifiant toutes les
conclusions du théoréme 3.4.4, a Uexception de Uinclusion différentielle (40), qui
doit étre remplacée par la condition suivante : il existe une sélection mesurable
t — (M(t), u(t)) de D vérifiant l’équation —w(t) = w(t) - D(t) — mo - p(t) presque
partout.

6. Une condition de transversalité plus générale. Au lieu d’imposer
une condition au bord de la forme 9§ € S, ou S est une sous-variété, on
peut considérer des ensembles S plus généraux. Dans ce cas, la condition de
transversalité est toujours formellement celle de (b) du théoréme 3.3.1, mais on
doit donner un sens précis & lexpression < (Tpe, S)L ». Nous interpréterons
< (T, S)t > comme le cone polaire de Tpe, S, ott Tpe, S est un cone tangent
a S au point 9¢.. (Rappelons que le cone polaire d’'un cone C' dans un espace
linéaire réel X de dimension finie est le sous-ensmble C't du dual Xt défini par
Ct={xe XT:(\x) <0 pour tout z € C}.) La notion de < cone tangent >
se préte a plusieurs interprétations précises. On verra au §4 qu’a chaque calcul
différentiel généralisé correspond une notion de cone (ou < multicdne >) tangent
a un ensemble en un point. Pour I'instant, nous choisissons la notion de cone
tangent associée au CDG des différentielles classiques :

Definition 3.4.6 Soit S un sous-ensemble d’un espace vectoriel réel X de di-
mension finie. On appelle céne tangent a S en un point s € S un cone convexe C'
dans X tel qu’il existe n € Z,, un cone convexe fermé D dans R”, un voisinage
U de 0 dans R™, et une application continue F': UND — S telle que F(0) = s,
F est différentiable en 0, et DF(0)- D = C. &

Avec cette définition de < céne tangent >, le théoréme 3.4.5 reste vrai.

Remarque 3.4.7 Il y a des notions de < cone tangent > (par exemple, le cone
tangent de Clarke) qui ne sont pas associées & des CDGs, et il y aussi des
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définitions de cone normal ol ce cone n’est pas le polaire d’un cone tangent (par
exemple, des cones normaux non convexes, comme le cone de Mordukhovich).
Jusqu’a présent, nous n’avons pas réussi a dériver ces versions a partir de notre
résultat général. &

7. Champs de vecteurs discontinus. L’hypothése (A3”.a) peut étre rem-
placée par une condition encore plus faible. Il suffit que les champs de vecteurs
fn et les lagrangiens ¢, vérifient une condition de <« continuité intégrale > : la
fonctionnelle (s,t,&) — (ff fn(&(r),r)dr, ff £, (&(r),r)dr) doit étre continue
si { prend des valeurs dans l'espace des courbes absolument continues telles
que ||€(t)]| < ¢(t) presque partout, ¢ étant une fonction intégrable telle que
| fi(x, t)|| + €, (2, t)] < @(f) pour tout x et presque tout ¢t. Cette condition suffit
pour démontrer toutes les propriétés des champs de vecteurs dont on a besoin
pour la preuve du principe du maximum. (Par exemple, I’existence locale des
trajectoires se démontre en utilisant le théoréme de point fixe de Schauder.)

8. Inclusions différentielles. Les champs de vecteurs peuvent étre rem-
placés par des inclusions différentielles, comme nous avons montré dans [18].
Ceci est possible en vertu d’une série de theoremes de sélection (cf. for exem-
ple [3] et [6]) qui impliquent, pour la classe des fonctions multivoques < presque
semicontinues inférieurement > (cf. [18]), Pexistence de un nombre suffisamment
grand de sélections dans la classe des champs possédant la propriété de conti-
nuité intégrale. On arrive ainsi a démontrer tout ce qui est nécessaire pour
prouver le principe du maximum, en dépit du fait que les fonctions multivo-
ques presque semicontinues inférieurement (et méme les fonctions multivoques
continues) n’admettent pas en général de sélections continues.

9. La géometrisation du probléme. Le probleme de la séparation de
l’ensemble d’accessibilité d’un autre ensemble donné est posé de la facon sui-
vante : soit ¥ = (I, X, {f,}neu) un systeme de champs de vecteurs (sans la-
grangiens). Notons Rib(q) I’ensemble d’accessibilité pour ¥ sur un intervalle
[a,b] & partir d’un point ¢. Soit S un sous-ensemble de X. Soit &, : [a,b] — X
une trajectoire de ¥ telle que &.(b) € S. On cherche alors de conditions
nécessaires pour que R[Emb] (&x(a))NS soit égal & {£,(b)}. La forme des conditions
nécéssaires est exactement celle des théoremes pour le probleme de contréle op-
timal, sauf que cette fois il n’y a ni lagrangien ni multiplicateur anormal. Cette
formulation < géométrique > du probléme est évidemment plus élégante que
la question de controle optimal, parce qu’elle ne fait intervenir qu’une classe
d’objets fondamentaux — les champs de vecteurs — au lieu de deux classes —
les champs de vecteurs et les lagrangiens —. On peut montrer par un calcul un
peu long mais assez simple que le théoreme < géométrique > de séparation im-
plique le résultat pour le contrdle optimal. (Nous renvoyons le lecteur & [14] ou
& [20] pour les détails). Ici nous nous bornerons a remarquer que la réduction
du probleme de minimisation a un probleme de séparation se fait en < aug-
mentant > la dynamique. On ajoute le < colit courant > xzo = [ £,(&(t),t) dt
aux autres variables d’état, et on montre que 'optimalité de &, implique une
condition de séparation pour le nouveau systéeme. En appliquant la condition
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nécessaire pour la séparation on obtient un multiplicateur (7, m). Ceci explique
clairement porquoi le multiplicateur anormal devient nécessaire : il n’est que la
composante de l'impulsion pour le nouveau systeme conjuguée a la variable
d’état xg.

4 Calcul des variations pour les flots

Nous allons maintentant présenter notre version récente du principe du maxi-
mum, qui contient et généralise tous les théoremes du §3. Dans cette version
les champs de vecteurs sont remplacés par des flots, I’< équation adjointe >
s’écrit sous sa forme intégrée et devient une équation de transport associée aux
différentielles du flot de référence, et les différentielles ordinaires sont remplacées
par des différentielles généralisées.

4.1 Notations

Si C est une catégorie, et A, B sont des objets de C, on notera Hom¢ (A, B)
I’ensemble de tous les C-morphismes de A dans B. Nous appellerons C-multi-
morphisme de A dans B un sous-ensemble de Home (A, B), et nous noterons
MHom¢ (A, B) 'ensemble de tous les C-multimorphismes de A dans B. Si A,
B, C sont des objets de C, u € MHom¢ (A, B) et v € MHome(B,C), le C-

multimorphisme composé v o u est ’ensemble
uoud:éf{go f:g € Home(B,C), f € Home (A, B) } .

On notera MC la catégorie définie par les conditions suivantes : (a) les objets
de MC sont les objets de C, et (b) 'ensemble Hompsc(A, B) des morphismes
entre deux objets A, B, de C est donné par la formule

Hom e (A, B) < MHome (A, B).

L’opération M peut étre itérée. Ainsi, les élements de Hompspre (A, B) seront
appelés multimultimorphismes de A dans B. Un multimultimorphisme de A
dans B est donc un ensemble de sous-ensembles de Home (A, B).

Nous appellerons catégorie m-topologique une catégorie C telle que pour tout
couple (A, B) d’objets de C ’ensemble Home (A, B) est muni d’une structure
d’espace topologique séparé, et la composition

Hom¢ (B, C) x Hom¢(A, B) 5 (v, 1) — v o pu € Home (A, C)

est une application continue quels que soient les objets A, B, C de C. Si C est
une catégorie m-topologique, il est évident que le multimorphisme composé de
deux multimorphismes compacts est compact. Dans ce cas, nous noterons M.C
la catégorie D telle que (a) les objets de D sont les objets de C, et (b) I’ensemble
Homp (A, B) des morphismes entre deux objets A, B, de D est 'ensemble des
C-multimorphismes compacts non vides de A dans B.
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Une application multivoque est une triple F' = (A, B, G) telle que A, B sont
des ensembles et G C A x B. Si F' = (A, B,G) est une application multivoque,
les ensembles A,B,G seront appelés, respectivement, la source, la cible, et le
graphe de F, et seront notés So(F'), Ci(F), Gr(F'). Les ensembles

Dom(F) = {z : (3y)((z,y) € Gr(F))}, Im(F)={y: (32)((x,y) € Gr(F))}

sont, respectivement, le domaine et ’image de F'.

Si F' est une application multivoque, et  est un objet quelconque, on notera
F(z) ensemble {y : (x,y) € Gr(F)}. Il sensuit que Dom(F') = {z : F(z) # 0}
et Il’Il(F) = Ua:EDom(F) F(.]?)

Si A;,i=1,2,3, sont des ensembles, et F; sont des applications multivoques
de A; dans A;41 pour ¢ = 1,2, on définit I'application multivoque composée
Fy 0 Fy par la formule Fy o Fy = (A4, A3, G), ou

G =Gr(Fyo Fy) = {(z1,23) : (Fz2)((z1,22) € Gr(F1) A (22, 23) € Gr(F»))}.

Il s’ensuit que F5 o F est une application multivoque de A; dans As. La com-
position d’applications multivoques est évidemment une opération associative.

Nous noterons ENS—MYV la catégorie C telle que (a) les objets de C sont
les ensembles et (b) les C-morphismes d’un ensemble A dans un ensemble B
sont les applications multivoques de A dans B. Il s’ensuit que, si A, B sont des
ensembles, alors Homg s ap(A, B) est I'ensemble de toutes les applications
multivoques de A dans B.

On notera C'MV la catégorie caractérisé par les deux conditions suivantes :
(a) les objects de CIMV sont les variétés différentiables de classe C1, (b) les
C!'MV-morphismes d’un objet A dans un objet B sont les applications multi-
voques de A dans B.

L’expression EVRDF désignera la catégorie C telle que (a) les objets de C
sont les espaces vectoriels réels de dimension finie et (b) les C-morphismes sont
les applications R-linéaires,

Si I est un ensemble totalement ordonné, on notera <; (ou, tout simplement,
<) la relation d’ordre de I. Le symbole I désignera l’ensemble

TE{(s,t) e IxT:5<;t}.

SiJ C I, J est évidemment muni d’une structure naturelle d’ensemble totalment
ordonné induite par <;, qui sera notée <;. Un sous-ensemble J de I est un
intervalle si les relations r < s <t,r € J et t € J impliquent s € J. Sia,be ]
et a < b, on notera | — 0o, al, [a,b], [b,+00[, respectivement, les < intervalles
fermés > {t eI :t<a}, {tel:a<t<b}, {tel:b<t}

Un ensemble totalement ordoné I est assimilé canoniquement a la catégorie
Cr telle que les objets de C; sont les élements de I, et Home, (s,t) = 0 si s €7 ¢,
Home, (s,t) = {0s4} si s <p t (05 étant un object arbitraire, par exemple le
couple (s,1)).
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4.2 Calculs différentiels généralisés

Si n,m € Z4, on notera A, ,, ’ensemble de tous les couples (F,S) tels que F
est une application multivoque de R™ dans R™ et S est un sous-ensemble de
R"™. Nous noterons A ’ensemble Un,mEZ+ Apom.

Definition 4.2.1 On appellera calcul différentiel généralisé (abrév.: <« CDG »)
une application D possédant les propriétés suivantes :

(1) D associe a chaque couple (F,S) € A un ensemble D(F; S) d’ensembles
compacts non vides d’applications linéaires de So(F') dans Ci(F)2.

(2) Sin,m € Zy, (F,S) et (F',S) appartiennent a A, ,,, K C K’ CR™*",
Gr(F) C Gr(F'), K’ est compact, et K € D(F;S), alors K’ € D(F’; S).

(3) Sin,m e Zy, (F,S) € Ay, (F',S") € Apm, U et U’ sont des voisinages
ouverts de 0 dans R™, V et V' sont des voisinages ouverts de 0 dans R™,
®, ¥ sont des difféomorphismes de classe C' de U sur U’ et de V sur V/,
1respectivement137 tels que

®(0) =0, ¥(0) =0, Gr(T'oF'o®) = (UxV)NGr(F), et ®(UNS) =U'NS’,

alors
DU (0) o D(F’,S") o D®(0) = D(F, S).

(4) Si FeCHR™",R™), F(0) = 0, S C R", et il existe v € Z, et une
application multivoque G de R"™ dans R” tels que D(G;S) # 0, alors
{DF(0)} € D(F; 5).

(5) Sin,m € Zy, S est un cone convexe fermé dans R™ ou S = ), et F est
une application linéaire de R™ dans R™, alors {F'} € D(F};S).

(6) Si (a) (Fl,Sl) [S An1,7l2 et (FQ,SQ) [S -Anz,ngy (b) A1 S D(Fl;Sl) et
Ay € D(Fy;S2), (¢) F1(S1) C So, et (d) So = R™ ou F; est univoque,
alors Ay o Ay € D(Fy 0 F1;.57).

(7) Si (F;, S:) € Ap, m,; et Aj € D(F;;S;) pour ¢ = 1,2, alors Ay x Ay appar-
tient a D(Fl X FQ;Sl X 52) <>

12 Autrement dit, les éléments de D(F; S) sont des sous-ensembles compacts non vides
de R™*" ou n, m sont tels que (F,S) € An,m. Rapppelons que notre définition de
la notion d’< application multivoque > garantit que, si (F,S) € A, alors la source
R™ = So(F) et la cible R™ = Ci(F) sont complétement déterminées par F. Ainsi donc,
les ensembles Ay m, A,/ s sont disjoints si (n’,m’) # (n,m).

13 Plus précisément, ® et ¥ sont des applications multivoques de R™ dans R” et de
R™ dans R™, telles que Dom(®) = U, Dom(¥) = V, et les restrictions ®[U, ¥[V, de ®
a U et de ¥ & V sont des difféomorphismes de classe C! de U sur U’ et de V sur V'.

33



On déduit de cette définition —en vertu, surtout, de la propriété d’invariance
(3)— qu'un CDG D admet toujours un prolongement canonique aux variétés,
qui sera aussi noté D : si M, N sont des variétés de classe C*, S C M, x € M,
y € N, et F est une application multivoque de M dans N, alors D(F;x,y;S)
est un ensemble de sous-ensembles compacts non vides'* de L(T,M,T,N).

Definition 4.2.2 Soit D un CDG. On dira que D posséde la propriété de l’appli-
cation directionnellement ouverte si la condition suivante est vérifiée :

(ADO) sin,m € Zy, (F,C) € Apm, C est un coéne convexe fermé dans R",
v €R™, et A € D(F;C), alors la condition

veInt(L-C) pour tout L €A (42)

implique

e pour tout voisinage U de O dans R™ il existe un cone convexe
fermé D dans R™ tel que v € Int(D) et un r > 0 tel que

Dn{yeR™: |yl <r} S F(CNU). &

Remarque 4.2.3 Dans (ADO), on peut choisir C = R™ et v = 0. Il s’ensuit
que, si un CDG possede la propriété de 'application directionnellement ou-
verte, alors le théoréeme classique de ’application ouverte est vrai : si F' est une
application multivoque de R™ dans R™ et A € D(F;0,0;R™) est tel que tous
les élements de A sont des applications linéaires surjectives, alors pour tout
voisinage U de 0 dans R™ limage F(U) est un voisinage de 0 dans R™. &

4.3 Quatre exemples de calculs différentiels généralisés

Nous donnons maintenant quatre exemples de calculs différentiels généralisés
possédant la propriété de I’application directionnellement ouverte.

Le premier exemple est celui du CDG des différentielles des applications
de classe C', qui sera noté Dci. Sin,m € Z,, S est un sous-ensemble de
R™ dont le germe en 0 coincide avec le germe d’un ensemble fermé, et F' est
une applicatiom multivoque de R™ dans R™, alors D1 (F};S) est 'ensemble de
tous les sous-ensembles compacts non vides A de R"™*™ tels qu’il existe L € A
vérifiant la condition suivante : il existe une application G : R®™ — R™ de classe
C1, telle que G(0) = 0, le germe en (0,0) du graphe de G[S est inclus dans le
germe en (0,0) du graphe de F[S, et L = DG(0).

Notre second example de CDG est celui des différentielles classiques des
applications continues, qui sera noté Dpo_co. La définition est presque iden-
tique & celle de Den, la seule différence étant que la condition que G € C!
est remplacée par une propriété plus faible : on demande seulement que G soit
continue au voisinage de 0 et différentiable en 0.

14Mais D(F;z,y;S) peut bien étre vide. Dans ce cas, on dira que F n’est pas D-
différentiable en (z,y) dans la direction de S.
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Pour définir le CDG des conteneurs de dérivées — proposé par J. Warga,
cf. [23] — il faudra d’abord définir la notion de < conteneur de dérivées > en
0 d’une application partielle f de R™ dans R™ telle que f(0) = 0. Soit S un
sous-ensemble fermé de R™. On appellera conteneur de dérivées de f en 0 dans
la direction de S un sous-ensemble compact A de R™*" vérifiant : pour tout
voisinage W de A dans R™*™ il existe un voisinage compact U de 0 dans R"
tel que U NS C Dom(f) et une suite {h;}jen d’applications de classe C! de
U NS dans R™ telle que h; — f uniformément sur U NS, et Dh;(x) € W pour
tout x € UN S, j quelconque. (La notion d’< application de classe C'* sur un
fermé > est entendue dans le sens de Whitney, cf. par exemple Tougeron [22].)
Lorsqu’il existe, le conteneur de dérivées n’est jamais unique, parce que tout
sous-ensemble compact de R™*™ contenant un conteneur de dérivées donné est
aussi un conteneur de dérivées. Pour que f admette un conteneur de dérivées
dans la direction de S il faut et suffit que f soit définie et lipschitzienne sur
un voisinage relatif de 0 dans S. Lorsque cette condition est vérifiée, il se peut
qu’il n’existe pas de choix canonique d’'un < conteneur de dérivées minimal >.
Par contre, il existe toujours un conteneur de dérivées minimal parmi tous les
conteneurs de dérivées convexes, qui n’est autre que le jacobien généralisé de
Clarke de f en 0 dans la direction de S. En général il y aura aussi des conteneurs
de dérivées non convexes strictement plus petits que le jacobien généralisé.

Pour définir le CDG des conteneurs de dérivées de Warga — qui sera noté
Dcpw — il suffit de copier la définition de D1, en remplacant < de classe C' »
par < lipschitzien >, et la différentielle ordinaire par les conteneurs de dérivées.
On arrive ainsi a la formulation suivante : si n,m € Z4, S est un sous-ensemble
de R™ dont le germe en 0 coincide avec le germe d’un ensemble fermé, et F' est
une applicatiom multivoque de R™ dans R™, alors Dopw (F; S) est Pensemble
de tous les sous-ensembles compacts non vides A de R™*" tels qu’il existe une
application localement lipschitzienne G : R™ — R™ satisfaisant aux conditions :
(a) G(0)=0, (b) le germe en (0,0) du graphe de G[S est inclus dans le germe
en (0,0) du graphe de F[S, et (¢) A est un conteneur de dérivées de G[S en 0.

Finalement, notre quatrieme exemple est le CDG des « semi-différentielles >
des applications continues, que nous noterons Dgp_co. (Nous avons défini la
notion de « semidifferential >, et celle encore plus générale de < multidifferen-
tial >, dans [15, 16, 18, 19], pour les applications multivoques. Ici nous nous
contenterons de rappeler la définition des < semidifferentials >— qui est beau-
coup plus simple que celle des < multidifferentials >— et nous ne le ferons que
pour le cas des applications univoques continues'®, qui est plus simple que celui
des applications multivoques.) H. Halkin s’apercut en 1974 d’un trés grave
défaut dans les théories des dérivées généralisées qui avaient été proposées a
I’époque suivant les idées de I’< analyse non lisse >. Le point de départ de ces
théories était la notion de dérivée d’une application continument différentiable,
qu’elles généralisait aux applications lipschitziennes. Mais elles ne s’accordaient

15Pour les applications univoques, ce que nous appelons < multidifferential > fut en
fait introduit par Halkin en 1974 sous le nom de < screen >, cf. Halkin [8] et aussi
[9, 10]
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pas bien avec une autre généralisation, tout a fait naturelle et tres classique,
dans une direction différente : celle des différentielles des applications qui ne
sont pas de classe C'. (Par exemple, la fonction f : R — R définie par
f(z) = |z[3?sin L est différentiable en 0 mais pas lipschitzienne au voisinage
de 0. La fonction g : R — R donnée par g(z) = |z|?sinl est différentiable
en 0 et aussi lipschitzienne au voisinage de 0, mais la différentielle classique
en 0 s’annulle, tandis que le gradient généralisé de Clarke en 0 — qui dans
ce cas se confond avec le plus petit conteneur de dérivées de Warga en 0 —
est lintervalle [—1,1].) Pour rémedier & cette faiblesse, il faudrait trouver un
< calcul différentiel > contenant les différentielles classiques aussi bien que les
conteneurs de dérivées de Warga, et possédant les < bonnes propriétés > d'un
tel calcul, notamment la régle de composition des différentielles (c’est-a-dire la
condition (6) de notre définition 4.2.1). Il s’ensuit de ces conditions que ce cal-
cul doit abandonner tout espoir de pouvoir définir une < différentielle > unique,
puisque, par exemple, la fonction g définie par g(z) = 2 sin% doit posséder au
moins deux < dérivées > : celle de la théorie classique, c’est-a-dire 0, et le plus
petit des conteneurs de dérivées, c’est-a-dire I'intervalle [—1,1]. En revanche, le
nouveau calcul devrait nécessairement étre applicable a une classe strictement
plus grande que la réunion des domaines d’applicabilité des autres théories :
par exemple, la fonction h donnée par f(z) = |z| + |z[3/?sin L — qui n’est ni
classiquement différentiable en 0 ni lipschitzienne au voisinage de 0 — devrait
devenir < différentiable > en 0, de telle sorte que l'intervalle [—1, 1] soit une de
ses dérivées en 0. (Rappelons que la régle de la somme des différentielles se
déduit de la regle de composition des différentielles et du fait que si F' est une
fonction linéaire alors F' — ou l’ensemble {F} — est une différentielle de F'.)
La théorie des « screens » de Halkin donne une solution a ce probleme. Notre
notion — légerement différente et bien plus simple — de < semi-différentielle >
en donne une autre. On obtient la définition des semi-différentielles par la
méme opération qui permet de passer des différentielles des fonctions linéaires
aux différentielles des fonctions arbitraires, mais en remplagant les fonctions
linéaires par les fonctions lipschitziennes. Il en résulte la définition suivante : si
n,m € Z,, S est un sous-ensemble de R™ dont le germe en 0 coincide avec le
germe d’un ensemble fermé, et F' est une applicatiom multivoque de R™ dans
R™, alors Dgp_co(F;S) est 'ensemble de tous les sous-ensembles compacts
non vides A de R™*™ tels qu’il existe une application localement lipschitzienne
G : R" — R™ et une application continue H : R™ — R™ satisfaisant aux
conditions : (a) G(0)=0, (b) le germe en (0,0) du graphe de H[S est inclus
dans le germe en (0,0) du graphe de F[S, (¢) A est un conteneur de dérivées
de G|—S en 07 et (d) hmwﬂoywes\{o} IG@) —H @)

[E]]
semi-différentielle de F' en 0 dans la direction de S si le graphe de F[S contient
le graphe d’une fonction continue H qui est approximable a un o(||z||) prés par
une application lipschitziene G telle que A est un conteneur de dérivées de G[S

en 0.

= 0. Autrement dit, A est une

Proposition 4.3.1 Les théories Do, Dpo—_co, Depew, et Dgp_co, sont des
calculs différentiels généralisés possédant la propriété de 'application direction-
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nellement ouverte.

IDEE DE LA DEMONSTRATION. La vérification des conditions de la définition
4.2.1 est immédiate. Pour démontrer la propriété de ’application directionnelle-
ment ouverte, il suffit de le faire pour Dgp_co, puisque cette théorfie contient
toutes les autres. On suppose que (F,C) € A, C est un cone convexe fermé
dans R", A € Dgp_co(F;5), v € R™, et la condition (42) est vérifiée. On
déduit de (42) que, si W est un voisinage suffisamment petit de A dans R™*"™
il existe un cone convexe fermé E dans R™ tel que v € Int(F), un voisinage U
de 0 dans R™, et une application continue W x (UNE) 3 (L,y) — ¢(L,y) € R™,

lisse sur W x ((U N E)\{O}), positivement homogene de degré 1 par rapport

a y, telle que ((L,y) € C et L-((L,y) = w pour tout (L,y). Choisissons G et
H vérifiant les conditions de la définition des semi-différentielles. Soit {G;};en
une suite de fonctions de classe C? sur un voisinage V de 0 dans R” telle que
les G; convergent uniformément vers F' sur V N C et que DG;(z) € W pour
x € VNC et j quelconque. On applique alors la technique de Wazewski (cf.
[24]) : pour y € U N E, soit t — &) (t) la solution du probleme de Cauchy

£(t) = ((DG;(E(1)),y) . €(0) =0,

qui est unique, puisque ¢ est lisse et z — DGj(z) est de classe C' L. 1l vient alors
G;(&)(t)) = tw, puisque

(@& un) = DEs(E W) - &) = DES(EW) - (DG ED).v) = v.

Il s’ensuit que G (5;(1)) =y, pourvu que &, (1) existe, ce qui sera toujours le cas
si U est suffisamment petit. L’application continue y — K;(y) £ 55(1) est donc
une inverse & gauche de G; (c’est-a-dire, elle vérifie G;(K;(y)) = y), définie sur
UNE, a valeurs dans C, et vérifiant I'inégalité ||K;(y)|| < &lly||, x étant une
constante positive indépendante de j. On en déduit que

IH(K;(y) =yl <ollyll) +e&; pour y—0, yeck

indépendamment de j, ot ¢; — 0. Soient D, D’ des cones convexes fermés
dans R™ tels que v € Int(D), D C Int(D’) U {0}, et D' C Int(E) U {0}. 1
existe alors un p positif tel que la boule B(y) = {z € R™ : ||z — y|| < pllyll}
vérifie B(y) C E quel que soit y € D’. On peut évidemment supposer aussi
que p < 1. En remplagant U par un voisinage plus petit, on peut supposer que
1 H(K;(y) —yl < % +¢; pour y € UN D', j quelconque. Il existe alors un
d positif tel que si z € D et ||z]| < § alors B(z) C D’ et

plyll (p+ )l ol
||H(Kj(y)) _y” < T +¢j < f + &5 < T +¢j

pour tout y € B(z). Si z # 0, on peut choisir un j(z) tel que ¢; < p”j” pour

j > j(2). On aura donc | H(K;(y)) —y|| < % quels que soient z € D tel que
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0 < |zl <96,y € B(z), et 5 > j(z). Il Sensuit que les applications continues
B(2) 5y — pj-(y) = H(K;(y)) € R™ sont telles que ||. ;(y) — ] < “Z pour
tout y € B(z), pourvu que 0 < ||z]| < J et 7 > j(z), ot r(2) est le rayon de la
boule B(z). En vertu d’un corollaire du théoréme de point fixe de Brouwer, on
a z € u;(B(z)). 1l suffit donc de choisir j = j(z) et de prendre x = K;(y) pour
un y € B(z) tel que p;(y) = z, pour obtenir un € VN C tel que H(z) = z.
Ainsi done, z € F(x), ce qui acheve la démonstration. O

4.4 Transversalité

Definition 4.4.1 Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie, et soient
(4, (5 deux cones convexes dans X. On dira que Cy et Cs sont transversaux
siCi—Cy=X,00C; —Cy={c1 —c2:c1 € Cq,c2 € Co}. On dira que C et
C5 sont fortement transversaux s’ils sont transversaux et Cq; N Cy contient au
moins un vecteur non nul. &

On appellera multicéne (resp. multicone fermé, multicone convexe) dans un
espace vectoriel réel X un ensemble non vide de cones (resp. cones fermés,
cones convexes). Si A est un ensemble d’applications linéaires d’un autre espace
Y dans X, et C est un cone dans Y, on notera A - C, ou A(C), le multicone
{L(C) : L € A}, qui est évidemment convexe quand C' est convexe.

Definition 4.4.2 Soit n € Z, et soit S un sous-ensemble de R™. Soit D un
CDG. On appellera multicéne D-tangent a .S en 0 un multicone C dans X tel qu’il
existe v € Zy, (F,C) € A, ,,, vérifiant les conditions suivantes : (a) F(C) C S,
(b) C est un cone convexe fermé dans R” et (c) il existe A € D(F;C) tel que
C=A-C. O

En vertu de I'invariance des CDGs par les difféomorphismes locaux de classe C*,
on parlera librement de < multicones D-tangents > a un sous-ensemble S d’une
variété différentiable @ en un point ¢ € Q). Un tel multicone sera évidemment
un ensemble de cones convexes dans ’espace tangent T,(Q). Il est clair que deux
ensembles S7, Sy dont les germes en ¢ coincident auront les mémes multicones
tangents.

Definition 4.4.3 Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie, et soient
C1, Co deux multicones convexes dans X. On dira que C; et Cy sont transversaux
si C; et Cy sont transversaux quels que soient C; € C;, Cy € Cy. On dira que
C1 et Cy sont fortement transversaux s’ils sont transversaux et il existe une
fonctionnelle linéaire p sur X telle que

CiNCon{xe X :ulx) >0} #0 quels que soient C; € Cy, C2 €Ca. &

Theoréme 4.4.4 Soit D un CDG possédant la propriété de l'application direc-
tionnellement ouverte. Soient S1, S deuxr sous-ensembles d’une variété () de
classe C1, et soient Cy, Co des multicones D-tangents ¢ Sy, So en un point q € Q.
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Pour qu’il existe une suite {q;}jen convergeant vers q telle que q; € S1 NSy et
qj # q pour tout j, il suffit que C1 et Co soient fortement transversaud.

IDEE DE LA DEMONSTRATION. On peut supposer que @ = R”, ¢ = 0. Pour
i = 1,2, choisissons v; € Zy, (F;, E;) € Ay, n, Ai € D(F;;C;) tels que les E;
sont des cones convexes fermés, A; - E; = C;, et F;(C;) C S;.

Soit v € R™ tel que C1 NCy N{x € R™ : (v,z) > 0} # B quels que soient
C1 € Cq, Cy € Cy. Définissons une application multivoque H de R”* x R*2 dans
R™ x R par la formule

H(yr,y2) = {(x1 — 22, pu(21)) 1 21 € Fi(y1), 22 € Fa(ya2)} -
Soit = ’ensemble de toutes les applications linéaires
R x R"? > (Zl, 2’2) — hL17L2 (Zl, 2’2) = (lel — LQZQ,/,L(LlZl)) e R™ x R,

pour (Lq, Ly) € A1 x Ay. Notons E = E; x Ey, w=(0,1) € R™ x R.

On vérifie aisément que = € D(H; E). Un calcul algébrique trés simple mon-
tre ensuite que ’hypothese de transversalité forte des C; équivaut exactement
& la condition de nonsingularité suivante : w € Int(§ - E) quel que soit £ € =.
En vertu de la propriété de 'application directionnellement ouverte, on déduit
qu’il existe un nombre positif p tel que (0,7) € H(E) si 0 < r < p. In en
résulte que pour chaque r €]0, p] il existe un couple (y1(r), y2(r)) appartenant
a E tel que (0,7) € H(y1(r),y2(r)). Autrement dit, il existe z1(r) € Fi(y1(r)),
z2(r) € Fa(ya(r)), tels que (0,7) = (z1(r) — z2(r), p(z1(r))). 1l s’ensuit d’abord
que z1(r) = x2(r), ce qui montre que le point z(r) = z1(r) appartient &
Fi(Ey) N Fy(Es) et donc & S1 N Ss, et puis que u(xi(r)) = r, ce qui mon-
tre que z1(r) # 0. Nous avons donc bien réussi a trouver un point z tel que
x € S1NSyetx#£0.

Notre raisonnement étant applicable a 'intersection de S NS, avec un voisi-
nage quelconque de 0, l'existence de la suite {g;} est démontrée. &

4.5 Flots

Definition 4.5.1 Soit C une catégorie. On appelle flot dans C ou C-flot, un
couple ® = (I, ®) telle que I est un ensemble totalement ordonné et ® est un
foncteur covariant de C; dans C. Si ® = (I, ®) est un C-flot, Pensemble I sera
appelé l'intervalle de temps de ®. On notera QF — au lieu de ®(¢) — l'objet
de C associé a t € I par le foncteur ®. La famille Q¥ = {QF};c; sera appelée
la famille d’espaces d’états du flot ®, et QF est I'espace d’états de ® au temps
t. On écrira @, ; au lieu de ®(0s,). &

Il s’ensuit qu'un C-flot est déterminé par les données suivantes :

1. un ensemble totalement ordonné I,

39



2. une famille paramétrisée Q = {Q;}+er d’objets de C,

3. une famille paramétrisée & = {CIJM}(S vei telle que ®; ; est un C-morphis-
me de @, dans Q; pour tout (s,t) € I, ®,, = g, pour tout t € I, et
lidentité @y, 1, 0 Py, 1, = Pry ¢, est vérifiée chaque fois que t; € I pour
= 1,2,3 et t1 Stg Stg.

Nous assimilerons donc un C-flot ® & la triple (I,Q,®), ot Q = Q?, et nous
écrirons parfois ® = (I,Q, ®) au lieu de ® = (I, P). Nous dirons aussi que le
couple (I,Q) est la famille d’espaces d’états de ®, et que ® est un C-flot sur
(1,Q).

On utilisera des noms spéciaux pour les flots dans des catégories particulieres.
Par exemple:

e Lorsque C est la catégorie ENS— MYV, on dira tout simplement flot au
lieu de < C-flot > ou « ENS—MV-flot >.

e Si C est une catégorie, un flot dans MC sera appelé multiflot dans C, ou
C-multiflot, et un flot dans M MC sera appelé multimultiflot dans C, ou
C-multimultiflot.

e Si C est une catégorie m-topologique, un flot dans M.C sera appelé multi-
flot compact dans C, ou C-multiflot compact, et un flot dans M M_.C sera
appelé multimultiflot compact dans C, ou C-multimultiflot compact.

e Un flot dans la catégorie EVRDF sera appelé flot linéaire.
e Un flot dans MEVRDF sera appelé multiflot linéaire.
e Un flot dans M MEVRDF sera appelé multimultiflot linéaire.

e Un flot dans M .EVrDF sera appelé multiflot linéaire compact.

Si® = (I,Q,P) est un flot dans une catégorie C, et J C I, on notera ®[J
la restriction de ® & J, c’est-a-dire le C-flot ®[J = (J, Q[J, ®[.J), or

QI ={Qthtes,  O[J={Prs}( e

Definition 4.5.2 Soit ® = (I, @, ®) un flot dans une catégorie C dont les objets
sont des ensembles et les morphismes sont des applications multivoques. On
appellera trajectoire de ® une application £ telle que Dom(§) = I, £(t) € Q¢
pour tout ¢ € I, et £(t) € ;. ,(£(s)) quel que soit (s,t) € I. On notera Traj (®)
I’ensemble de toutes les trajectoires de ®. O

Si® = (I,Q,®) est un flot dans C' MV, et £ € Traj (®), nous noterons x®¢1a
famille {X;}¢cr, ot Xy est I'espace tangent Te(y) Q.
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Exemple 4.5.3 Soit C! la catégorie dont les objets sont les variétés différen-
tiables de classe C! et les morphismes sont les applications de classe C1. Soit
® = (1,Q,®) un flot dans C*. Si ¢ € Traj (®), on définit un flot linéaire D(®, £)
— que nous appellerons la différentielle de ® Ie long de £ — de la fagon suivante :
D(®,¢) = (I, X,D®), ot (a) X = {X;}rer, (b) X = XBE, et () si (s,¢) € I,
D®, s est la différentielle de ®; 5 en £(s), qui est évidemment une application
linéaire de X dans Xj;.

Plus généralement, on peut définir un flot linéaire D(®,&) de la méme
maniere si les Q; sont des variétés de classe C1 et chaque ®,  est définie au
voisinage de £(s) et différentiable en £(s). O

Definition 4.5.4 Soit ® = (I,Q,®) un multiflot dans une catégorie C. On
appellera sélection de ® un flot ¥ dans C tel que ¥ = (I,Q,¥) et ¥, , € P, 4
pour tout (s,t) € I. L’ensemble de toutes les sélections du multiflot @ sera noté

I'(®). ¢
On peut évidemment identifier ’ensemble I'(®) au sous-ensemble fermé du pro-
duit I ;) 7Ps,s dont les éléments sont les familles W = { Wy} 7 telles que

U, s0W,, =W, pour r,s,t € I quelconques tels que » < s < ¢. Ainsi donc,
['(®) est muni d’une topologie naturelle, qu'on appellera la topologie produit.

SiJCTletW= {\I/t7s}(s nei € I'(®), on notera W[.J la restriction de ¥ a J,
c'est-a-dire I'élement {U, , : (s,t) € J} de T'(®[J).

Proposition 4.5.5 SiC est une catégorie m-topologique et ® = (I,Q,®) est un
flot dans M.C (c’est-a-dire un multiflot compact dans C), Uespace T'(®), muni
de la topologie produit, est compact et non vide. Si J est un sous-ensemble de
I, Uapplication T'(®) > W — ¥[J € T'(®[J) est surjective.

PREUVE. La compacité de I'(®) est immédiate, puisque I'(®) est fermé dans le
produit S = H(S t)eiq)tqs et les ®; s sont compacts.

Démontrons maintenant que ’application
IN®)>¥ — ¥[JeT(®[J) (43)

est surjective. Soit ¥/ une sélection de ®[J. 1l nous faut montrer qu’il existe
une sélection ¥ de ® telle que ¥[J = ¥/,

SiKCJet L ClI, notons A(K, L) 'ensemble de tous les E € S vérifiant
Eis = \Ilis pour tout (s,t) € IN(K x K), et B 50Z;, = Z, pour r,s,t € L
quelconques tels que r <; s <y t. Il est clair que A(K, L) est toujours un
sous-ensemble fermé de S.

Notre but est de démontrer que A(J,I) # 0. Or, on a

AL = () AWK L),
Lel; , KCJNL
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ou I; désigne 'ensemble de tous les sous-ensembles finis de I. En outre,
I'inclusion A(K; U Ko, L1 U Lg) C A(Ky, L1) N A(Ks, Ly) est toujours vérifiée.
11 suffit donc de démontrer que A(K,L) # 0si L € Iy et K C JNL. Autrement
dit, il suffit de démontrer la surjectivité en supposant que I soit fini. Puisque
la surjectivité de l'application (43) est immédiate lorsque I est fini, notre con-
clusion est démontrée.

Montrons finalement que I'(®) # 0. Si I = 0 on a ['(®) # 0, puisque
dans ce cas la famille vide appartient & I'(®). Si I # 0, on choisit an i € I
et on définit J = {i}. L’ensemble T'(®[J) est évidemment non vide. En
vertu de la surjectivité de l'application (43), on a I'(®) # @, ce qui acheve
la, démonstration. &

Definition 4.5.6 Soit D un calcul différentiel généralisé, et supposons que
® = (1,Q,®) soit un flot dans C'MV. Soit & € Traj(®). On dit que ® est
faiblement D-différentiable le long de & si D(®y 5, &(s), £(t), Qs) # 0 quel que soit
(s,t) € I. On dit que ® est D-différentiable le long de ¢ $'il existe un multiflot
compact linéaire A = (I, X, A) tel que X = XPt ot At s € D(D15,6(5),£(1),Qs)
quel que soit (s,t) € 1. &

Remarque 4.5.7 Il existe des exemples de flots qui sont faiblement D-diffé-
rentiables le long d’une trajectoire sans étre D-différentiables le long de . <

4.6 Variations

Definition 4.6.1 Soit C une catégorie et supposons que ® = (I, Q, P) soit un
C-flot. Une quasi-variation de ® dans C (ou C-quasi-variation de ®) est un
couple (C, W), tel que C est un coéne convexe fermé dans un espace vectoriel
réel Ec de dimension finie, Intg, (C) # 0, et W = {U°} cc est une famille telle
que (a) (I,Q, ¥°) est un C-flot pour tout ¢ € C, et (b) ¥° = &. Le cone C est
appelé le cone des paramétres de la quasi-variation ¥. Une variation de ® dans
C (ou C-variation de ®) est un germe'® en 0 de quasi-variations ayant le méme
cone paramétrique. Autrement dit, on identifie deux quasi-variations (Cq, ¥y),
(Cq,Wy) de ®, si C; = Cs et il existe un voisinage relatif N de 0 dans C tel que
V¢ = W¥§ quel que soit ¢ € N, et une variation de ® est une classe d’équivalence
de quasi-variations de @ par rapport a cette identification. Si (C,¥) est une
quasi-variation de ®, on notera [C,¥] le germe de ¥ en ¢ = 0, c’est-a-dire la
variation V telle que (C,¥) € V. &

Si'V = [C, ¥] est une C-variation du flot ® = (I, Q, P), et C est une catégorie
dont les objets sont des ensembles et les morphismes sont des applications multi-
voques, on notera (¥ s), pour (s,t) € I, Papplication multivoque p de Ec x Q4
dans Qy telle que p(c,q) = Ui (q) sice C, g € Qs, et p(c,q) =0 si c € Ec\C,
q € Qs.

1ﬂ‘3C0nsidérant les familles ¥ comme des applications ¢ — ¥¢ de C dans la classe des
C-flots.
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Si E est un espace vectoriel réel de dimension finie, nous noterons ExEVrDF
la catégorie dont les objets sont les produits E x X, o X est un espace vectoriel
réel de dimension finie, et les morphismes d’un objet £ x X dans un autre
objet E x Y sont les applications linéaires L : E x X — E X Y telles que
m.ey oL =mpx, ou m yy désigne la projection U x V 3 (u,v) —u e U.
La catégorie F x EVRDF est évidemment m-topologique.

Les éléments de Hompg gy, pr(E x X, E X Y') sont les applications linéaires

de la forme
ExX>(cz)—(c,A-c+B-z)e EXY, (44)

own Ae L(E,Y) et Be L(X,Y). Nous noterons [[4, B]] 'application (44).
Si ® = (I,Q,®) est un flot dans C'MV, £ € Traj(®), et E est un espace

vectoriel, nous noterons E x X®:¢ 1a famille {Ex X }ier.

Definition 4.6.2 Soit ® = (I,Q,®) un flot dans la catégorie C'MV, et soit
& € Traj(®). Notons X = X% Soit A = (I,X,A) un multifiot compact
linéaire sur (I, X). On appelle variation infinitesimale de ® associée a A le long
de & un couple W = (C, ©) tel que

1. C est un cone convexe fermé dans un espace un espace vectoriel réel E¢o
de dimension finie,

2. IntEC (C) 7é @,

3. © est une application de I'espace I'(A) des sélections de A dans ’ensemble

des E x EVrDF-multiflots compacts sur (I,E x Xi)’f), telle que pour
toute sélection L = {L; s : (s,t) € I} € T'(A) le multiflot ©(L) possede
la propriété suivante : si (s,t) € I et W € (©(L));s, W est de la forme

[[Z, Lt 5] pour un Z € L(EC,X:I)’g),

4. pour tout (s,t) € I, Pensemble {(L,Z) : [[Z,Li ] € (O(L))r.s} est com-
pact. %

Si W = (C,©) est une variation infinitesimale de ® associée a A le long de &,
L e A et (s,t) € I, nous définissons

Z8.(1) {7 € L(Eo, X2¥) : [1Z, L)) € (O(L))is }-
Il ressort de cette formule que les ensembles ZE)S (L) vérifient 'identité
Zt(?s(L) + LLS o ZGG,)T(L) = Zt(?r(L)

pour 1, s,t quelconques tels que r,s,t € I et r < s < t.
On démontre alors par récurrence la proposition suivante :
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Proposition 4.6.3 Etant donné un flot ® = (I,Q,®) dans C'MV, une tra-
jectoire & de ®, un multiflot compact linéaire A = (I, X(I)’f,A) sur (I, Xé’g),
une variation infinitesimale W = (C,0) de ® associée a A le long de &, un
entier positif v, des temps to,...,t, € I tels quetg <t3 <---t,_1 <t,, et une
sélection L € T'(A), lidentité suivante a lieu :

Z2 (L) =Y Li s, 0Z8 4 (L) &
k=1

Si W = (C,0) est une variation infinitesimale du C'MV-flot ® = (I,Q, ®)
le long d’une trajectoire & de ®, associée au multiflot compact A = (I, X, A), ol

X = X‘I)’g, on notera (W ), pour (s,t) € I, ensemble de toutes les applica-
tions linéaires m2 go x, ©[[Z, Lis]] : Ec x Xs — Xy, pour L € I(A), Z € Z2,(L),
ot moy,y désigne la projection U xV 3 (u,v) —veV. (Ainsi donc,
T2, Ee, X, © |[Z, Lts]] est Vapplication Ec x X 3 (¢,x) = Z-c+ Ly s -z € Xy.)
11 s’ensuit que (W, s) est un sous-ensemble compact de L(Ec x X, X;).

Definition 4.6.4 Soient W' = (C%,0%), i = 1,2, deux variations infinitesi-
males de ® associées & A le long de &, ot ® = (I,Q, ®) est un flot dans C'MV,
& est une trajectoire de @, et A = (I, X(I)’g, A) est un multiflot compact linéaire

sur (I, Xé’f). On appelle variation composée de W' et W2 la variation in-
finitesimale )
WIH#W2E (O x €2, 01#67?),

o, pour une sélection L € T'(A) quelconque,
(O'#0%)(L))s X { 12'#2% Ly 2 € 22 (L), 2% € ZE (1) |,
et Z'4# 72 est 'application linéaire
Ecinee ~ Eoi x Ecz 3 (¢, ) — ZV -t 4+ 2262 € X2E o

Definition 4.6.5 Soit D un calcul différentiel généralisé. Soit ® = (I, Q, P) un
flot dans C'MV, et soit £ une trajectoire de ® telle que ® est D-différentiable
le long de £. Soit A = (I,X¢’57A) une D-différentielle de @ le long de £. Soit
V = [C, ¥] une variation de ®, et soit W = (C’, ©) une variation infinitesimale
de @ le long de £ associée & A. Nous dirons que W est une D-différentielle
variationnelle de V le long de £ associée a A si C' = C, et la relation

<Wt,8> € 'D(<\IILS>7 (075(8))75@)7 C x QS)

est vérifiée pour tout (s,t) € I. O
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4.7 Le principe du maximum pour les flots et les diffé-
rentielles généralisées

Definition 4.7.1 Un systéme de flots est une triple ¥ = (I, Q,{®"},c/) ou I
est un ensemble totalement ordonné, Q ={Q; }+cs est une famille parametrisée de
variétés de classe C'!, U est un ensemble, et, pour chaque n € U, ®"=(I,Q, ")
est un flot dans C*MV . O

Definition 4.7.2 Soit ¥ = (I,Q, {®"},c) un systeme de flots. Soit 1, € U.
On dira qu’une variation V = [C, ¥] = [C, {¥°}.c¢] du flot ®" est une variation
dans ¥ §'il existe un voisinage N de 0 dans C' tel que les flots U¢ appartiennent
a l'ensemble {®" : n € U} pour tout ¢ € N. O

Definition 4.7.3 Soit ¥ = (I,Q,{®"},cy) un systeme de flots. Soit D un
calcul différentiel généralisé. Soient 7, € U, & € Traj(®"). Supposons que
O soit D-différentiable le long de &,. Soit A = (I, X, A) une D-différentielle
de ®"= le long de &,. Soit W un ensemble de variations infinitesimales de ®"
le long de &, associées a A. On dira que W est admissible pour ¥ si pour
tout sous-ensemble fini W de W il existe une variation V de ®”7* dans ¥ et une

suite ordonnée (W1, ..., W") d’éléments de WP, contenant tous les éléments de
WO, telle que la variation composée WI#W?24 ... £ WV est une différentielle
variationnelle de V le long de &, associée a A. &

Si¥=(I,Q,{®"},cu) est un systeme de flots, a € I, b€, a < b, et g € Qq,
nous noterons Raz)b(q) I’< ensemble des points Y-accessibles a partir de g sur
Vintervalle [a,b] >, c’est-a-dire 'ensemble |, o, @ ,(q)-

Theoreme 4.7.4 Soit D un CDG possédant la propriété de application direc-
tionnellement ouverte. Soit ¥ = (I,Q,{®"},eu) un systéme de flots. Soient
e €U, & € Traj (®™). Supposons que ®"* soit D-différentiable le long de &,.
Soit A = (I, X, A) une D-différentielle de D"~ le long de &.. Soit W un ensemble
admissible pour ¥ de variations infinitesimales de ®" le long de &, associées
a A. Soient a,b € I tels que a <; b. Ecrivons ¢, = ¢i(a), G = &.(b). Soit
S un sous-ensemble de Qy tel que Raz’b(q*) NS = {G.}. Soit K un multicone
D-tangent a S en .. Supposons qu’il existe un covecteur p € T3 Qy\{0} tel
que K C {k : u(k) > 0} et K & {k : u(k) = 0} pour tout K € K. Il existe
alors une sélection L = {L¢ s}a<s<i<p de la restriction A[ [a,b], un covecteur
T E Tg‘*(t)Qb\{O}, et un cone K € K, tels que (a) (7, k) > 0 pour tout k € K,
et (b) pour tout W = (C,0) € W il existe Z € Zl?a tel que (7,7 - ¢) < 0 pour
tout c € C.

PREUVE. Choisissons une norme || - || sur 77 Qp, et notons S la sphere unité de
T Qp. Notons A l'espace I'(A[[a,b]) de toutes les sélections de A [a,b]. Nous
savons déja (cf. prop. 4.6.3) que A est compact et A # (.

Si W est un sous-ensemble de W, notons B(WP) Pensemble de tous les
couples (7, L) tels que (1) 7 € T3 Qu, (2) ||[7]| =1, (3) il existe K € K tel que
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(7,k) > 0 pour tout k € K, (4) L € A, et (5) pour tout W = (C,0) € W il
existe Z € Zl?a tel que (7, Z - ¢) < 0 pour tout ¢ € C.

On vérifie aisément que B(W?) = (Wocw W fini BOWY) et que BOWP) est un
sous-ensemble compact de S x A. 11 s’ensu_ithue, pour montrer que B(W?) # (),
il suffit de démontrer que (5 yper BOW) # 0 si F est un ensemble fini de
sous-ensembles finis de W. Or (jycpyper BW) = B(Uyyer W). 11 suffit
donc de montrer que B(W) # §) pour tout sous-ensemble fini W de W.

Soit W un sous-ensemble fini de W. Soit (W?,...,W") une suite finie
d’éléments de VW contenant tous les éléments de W, telle qu’il existe une va-
riation 'V de @7 dans X possédant la propriété que la variation composée
W = WIHAW24 ... £WY est une différentielle variationnelle de V le long de
&, associée a A.

Ecrivons W = (C%,01), W = (C,0). Il sensuit que C = C! x -+ x C”, et
que Z2,(L) = {Z'"#Z*#---#2" : Z' € ZS;(L) pour i = 1,...,v} pour tout
(s,t)el, L ed,

La variation V est donc de la forme [C, ¥], o ¥ = {¥°} . Ainsi donc,
on peut supposer que chaque W€ appartienne & ’ensemble {®" : n € U}.

Soit M D'application multivoque (¥, ,). Il s’ensuit que M est une application
multivoque de E¢c x Q, dans Qy, et que (Wy ,) € D(M, (0,44),Gx,C X Qp). Or,
(W) est ensemble de toutes les applications linéaires CLzl""’ZU, pour L € A,
ARS ZE;(L), ou Cfl"”’ZV (¢ ) E = Lypg v+ S0 ZE-

Soit M I'application multivoque de E¢ dans @, donnée par M(c) = M(e, qx).
Ansi done, M = M o, ol ¢ est Uinclusion E¢ 5 ¢ — (¢,¢.) € Ec X Qp. En
vertu de la regle de différentiation des fonctions composées, on obtient

A € D(M,0,§,,C),

~rz1 v
ou A est ’ensemble de toutes les applications linéaires CLZ e 20 Ec — T5,Qy,
. i ~ 1 v < S
pour L € A, Z* € Z,i)(L(L)7 et CLZ e (ct,...,¢") £ b Z" .

L’ensemble M (C) étant inclus dans Rab(q*)7 on déduit de la propriété de

transversalité que les multicones A(C) et K ne sont pas fortement transversaux.
Il s’ensuit que ces multicones satisfont & une des deux conditions suivantes :

(a) A(C) et K ne sont pas transversaux,
(b) A(C) et K sont transversaux mais pas fortement transversaux.

Considérons d’abord le cas (b). Soient D € A(C), K € K. Soit k € K tel que
w(k) > 0. En vertu de la transversalité de D et K, on peut écrire k = d — k,
d€ D, ke K. 1l sensuit que d = k + k, d’ot1 'on déduit que d € DN K. Or,
p(d) = p(k) + p(k) > 0. Ainsi donc, I'intersection D N K N {v : u(v) > 0} n'est
pas vide. Nous avons donc montré que D N K N{v : u(v) > 0} # () pour tout
D e A(C), K € K. La transversalité de A(C) et K implique donc que A(C) et

K sont fortement transversaux, contrairement a (b).
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In s’ensuit que le cas (b) est en fait impossible. Nous sommes donc ramenés
au cas (a), ce qui veut dire qu'il existe D € A(C), K € K, et un covecteur
T € T; Qp\{0} tels que (7,d) < 0 pour tout d € D et (7,k) > 0 pour tout
k € K. On peut donc supposer que ||7|| = 1.

Puisque D = A(C), il existe L € A, (Z',...,2") € Z9, (L) x --- x Z2: (L),

~r71 v . .
tels que D = CLZ w2 1) en résulte que (m,>2,21Z" - ¢*) < 0 pour tout
(c',...,¢") € Ct x--- x C”. On en déduit que (7,2 - ¢) <0 pour tout ¢ € C,

pour i = 1,...,v. Ceci implique que (%, L) € B(W). On a donc B(W) # 0, ce
qui acheéve notre démonstration. &

Reprenons les notations du Théoreme 4.7.4. Une variation infinitesimale
ponctuelle est une variation infinitesimale construite de la fagon suivante : on
choisit un cone convexe fermé C a intérieur non vide dans un espace vectoriel
réel Ec de dimension finie, un temps 7 € I, et un ensemble compact nonvide
M d’applications linéaires de E¢ dans X;. Nous définissons alors ©, s(L), pour
L € T(A), par la formule

f [LiroM, L] si s<T<t,
@t,s(L) - { [[O,Lt,s]] si s>Tout <7,

La variation W = (C,©) obtenue de cette fagon sera notée ((C,7,M)). Le
temps 7 est appelé le point d’application de W.

Lorsque les variations W € W sont ponctuelles, le théoreme 4.7.5 prend la
forme du < principe du maximum > :

Theoréme 4.7.5 Sous les hypothéses du théoréme 4.7.5, supposons en outre
que toutes les variations W € W soient ponctuelles, et que tous leur temps
d’application appartiennent o Uintervalle [a,b]. Il existe alors une sélection
L ={Lis}a<s<i<p de la restriction A[ [a,b], un covecteur T € Tg*(t)Qb, et un
cone K € K, tels que (a) T # 0, (b) (7, k) > 0 pour tout k € K, et (c) le champ
de covecteurs [a,b] >t — m(t) =T o Ly, € Tg () Qe (dit < champ adjoint >)
vérifie la condition suivante : quelle que soit la variation W = ((C,7,M)) € W,
il existe M € M tel que (m(t), M - ¢) <0 pour tout c € C.

4.8 Quotients différentiels généralisés

L’idée du < quotient différentiel généralisé > (abrév.: QDG) est un développe-
ment logique d’une caractérisation de la différentielle classique proposée en 1984
par Botsko et Gosser, cf. [2]. Botsko et Gosser remarquerent que, si F' est une
application continue!” de R” dans R™ telle que F(0) = 0, et L € R™*"  alors
L = DF(0) si et seulement si F' admet une factorisation F'(z) = G(x) - x au
vosinage de 0, ou G est une fonction continue a valeurs dans R™*" telle que

17Sans supposer que F soit continue, 1’énoncé suivant est vrai: L = DF(0) si et
seulement si F' admet une factorisation F(z) = G(z) - au vosinage de 0, ou G est une
fonction continue en 0 a valeurs dans R™X" telle que G(0) = L.
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G(0) = L. Dans notre généralisation, on permettra a F' et G d’étre multivo-
ques, et I’égalité G(z) -« = F(z) sera remplacée par 'inclusion G(z) -z C F(x).
Pour compléter la définition, il faut trouver les conditions techniques précises
qui remplaceront la continuité de G dans le cas multivoque, On est donc mené a
se demander d’abord pourquoi la continuité est-elle importante dans le cas uni-
voque. Un peut de réflexion montre que la continuité joue un réle décisif parce
que pour les applications continues on connait des bons résultats d’existence
de point fixes, notamment les théorémes de Brouwer et de Schauder. Ainsi
donc, dans le cas multivoque on aura besoin d’une condition qui permette de
démontrer des théoremes de point fixe. On aboutit ainsi naturellement aux
conditions du théoreme de Kakutani, selons lesquelles G doit étre a valeurs con-
vexes non vides, et le graphe de la restriction de G a chaque ensemble compact
doit étre compact. Or, cette premiere tentative se revele insuffisante, parce que
la condition de convexité des values de G n’est pas invariante par les transfor-
mation continues non linéaires. Une réflexion un peu plus approfondie montre
que la bonne condition est la < régularité > de G.

Definition 4.8.1 Soient X, Y des espaces métriques, et soit F' une application
multivoque de X dans Y. On dira que F est réguliéere si pour tout sous-ensemble
compact K de X les deux conditions suivantes sont vérifiées : (a) I’ensemble
Gr(F)N (K xY) est compact, et (b) il existe une suite d’applications continues
hj: K —Y telle que < les h; convergent vers F'[K » dans le sens que, si U est
un voisinage quelconque de Gr(F) N (K x Y') dans K x Y, alors il existe jy tel
que Gr(h;) C U pour tout j > jy. O

Definition 4.8.2 Soient n,m € Z,, (F;S) € A, . Soit A un sous-ensemble
compact de R™*™. On dira que A est un quotient différentiel généralisé de F'
dans la direction de S, et on écrira A € Dgpg(F;S), si pour tout voisinage
W de A dans R™*™ il existe un voisinage U de 0 dans R™ tel que U N S est
compact, et une application multivoque réguliere G de U NS dans W telle que
G(z) -z C F(x) quel que soit z € UNS. &

Nous énongons sans démonstration le résultat suivant, qu’on prouve par an
argument de point fixe.

Proposition 4.8.3 La théorie Dopg est un calcul différentiel généralisé
possédant la propriété de l'application directionnellement ouverte. &

Remarque 4.8.4 La version du théoreme 4.7.5 associée aux QDGs contient
toutes les autres versions du principe du maximum énoncées dans ce travail. A
present, il reste encore des résultats que nous ne savons pas démontrer a partir
de notre théoreme général. Plus précisément, nous ne savons pas démontrer
les résultats pour les inclusions différentielles que les mathématiciens de 1’école
d’«< analyse non lisse > appellent < versions intrinseques > (cf. par exemple Ioffe
[12]). En outre, nous ne savons pas démontrer les résultats ot dans la condition
de transversalité intervient un < cone normal > qui n’est pas le polaire d’un de
nos cones ou multicones tangents. &
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Remarque 4.8.5 La théorie des QDGs n’est pas comparable avec celles des
conteneurs de dérivées ou des semi-différentielles. Par exemple, la fonction
T — xsin% n’admet ni une semi-différentielle ni une multi-différentielle en 0,
mais lintervalle [—1, 1] est évidemment un QDG. Inversement, on peut cons-
truire des fonctions lipschitziennes admettant des conteneurs de dérivées qui
ne sont pas des QDGs. Récemment (en Janvier 2000) nous avons trouvé un
CDG encore plus général (celui des < path-integral generalized differentials ),
qui contient tous les autres et possede la propriété de 'application direction-
nellement ouverte. Il est donc tres probable que la < vraie théorie unifiée > des
dérivées généralisées existe quelque part dans I'univers des idées mathématiques.
Par contre, il ne nous semble pas évident a présent (en mai 2000) qu’une telle
conclusion optimiste soit également justifiée pour les versions du principe du
maximum. Ceci explique pourquoi notre travail se termine ici, sans une vraie
< conclusion >. O
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