MULTIPLICATEURS, ANALYSE MARGINALE ET PENALISATION Jean-Paul Penot,^1

Mais qu’allait-il donc faire en cette galère? (Molière)

L’origine du texte qui suit résidedansuneconversationdequaidegareavecuncollègue

économiste, bien avant que ne s’ouvre le vif débat sur la place des mathématiques dans les enseignements d’économie de ces derniers mois.“Nous sommes loin du campus, me disait

ce collègue. Tupeuxdoncm’avouerquecesmultiplicateursdeLagrangenesontqu’unepetiteastuce”. Je lui avais r´epondu que ce n’étaitpasmonopinion,bienqu’unmultiplicateur puisse appara^ itre comme un deus-ex-machina artificiel, que l’on s’empresse d’éliminer. Au con-

traire,jepensaisqu’unbonéclairagedesmultiplicateurspeutlesrendrenaturelsetjustifier l’analysemarginalefaiteparleséconomistes, àconditiondenepasfairedireauxrésultats des mathématiciensplusqu’ilsnepeuventaffirmer.

Lapetitevulgarisationquisuitn’ad’autrebutquedefairemieuxconna îtrecequel’on peutattendred’uneanalysemathématique. Elle ne prétend pas épuiser le sujet; les aspects particuliersdelaprogrammationlinéaire([49],[38])etdelaprogrammationquadratique([1],

[38])nesontpasabordésnotammentetlecontrôle optimal des systèmes distribués n’est pas

examiné(voir[3],[4],[30]). Pour les questions de d´ecomposition et de décentralisation, on pourra consulter par exemple [31]; pour la théorie économique on pourra se référer à[12],[21],[28],[33].

Aprèsquelquesrappelssurl’utilisation d’unlagrangienetlanotiondemultiplicateurglobal quinesontdonnés que pour ´eviter une confusion avec la notion de multiplicateur en un point au sens de Lagrange-Karush-Kuhn-Tucker, nous passons àlapartiecentraledecetexposé qui concerne les relations entre les multiplicateurs et la d´eriv´ee (g´en´eralis´ee) de la fonction valeur.

Une rapide application à la théoriedelacommandeoptimaleestamorcée.

Cette introductionà l’optimisation souscontraintesseraitincomplète sans une évocation des liens étroitsentremultiplicateursetlapénalisation. L’idéesimpledelapénalisation consiste à infliger une pénalitéà un agent ´economique qui ne respecte pas les astreintes attendues (pollution, droit social, travail des enfants...). La difficulté consiste à d´eterminer la hauteur de la pénalité afinquel’astreintesoitrespectée. Cette difficultén’estpasquemathématique: on la retrouve aussi bien à l’échelle d’une petite communauté qu’au niveau planétaire.

1 Point de vue global

Considérons un problème de minimisation souscontraintes(ditproblème de programmation mathématique)

(P) minimiser f(x) sous les contraintes x ∈ B, g(x) ∈ C

dans lequel B est un sous-ensemble d’un ensemble X, C un côneconvexefermé d’un espace de Banach Z, de dual Ylafonctionobjectif (ou fonction coût) est f : X → R et g : X → Z est une applicationDans le cas usuel X =3D R^n , Z =3D R^p × R^q , C =3D R^p_− × {0} et B =3D X (ou une partie simple de X comme R^nou un pavé), ce qui signifie que l’ensemble A :=3D B ∩ g^{−1} (C)

1Université de Pau, jean-paul.penot@univ-pau.fr

dessolutionsadmissiblesoufaisablesestdéfini par inégalités et q égalités. La difficulté du problème provient du fait que A est définiimplicitement,doncpeuaiséàdéterminer. De plus, la formulation précédente se prèteà des modélisations dans lesquelles le cône C peut êtred’intérieur

vide: c’est le cas si C est le cône positif d’un espace L_p (cas où l’on a un obstacle ou bien une contrainte àrespecterdanstoutunintervalle de temps).Dans ce qui suit immédiatement nous ne faisons pas d’hypothèses de régularité sur f et (ce qui permet de supposer que f vaut +∞ sur X\B). Il est classique d’associer à (P) le lagrangien ℓ : X × Y → R donné par ℓ(x, y) =3D f(x) + ⟨y, g(x)⟩ pour (x, y) ∈ X × Y_+ , ℓ(x, y) =3D pour (x, y) ∈ X × (Y \Y_+ ), où Y_+ :=3D C^0 est le cône polaire de C dans Y donné par C^0 :=3D {y ∈ Y : ∀z ∈ C, ⟨y, z⟩ ≤ 0}que l’on peut considérercommelecône positif de Y, ordonné par l’ordre dual de l’ordre sur Z

dont le cônepositifestZ_+ :=3DC.Onditque(x, y) ∈ X × Y est un c(ou un point-selle) du lagrangien ℓ sur X × Y si ℓ(x, y) est fini et si pour tout (x, y) ∈ X × Y on a ℓ(x, y) ≤ ℓ(x, y) ≤ ℓ(x, y). (1) Une représentationgraphiqueillustrebiencesterminologies. L’int´er^et de ce concept tient essentiellement au résultat ´elementaire qui suit (qui admet une r´eciproque sous certaines hypothèses,

de convexité, notamment).

Lemme 1.1 Si (x, yest un col de ℓ sur X × Y alors xestunesolutionde(P), y ∈ Y_+ et ⟨y, g(x)⟩ =3D 0. En effet, pour tout y ∈ Y_+ on a ⟨y, g(x)⟩ =3D ℓ(x, y + y) − ℓ(x, y) ≤ 0, de sorte que g(x) ∈ C^{00} =3D C, d’après le théorème du bipolaire. Ainsi x ∈ A :=3D B ∩ g^{−1} (C) car ℓ(x, ) est fini. De plus, y ∈ Y_+ et ⟨−y, g(x)⟩ =3D ℓ(x, 0) − ℓ(x, y) ≤ 0, de sorte que ⟨y, g(x)⟩ =3D 0L’inégalité ℓ(x, y) ≤ ℓ(x, y) pour tout x ∈ X et les relations ⟨y, g(x)⟩ =3D 0 ≥ ⟨y, g(x)⟩ pour x ∈ g^{−1} () assurent alors que f(x) ≤ f(x) pour tout x ∈ A : x est bien une solution optimale.□

On dira que y ∈ Y_+ est un multiplicateur (global) si inf_{x∈A} f(x) =3D inf_{x∈X} ℓ(x, y). Connaissant un multiplicateur, on est ramené à un problèmesanscontrainte,cequiestunavantage précieux, en particulier du point de vue algorithmique. La pénalisation exacte réalise aussi cet objectif, mais en généralavecunepertederégularité.Il est facile de caractériserl’ensembleM des

multiplicateurs: y ∈ M `a l’aide de la fonction performance p : Z → R (opposée de la fonction marginale mobtenueparmaximisationde−f) du problèmesimplementperturbé

(S_w) déterminer p(w) :=3D inf{f(x) : x ∈ X, g(x) + w ∈ C}

quis’introduitnaturellementsil’onconsid`ere que les contraintes d´ependent de paramètres w ∈ que l’on peut augmenter ou modifier (stocks, capacit´es de production, effectifs du personnel....).

Lemme 1.2 Si p(0) est fini, l’ensemble M des multiplicateurs coïncide aveclesous-différentiel global ∂^Z p(dit aussi de Fenchel-Moreau) de la fonction performance p en w =3D 0 : M =3D ∂^Z p(0) :=3D {y ∈ Y : ∀z ∈ Z p(z) ≥ p(0) + ⟨y, z⟩}. Lorsque p est convexe, ∂^Z p(0) peut être consid´er´e comme une sorte de substitut de la dérivée de p en 0. Dans le cas général ∂^Z (0) reste une mesure du changement de p, mais une mesure bien imprécise, car ∂^Z (0) est souvent vide, et, même si ce n’est pas le cas, ∂^Z p(0) ne peut donnerqu’uneestimationparendessousdelavariation de la valeur optimale du problème.

Démonstration. Soit y ∈ ∂

Z p(0). Observons d’abord que y ∈ C^0. En effet, pour tout z ∈ C l’ensemble faisable F (z) :=3D g^{−1} (−z + C) de (S ) contient l’ensemble faisable F (0) :=3D A de (S_0) =3D (P) puisque g(x) ∈ C implique g(x) + z ∈ CIl en résulte que p(z) ≤ p(0), donc ⟨y, z⟩ ≤ . De plus, pour tout x ∈ X, prenant z :=3D −g(x), de sorte que appartientà l’ensemble F (z) :=3D g^{−1} (−z + C), on obtient f(x) ≥ p(z) ≥ p(0) + ⟨y, z⟩ =3D p(0) + ⟨y, −g(x)⟩, soit ℓ(x, y) ≥ p(0) =3D inf_{x∈A} f(x) donc inf_{x∈X} ℓ(x, y) ≥ p(0)En fait, l’égalité inf_{x∈X} ℓ(x, y) =3D p(0) a lieu puisque pour tout x ∈ F (0) on a ℓ(x, y) ≤ f(x) car g(x) ∈ C et y ∈ C^0. Ainsi y ∈ M.

Inversement, montrons l’inclusion M ⊂ ∂

Z p(0). Soit y ∈ M. Pour tout z ∈ Z et pour tout x ∈ F (z) :=3D g^{−1} (−z + C) nous avons (puisque y ∈ Y_+ et g(x) + z ∈ C) p(0) ≤ f(x) + ⟨y, g(x)⟩ ≤ f(x) + ⟨y, −z⟩. Passant `a la borne inférieure sur x ∈ F (z)nousobtenonsp(0) ≤ p(z) + ⟨y, −z⟩ : y ∈ ∂^Z p(0).□ On peut déduire de cet énoncé un résultat d’existence.

Corollaire 1.3 On suppose que la fonction performance p est convexe, ce qui est le cas si f et g sont convexes. Pour que l’ensemble des multiplicateurs M soitnonvideilsuffitqu’ilexiste r>0,m∈R tels que pour tout z ∈ Z de norme au plus r il existe x ∈ X tel que f(x) ≤ m, g(x) + z ∈ C. En effet, la fonction p est alors majorée par m sur la boule B(0, r) de centre 0 et de rayon rce qui, pour une fonction convexe, est un critèrepourquelesous-différentiel ∂^Z p(0) soit non vide. Cetteconditionsuffisanten’estnullementnécessaire,etd’autrescritères existent.

Dans le cas convexe, onpeutencoreidentifierl’ensembleM desmultiplicateursavecl’ensemble

dessolutionsd’unproblème dual (c.f. [13], [41]). Dans le cas g´en´eral on ne peut attendre un tel résultatetilconvientdeprendreunpointdevuemoinsglobal.

2Point de vue ponctuel

Ons’intéresse désormais `a l’interprétationdesmultiplicateursdeLagrange-Karush-Kuhn-Tucker en une solution (en bref, un multiplicateur en ) du problème (P).Onsupposeradésormais que X est un espace de Banach et que f et g sont de classe C^1. Rappelons qu’un élément y du dual Y de l’espace Z des contraintes de (P) est un multiplicateur en x (et nous écrirons y ∈ M(x))silesrelationssuivantessontvérifiées(ici,poursimplifier,noussupposonsB=3DX;

dans le cas général(2)doitêtre remplacéeparuneinéquation variationnelle):

f^′(x) + y ∘ g^′(x) =3D 0, (2) ⟨y, g(x)⟩ =3D 0, y ∈ Y_+ =3D C^0. (3)

On voit facilement que si x est solution de (P), l’ensemble M(x)desmultiplicateursponctuelsen xestplusvaste que l’ensemble des mglobaux (et coincide avec M si f + y ∘ g est convexe ou pseudo-convexe pour tout y ∈ M(x)). Aussi, nous allons le comparer à un ensemble plus grand que le sous-différentiel global ∂

Z p(0) de p en 0Pour cela, il convient d’introduire une notion de sous-diff´erentiel qui généralise la notion de

différentielle,etenparticulierquisoitlocale. Plusieurschoixsontpossibles. Celui qui semble le plus appropriéestlesous-différentiel contingent ou sous-différentiel d’Hadamard ou de Dini.

Pour une fonction f : X → R finie en x ∈ X, ce sous-diff´erentiel est l’ensemble, noté ∂f(x), des formes linéaires continues x^∗ sur X (appelées sous-d´eriv´ees) telles que pour tout u ∈ X on ait

lim inf (t,v)→(0_+ ,u) 1 t (f(x + tv) − f(x)) ≥ ⟨x^∗, u⟩, soit encore, pour t ∈ R_+ , v ∈ X, f(x + tv) ≥ f(x) + ⟨x^∗, tu⟩ − tε(t + ‖u − v‖) avec ε(r) → 0 quand r → 0Cette notion généraliselanotiondedérivée au sens d’Hadamard; plus précisément,elleestunavatar unilatéral de ce concept. En effet, si f estdifférentiable au sens d’Hadamard, c’est à dire si la limite f^′(x)(u) de (1/3Dt)(f(x + tv) − f(x)) quand (t, v) → (0_+ , ) existe pour tout u ∈ et est linéaire continue en u, on a ∂f(x) =3D {f^′(x)}, et si ∂(−f)(x) ∩ (−∂f()) est non vide, alors f estdifférentiable au sens d’Hadamard en x. Si f est convexe, on voit facilement que ∂f(x)coincideaveclesous-différentiel global ∂^X f(x) défini plus haut. DanslesespacesdeHilbert(etaussidanslaclasseplusvastedesespacesd’Asplund) le sous-différentiel ∂f(x) est non vide pour tout d’une partie partout dense du domaine de f pourvu que f soitsemicontinueinférieurement. Enfin ∂f(x) contient le sous-différentiel de Fréchet ∂^− f(x) de f en x d´efini comme l’ensemble des x^∗ ∈ X^∗ tels f(x + x) ≥ f(x) + ⟨x^∗, x⟩ − ε(‖x‖) ‖x‖ avec ε(r) → 0 quand r → 0. Ces deux sous-différentielsjouissentdepropriétés analogues. Lorsque X est de dimension finie, ∂f(x)coincideavec∂^− f(x), de m^eme que la dérivabilité au sens d’Hadamard coincide avec la différentiabilité au sens de Fréchet.

Proposition 2.1 Pour toute solution x de (P, toute sous-dérivée de p en 0 est un multiplicateur de (P) en x : ∂p(0) ⊂ M(x).

Démonstration. Soit y ∈ ∂p(0). Posons encore F (z) :=3D g^{−1} (C − z) pour z Z.Nous avons observ´e plus haut que p(z) ≤ p(0) pour tout z C. Il en résulte que ⟨y, z⟩ ≤ lim inf_{t→0 +} 1 t (p(tz) − p(0)) ≤ 0, de sorte que y ∈ C^0 :=3D Y_+ De plus, comme pour t ∈ [0, 1] on a g(x) − tg(x) ∈ C soit x ∈ F (−tg(x)) donc p(−tg(x)) ≤ f(x) =3D p(0), nous obtenons ⟨y, g(x)⟩ =3D 0 car ⟨y, −g(x)⟩ ≤ lim inf_{t→0 +} 1 t (p(−tg(x)) − p(0)) ≤ 0.

Notons aussi que pour tout x ∈ X nous avons x ∈ F (−g(x)) donc p(−g(x)) ≤ f(x). Comme p(w + z) ≤ p(w) pour w ∈ Z, z ∈ C, puisque F (w) ⊂ F (w + z), en prenant w =3D −g(x), z =3D g(x) nous obtenons p(g(x) − g(x)) ≤ p(−g(x)) ≤ f(x), avecégalité pour x =3D x. Comme, pour v ∈ X, lim_{t→0 +} t^{−1} (g(x) − g(x + tv)) =3D −g^′(x)v, il en résulte que ⟨y, −g^′(x)v⟩ ≤ lim inf_{t→0 +} 1 t (p(g(x) − g(x + tv)) − p(0)) ≤ lim inf_{t→0 +} 1 t (f(x + tv) − f(x)) =3D f^′(x)v. Ainsi f^′(x)v + ⟨y, g^′(x)v⟩ ≥ 0, et en changeant v en −v nous obtenons f^′(x)v + ⟨y, g^′(x)v⟩ =3D 0 pour tout v ∈ XNous avons bien obtenu que y ∈ M(x).□

Corollaire 2.2 Si p est différentiable en 0, p^′(0) est un multiplicateur en toute solution x de (P). Exemple (problèmedepartaged’uneressourcecommeunesurfacecultivable ou une production de gaz naturel `a transformer en divers composants chimiques). Une ressource de quantité w doit être partagée en productions; chaque quantité x_i affectée à la production apporte un revenu de f_i (x_i ). On suppose f_i différentiable.Le multiplicateur y en une solution x du problème

minimiser − (f_1(x_1) + ... + f_n (x_n )) sous la contrainte w − (x_1 + ... + x_n ) =3D 0 vérifie y =3D f

′ i (x_i ) pour i =3D 1, ..., Si le revenu total m(w) :=3D −p(w) =3D max{f_1(x_1)+...+f_n (x_n ) :

x_1 + ... + x_n =3D w} est une fonction dérivable de w en w, alors on a m^′(w) =3D y. La connaissance du multiplicateury donne donc une information sur la variation du revenu lorsque la ressource change (extraction intensifiée ou diminuée,miseenjachère...).□ Exemple (déterminationdelaformed’unbarildesurfacedonnée S et de volume maximum). Le problème minimiser − πr^2h souslacontrainteS − 2πr(r + h) =3D 0

a pour solution x =3D (r, 2r) avec r =3D (S/3D6π)^{1/3D2}et sa valeur est p(S) =3D −2π(S/3D6π)^{3/3D2}. La dérivée p^′(S) =3D −(1/3D2)(S/3D6π) 1/3D2p coincide avec le multiplicateur y.□

Corollaire 2.3 Si p est sous-différentiable en 0 (i.e. si ∂p(0) n’est pas vide) et si pour une solution x de (P) on a g^′(x)(X) =3D Z, alors ∂p(0) =3D M(x) et cet ensemble est un singleton.

En effet, la surjectivité de g^′(x) assure que M(x)estunsingleton,desortequesi∂p(0) n’est pas vide on a ∂p(0) =3D M(x)Onnesauraitconclure(commeonlefaitparfoisabusivement) que

p est automatiquement (sous-) différentiable en 0.

Exemple. Soient X =3D R^2 , Z =3D R, x =3D (0, 0) et soient f g données par f(x_1, x_2) :=3D x^2_1 exp (−x^2_1) −^2_π x_2 arctan x_1, g(x_1, x_2) =3D x_2. Alors p(w) =3D − |w| , ∂p(0) =3D ∅, M(0) =3D {0}.On peut déduireducorollaireprécédent un r´esultat d’unicité pour la solution de (P) (c.f.

[18]pourunproblème de calcul des variations).

L’analyse pr´ec´edente peut être ´etendue au cas de perturbations plus générales que celle de (S_w)Présentonsuneformulationquipermetuneapplicationauxproblèmes de commande optimale. Soit W unespacemétrique et soient W, des espaces normés. Soient f : W ×X → R, g : W × X → Z desapplicationscontinues,différentiables par rapport à leur seconde variable et dont les dérivées D_X f, D_X par rapportà X sont continues sur W ×X. Considérons le problème

(P_w) minimiser f(w, x)sous la contrainte g(w, x) =3D 0

dont nous notons p(w) la valeur. Introduisons le lagrangien ℓ : W × X × Y → R, où Y est le dual de Z, par ℓ(w, x, y) :=3D f(w, x) + ⟨y, g(w, x)⟩. Considérons w ∈ W et une solution x de (P_w ). Supposons qu’il c > 0 et un voisinage V de w tels que pour tout w ∈ V l’ensemble S(w) des solutions de (P ) soit non vide et que l’on ait d(w, S(w)) ≤ cd(w, w) pour tout w ∈ V. (4) Pour ´etablir le résultat suivant, connu sous le nom “envelop theorem”, les économistes font implicitement l’hypothèse qu’il existe une solution x(w) qui d´epend de façon différentiable du

paramètre.Dans ce cas, le résultat découled’unesimpleapplicationdelarègle de composition des différentielles. Maiscettehypothèse est bien restrictive et elle ne peut être employée dans le cas où n’a pas de structure d’espace norm´e comme dans l’application au principe de Pontriaguine qui suivra (Théorème 3.1). Enfait,sousdeshypothèsesdedifférentiabilité

d’ordredeux,lacondition(4)peutelle-même être remplacéeparunehypothèse plus faible de comportement h¨old´erien, satisfaite si une condition suffisante du second ordre est vérifiée ainsi qu’une hypoth`ese assurant que les minimiseurs locaux proches de sont des solutions globales (voir [25], [6], [39]). Deplus,onpeutremplacerl’ensembledessolutionsparunensemblede solutions approchées.

Proposition 2.4 Soit y un multiplicateur en x, i.e. un élément y de vérifiant D_X f(w, x) + y ∘ D_X g(w, x) =3D 0. Alors la variation de p est donnée par p(w) − p(w) =3D ℓ(w, x, y) − ℓ(w, x, y) + o(w), (5) où la fonction o(w) vérifie o(w)/3Dd(w, w) → 0 quand w → w dans W \{w}.

L’intérêt de cette estimation réside dans le fait que l’on peut évaluer la variation de p avec la seule aide d’un multiplicateur en x, sans résoudre le problèmeperturbé.

Démonstration. (Egorov et [32]) Prenons b > c et, pour w ∈ W, choisissons x_w ∈ S(w) tel que ‖x_w − x‖ ≤ bd(w, w). Comme p(w) =3D f(w, x_w)nous avons, pour un θ_w ∈ [0, 1] p(w) − p(w) =3D f(w, x_w) − f(w, x) + f(w, x) − f(w, x) =3D D_X f(w, x + θ_w(x_w − x)).(x_w − x) + f(w, x) − f(w, x) =3D D_X f(w, x).(x_w − x) + α(w)bd(w, w) + f(w, x) − f(w, x) avec |α(w)| ≤ ‖D_X f(w, x + θ_w(x_w − x)) − D_X f(w, x)‖ → 0 quand w → w. De même, pour une fonction β satisfaisant |β(w)| ≤ sup_{θ∈[0,1]} ‖⟨y, D_X g(w, x + θ(x_w − x)) − D_X g(w, x)⟩‖ → 0 quand w → w nous avons 0 =3D ⟨y, g(w, x_w) − g(w, x)⟩ =3D ⟨y, g(w, x_w) − g(w, x) + g(w, x) − g(w, x)⟩ =3D ⟨y, D_X g(w, x).(x_w − x) + β(w)bd(w, w) + g(w, x) − g(w, x)⟩.

En ajoutantmembreàmembrelesrelationsprécédentes,etentenantcomptedufaitque yest unmultiplicateur,nousobtenons p(w) − p(w) =3D ℓ(w, x, y) − ℓ(w, x, ) + (α(w) + β(w))bd(w, w)). Remarque. Unesimpleadaptationdeladémonstration pr´ec´edente donne une estimation dans lecasoù la contrainte d’´egalit´e du problème (P_w) est remplac´ee par une contrainte d’inégalité de la forme g(w, x) ≤ 0, i.e. g(w, x) ∈ C, cône négatif de Z, avec y ∈ M(w, x) :=3D {y ∈ C^0 : ⟨y, g(w, x)⟩ =3D 0, D_X f(w, x) + y ∘ D_X g(w, x) =3D 0}. Observant que l’on a ⟨y, g(w, x_w) − g(w, x)⟩ ≤ 0, on obtient p(w) − p(w) ≥ ℓ(w, x, y) − ℓ(w, x, y) + o(w). Corollaire 2.5 Si W est un espace normé et si f et g admettent des dérivées partielles par rapport à W en (w, x) alors, sous les hypothèses qui précèdent, p est Fr´echet-diff´erentiable en w et pour tout multiplicateur y en (w, x) on a Dp(w) =3D D_W ℓ(w, x, y)Dans le cas oùlacontrainted’égalité est remplac´ee par une contrainte d’inégalité, la remarque

pr´ec´edente conduit à l’inclusion {D_W ℓ(w, x, y) : y ∈ M(w, x)} ⊂ ∂^− p(w), (6) tandis que l’inclusion inverse a lieu sous une simple hypothèsedequalificationcommelasurjec-

tivitédeladérivée de g en (w, x. Cette dernièreconditionestsatisfaitelorsquel’onconsidère le problème simplement perturbé (S_w), i.e. quand f nedépend pas de w et g(w, x) =3D g(x) + pour une fonction g de classe C 1, avec W =3D ZNotons que dans ce cas les relations ∂p(w) =3D ∂^− p(w) =3D {D_W ℓ(w, x, y) : y ∈ M(w, x)} (7) se réduisentauxégalités ∂p(w) =3D ∂^− p(w) =3D M(w, x)Ilestalorsintéressant de comparer ces simples égalités au r´esultat principal du chapitre 6 de [10] formulé àl’aidedusous-différentiel

de Clarke ∂^↑ p(w) et du sous-diff´erentiel asymptotique associé ∂^↑_∞ p(w) : avec les notations précédentes,laformulede[10]Théorème 6.5.2 s’écrit

∂^↑ p(w) =3D co ⋃ x∈S(w) M(w, x) ∩ ∂^↑ p(w) + ⋃ x∈S(w) M_0(w, x) ∩ ∂^↑ p(w) , (8)

où M_0(w, ) est l’ensemble des multiplicateurs singuliers en (w, x) :

M_0(w, x) :=3D {y ∈ Y : y ∈ C^0, ⟨y, g(w, x)⟩ =3D 0, y ∘ D_X g(w, x) =3D 0}On observe qu’outre sa complexit´e, cette formule présentel’inconvénient de faire appara

ître ∂^↑ p() dans les deux membres. L’exemple suivant éclaire aussi les avantages respectifs de ∂^↑ p et de ∂p =3D ∂p (c’est un exemple en dimension 1).

Exemple. Soit f_0 une fonction de classe C^1 sur R et soit f_1 : R → R lipschitzienne,différentiable en 0, avec f^′(0) =3D 0, ∂^↑ f_1(0) =3D [−n, n] pour n ∈ N fixé. Prenons W =3D X =3D Y =3D Z =3D R, w =3D 0, C =3D {0} et posons f(w, x) =3D f_0(x) + f_1(w), g(w, x) =3D w − x. Alors S(w) =3D {w}, p(w) =3D f_0(w) + f_1(w)de sorte que ∂p(0) =3D ∂^− p(0) =3D {f^′_0(0)} =3D {M(0, 0)} tandis que ∂^↑ p(0) =3D {f^′_0(0)} + [−n, n], un ensemble qui peut ^etre beaucoup plus grand.□

3 Application au contrôle optimal

Illustronscequiprécède par un probl`eme de commande optimale (probl`eme de Bolza); nous ne considéronsquelecasleplussimple,sanscontraintesurl’état. Etant donné un espace métrique U, un espace de Banach E et un intervalle compact T :=3D [t_0, t_1] de R, désignons par W l’ensembledesfonctionsréglées normalisées de T dans (fonctions qui ont une limite à droite et àgaucheentoutpointde]t_0, t_1[qui sont continuesà droite sur [t_0, t_1[ et à gauche en t_1) et désignons par X l’espacedesfonctionscontinues,dérivables à droite sur [t_0, t_1[ qui sont primitives d’applications réglées normalisées de T dans E. Munissons X de la norme donnée par ‖x‖ =3D ‖x(t_0)‖ + ∫ T ‖ ‖^·x (t) ‖ ‖ dt, B :=3D X_0 :=3D {x ∈ X : x(t_0) =3D 0de la norme induite et W de la distance donnée par

d(w_1, w_2) =3D ∫ T d(w_1(t), w_2(t))D’autres choix d’espaces fonctionnels sont possibles (on pourrait remplacer X par W 1,p(T, E), notamment,maisdansl’analysequisuit,il faudrait prendre des précautions et écarter des ensemblesdemesurenulle;voir[34],[48]pourundéveloppement rigoureux). Considérons pour e_0 ∈ E et w ∈ W donnés l’équationdifférentielle · x (t) =3D G(w(t), x(t)), (9) x(t_0) =3D e_0, (10)

où G : U × E → E uneapplicationcontinue,dontladérivéepartielleparrapportà la seconde variable DG existe et est continue. Etant donnée une fonction continue F : T × E → R dont ladérivée partielle D_2F existeetestcontinue,leproblème de Bolza consiste en

(B) minimiser f(w, x) :=3D ∫ T F (w(t), x(t))dt sur l’ensemble des couples (w, x) ∈ W × X vérifiant (9)-(10). Le principe de Pontriaguine apporte une condition n´ecessaire pour qu’un couple (w, x) soit solution de (B). Nous supposons qu’il existe k 0 tel que pour tout (t, u, e) ∈ T × U × E on ait ‖G(u, e) − G(w(t), x(t))‖ ≤ kd(u, w(t)) + kd(e, x(t)) (11)

Introduisons la fonction de Pontriaguine, ou Hamiltonien, H : U × E × E

∗ → R, donnée par H(u, e, e^∗) =3D F (u, e) + ⟨e^∗, G(u, e)⟩ etconsidérons la solution y : T → E^∗ de l’équation adjointe · y (t) =3D −y(t) ∘ D_2G(w(t), x(t)) − D_2F (w(t), x(t)) (12) y(t_1) =3D 0. (13)

Théorème 3.1 (PrincipedePontriaguine)Pourque(w, x)soitsolutionde(B)ilfautque H(w(t), x(t), y(t)) =3D min_{u∈U} H(u, x(t), y(t)) pour tout t ∈ T. (14) Démonstration.(Egorov,[23],[32],[44])Commeonneperdpasdeg´en´eralit´e en supposant e_0 =3D 0 (quitteàfaireunetranslation)leséquations(9)-(10)peuventsetraduireparlacontrainte g(w, x) :=3D G(w(·), x(·))−^·x (·) =3D 0, x ∈ X_0, g étant consid´er´e comme une application de W × X dans l’espace Z :=3D R(T, E) des applications réglées normalisées de T dans E. Identifions R(T, E^∗) à un sous-espace du dual Y de R(T, E) de sorte que la restriction du lagrangien à W × X_0 × R(T, E^∗) s’écrit ℓ(w, x, y) =3D ∫ T F (w(t), x(t))dt + ∫ T ⟨y(t), G(w(t), x(t))−^·x (t)⟩dt. Lapropriété pour y ∈ R(T, E^∗) d’être un multiplicateur en (w,x) se traduit par ∫ T [D_2F (w(t), x(t))v(t) + ⟨y(t), D_2G(w(t), x(t))v(t)−^·v (t)⟩]dt =3D 0 pour tout v ∈ X tel que v(t_0) =3D 0Le lemme fondamental du calcul des variations (dû à Du

Bois Reymond, que l’on peut considérer comme un pr´ecurseur de la théorie des distributions)

assure que ceci est le cas si est une primitive de fonction réglée vérifiant · y (t) =3D −y(t) ∘ D_2G(w(t), x(t)) − D_2F (w(t), x(t)), y(t_1) =3D 0.

Enparticulier,c’estlecaspoury=3D y(unesimpleintégration par parties suffit dans ce cas). L’hypothèse(11)etlelemmedeGronwallentra^ inentquepourw∈W la solution x_w de (9)-(10) vérifie la majoration ‖x_w(t) − x(t‖ ≤ ke^{k(t 1− t0 )} ∫ T d (w(s), w(s)) ds de sorte que (4) est satisfaite. Nouspouvonsdoncappliquerlapropositionprécédente: p(w) − p(w) =3D ℓ(w, x, y) − ℓ(w, x, y) + o(w). Comme ∫ T ⟨y(t),^·x (t)⟩ne dépend pas de w, nous obtenons ℓ(w, x, y) − ℓ(w, x, y) =3D ∫ T H(w(t), x(t), y(t))dt − ∫ T H(w(t), x(t), y(t))dt. (15) Supposons qu’il existe r ∈ [t_0, t_1[, v ∈ U et α > 0 tels que H(w(r), x(r), y(r)) > H(v, x(r), y(r)) + α.

Nous pouvons alors trouver s > 0 tel que pour tout t ∈ [r, r + s] ⊂ T H(w(t), x(t), y(t)) > H(v, x(t), y(t)) + α carlepremiermembreconvergeversH(w(r), x(r), y(r)) quand t → r à droite. Pour s ∈]0, t−r[, soit w_s ∈ l’application qui coincide avec w sur T \[r, r + s[ et vaut v sur [r, r + s[. D’après

(15) nous avons

p(w_s ) − p(w) =3D ∫ T H(w_s (t), x(t), y(t))dt − ∫ T H(w(t), x(t), y(t))dt + o(w_s ) ≤ −αs + o(d(w_s , w)). Comme w(t) → w(r) quand t → r àdroite,nousavonsqued(w_s , w)estéquivalentà sd(v, w(r)). L’in´egalit´e précédentecontreditalorsl’optimalité de (w, x. Ainsi, pour tout v ∈ U, on a H(w(t), x(t), y(t)) ≤ H(v, x(t), y(t)). Enfaisantunpassageàlalimite,nousobtenonscetteinégalité pour t =3D t_1.□

4 Multiplicateurs et pénalisation

Danscettesectionfinale,nousabordonslesrelationsentrelesmultiplicateursetlapénalisation. L’idée g´en´erale est commune : remplacer un problème avec contrainte

(M) Minimiser f(x) sous la contrainte x ∈ A ⊂ X

par un problèmesanscontraintecomportantuntermecomplémentaire. Lorsque f est (localement) lipschitzienne de taux ℓ on voit facilement qu’un minimiseur (local) de f sur A est un

minimiseur (local) de f + ℓd(·, A) sur X ([10]).Ce fait n’est pas d’un grand intérêt pratique lorsque A est déterminédemanière implicite par des ´egalit´es ou des inégalités comme dans le problème (P) où B =3D X, A =3D g^{−1} (C) car, A est difficile à déterminer, d(·, A) le sera aussi. En revanche, si la contrainte métriquement régulière encesensqu’ilexisteuneconstantec > 0 telle que d(·, A) ≤ cd(g(·), C) (aumoinslocalement),alorsonpourras’intéresser à la minimisation delafonctionpénalisée f_r donnée pour r > 0 (ici r ≥ cℓ) par

f_r :=3D f + rd(g(·), C)Ici, nous ne considérons que le cas où r est fixé (pénalisation“exacte”)tandisquedansles

algorithmes on est amené à augmenter au cours des itérations.

Ilestclairquetoutminimiseur xdef_r appartenantà A est solution de (M). On a plus:

Proposition 4.1 Si est un minimiseur de f_r appartenant à A =3D g^{−1} (C) et si f et g sont différentiables en x alors x est un minimiseur de f sur A et l’ensemble M(x) des multiplicateurs en x est non vide. De plus, r :=3D inf{‖y‖ : y ∈ M(x)} ≤ r.

Démonstration. Pour tout x ∈ X et pour tout z ∈ C on a f(x) =3D f_r (x) ≤ f(x) + r ‖g(x) − z‖ , de sorte que, prenant x =3D x + tu avec t > 0, u ∈ X, z =3D g(x) + tw avec w ∈ R_+ (C − g(x)) on obtient f^′(x)(u) + r ‖g^′(x)u − w‖ ≥ 0. Les r`egles de calcul de l’analyse convexe fournissent alors y ∈ rB_Y tel que f^′(x) + y ∘ g^′(x) =3D 0 et 0 ∈ −y + N(C, g(x)) où N(C, g(x)) =3D {y ∈ C^0 : ⟨y, g(x)⟩ =3D 0} est le cône normal à C en g(x), cônepolaireducône tangent radial R_+ (C − g(x)) : on a bien y ∈ M(x) et ‖y‖ ≤ r.□

Si la condition de Robinson

g^′(x)(X) − R_+ (C − g(x)) =3D 0 (16)

est satisfaite, ce résultat peut aussi être déduit d’une forme du lemme de Farkas puisque l’on a f^′(x)(u) ≥ 0 pour tout u ∈ X tel que g^′(x)u ∈ R_+ (C − g(x))Mais notons qu’une “condition de qualification” comme (16), ou celles de [5] Th. 1., [26] Th. 1 n’est pas indispProposition 4.2 Si l’ensemble M des multiplicateurs n’est pas vide on a inf f

r (X) ≥ inf f(A) pour r > ^r :=3D inf{‖y‖ : y ∈ M}. Si x est un minimiseur de f_r avec r > ^r, alors x ∈ A et x est solution de (P).

Démonstration. Observons que pour x ∈ X, y ∈ Y_+ et pour r ≥ ‖y‖ on a r ‖g(x) − z‖ ≥ ⟨y, g(x) − z⟩ ≥ ⟨y, g(x)⟩ pour tout z ∈ Cde sorte que rd(g(x), C) ≥ ⟨y, g(x)⟩ et f_r (x) ≥ ℓ(x, y). Ainsi, si y ∈ M, on obtient inf f_r (X) ≥ inf ℓ(X, y) =3D inf f(A). D’où la première assertion. Pour obtenir la seconde, on observe que si d(g(x), C) > 0 pour r > ^r, on peut trouver y ∈ M et z ∈ C

tels que r > ‖y‖ et rd(g(x), C) > ‖y‖ ‖g(x) − z‖ ≥ ⟨y, g(x)⟩, de sorte que inf f_r (X) =3D f_r (x) > ℓ(x, y) ≥ inf ℓ(X, y) =3D inf f(A) =3D inf f_r (A)une contradiction. Ainsi x ∈ A.□

Ontrouveradans[5],[8],[20],[22],[26]parexempledesr´esultats supplémentaires donnant notamment des conditions suffisantes du second ordre pour qu’un minimiseur local de f sur soit aussi un minimiseur local de f

. Notons aussi que les m´ethodes de pénalisation constituent unmoyenclassiquepourobtenirl’existencedemultiplicateurs(Beltrami,Barbu,Hestenes...) etquelathéorie des lagrangiens augmentés peut êtrevuecommeunesynthèse de ces deux approches, attirante aussi bien du point de vue théoriquequedupointdevuenumérique.

Lesréférences[2],[6],[29],[39]contiennentdevastesbibliographiessurl’utilisationdes multiplicateurs pour les questions de sensibilité, la liste suivante étant très limitative.

References

[1] J.-P. Aubin, P.NepomiastchyetA.M.Charles,Méthodesexplicitesdel’optimisation,Dunod,

(1982).

[2]B. Bank, et al., Non-linear parametric optimization, Akademie Verlag, Berlin (1982).

[3] M. Bergounioux, Optimisation et contrôle des systèmes linéaires,Dunod,Paris(2001).

M.BergouniouxandF.Mignot,Control of variational inequalities and Lagrange multipliers, ESAIM:Control,Optim.andCalculusofVariations.5 (2000), 45-70.

[5] J.F. Bonnans, Théorie de la pénalisationexacte,Math.Mod.Num.Anal.24(2)(1990),197-210. [6] J.F. Bonnans and A. Shapiro, Perturbation analysis of optimization problems, Springer, New York (2000).

[7] J.F.Bonnans,A.D.IoffeandA.Shapiro,Expansionofexactandapproximatesolutionsinnonlinearprogramming,in“AdvancesinOptimization,Proceedings, Lambrecht, FRG, 1991”, W. Oettli and D. Pallaschke (eds.), Lecture Notes in Economics and Mathematical Systems, No 382, Springer

Verlag, Berlin (1992), 103-117.

[8] J.V.Burke,Anexactpenalizationviewpointofconstrainedoptimization,SIAMJ.Controland Op.29(1991),968-998.

[9] J.-M.BonnisseauandC.LeVan, Subdifferentiability of the value function in economic problems,

Southeast Asian Bull. Math. 19, No.2 (1995), 107-116.

[10] F.H.Clarke,Optimizationandnonsmooth analysis, Wiley, New York (1983). [11] F.H. Clarke and P. Loewen, The valuefunctioninoptimalcontrol: sensitivity, controllability and time optimality, SIAM J. Control Optim. 24 (1986), 243-263.

[12] A. Deaton and J. Muellbauer, Economics and consumer theory, Cambridge Univ. Press, Cambridge (1980).

[13] I.EkelandetR.Témam, Analyse convexe et problèmesvariationnels,Dunod,Paris(1974). [14] A.V. Fiacco, Introduction to Sensitivity and Stability Analysis in Nonlinear Programming, Academic Press, New York (1983).

[15] A.V. Fiacco, ed.,“Mathematical programmingwithdataperturbations”, Lectures notes in pure and applied math. No 195, Dekker, New York (1998) A.V. Fiacco and W.P.Hutzler,Basicresultsinthedevelopmentofsensitivityandstabilityanalysis innonlinearprogramming,Comput.andOper.Research9(1): 1-28 (1982).

[17] J. Gauvin, Théorie de la programmation mathématique non convexe/ Theory of nonconvex programming,LesPublicationsduCRM,Montréal, (1994).

[18] D.Henri,Nonuniquenessofsolutionsinthecalculusofvariations: ageometricapproach,SIAM J. Control and Opt. 18 (6) : 627-639 (1980).

J.-B. Hiriart-Urruty,Gradientsgénéralisésdefonctionsmarginales,SIAMJ.ControlOpt.16:

310-316 (1978).

[20] J.-B. Hiriart-Urruty,Optimisationetanalyseconvexe,PressesUniversitairesdeFrance (1998) [21] M.D. Intriligator, Mathematical optimization and economic theory, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, N.J. (1971).

[22] A.D.Ioffe,NecessaryandsufficientconditionsforalocalminimumI:Areductiontheoremand first order conditions, SIAM J. Control Optim. 17 (1979), 245-250.

A.D. Ioffe and V.M. Tihomirov, Theory of Extremal Problems, Nauka, Moscou (1974), North-

Holland, Amsterdam (1979).

R. Janin, Directional derivativeofthemarginalfunctioninnonlinearprogramming,Math.Prog.

Study21: 110-126 (1984).

[25] R.Janin,J.-C.MadoandJ.Narayaninsamy,Secondordermultipliersandmarginalfunctionin nonlinearprograms,Optimization22: 163-176 (1991).

[26] J.-B.Lasserre,ExactpenaltyfunctionsandLagrangemultipliers,R.A.I.R.O.Automatique,SystemsAnal.andControl14(1980),117-125.

F. Lempio and H. Maurer, Differential stability in infinite dimensional programming, Applied Mathematics and Optimization, 6 : 139-152 (1980).

[28] D. Léonard and Ngo Van Long, Optimalcontroltheoryandstaticoptimizationineconomics,

Cambridge Univ. Press, Cambridge (1992).

[29] E.S. Levitin, Perturbation theory in mathematical programming and its applications, J. Wiley, Chichester (1994).

[30] J.-L. Lions, Contrôle optimal de systèmes gouvernés par des équations aux dérivées partielles, Dunod, Paris (1971),traduction anglaise, Springer-Verlag (1971).

[31] J.-L.LionsetG.I.Marchouk,Surlesméthodes numériques en sciences physiques et économiques, Dunod,Paris(1974).

[32] D.G.Luenberger,Optimizationbyvector space methods, Wiley, New York (1969). A. MasColell, M.D. Whinston and J.R. Green, Microeconomic theory, Oxford Univ. Press, Oxford (1995).

[34] S.Mirica,AproofofPontryagin’sminimumprincipleusingdynamicprogramming,J.Math.Anal.

Appl.170(2)(1992),501-512.

R. Pallu de la BarriC̀oursd’automatiquethéorique,Dunod,Paris,1966.

[36] J.-P. Penot, Differentiability of relations and differential stability of perturbed optimization problems, SIAM J. Control and Optim. 22 (4) (1984), 529-551.

[37] J.-P.Penot,Multipliers and generalized derivativesofperformancefunctions,J.Optim.Th.Appl.

93 (3), (1997), 609-618.

[38] J.-P.Penot,Centralandperipheralresultsinthestudyofmarginalandperformancefunctions, dans “Mathematical programmingwithdataperturbations”, A.V.Fiaccoed.,Lecturesnotesin pureandappliedmath.No195,Dekker,NewYork (1998), 305-337.

[39] J.-P.Penot,Pointsdevuesurl’analysedesensibilité en programmation mathématique, “Actes des sixièmes journées du groupe MODE ”,EditionsAtlantiquesetUniversité de Poitiers (1999), 176-203.

[40] S.M.Robinson,Stabilitytheoryforsystemsofinequalities.PartI:linearsystems,SIAMJ.Numer.

Anal. 12 (5) (1975), 754-769.

[41] R.T. RockConjugatedualityandoptimization,SIAM,Philadelphia (1974). [42] R.T. Rockafellar, Lagrange multipliersandsubderivatives of optimal valuefunctionsinnonlinear programming,Math.Prog.Study17: 28-66 (1982).

[43] R.T. Rockafellar,Directionaldifferentiabilityoftheoptimalvaluefunctioninanonlinearprogrammingproblem,Math.Prog.Study21: 213-226 (1984).

[44] I.L.Rozonoer,ThemaximumprincipleofL.S.Pontryagininoptimal-systemtheory, part III,

Automat. Remote Control, 20 (1959), 1517-1532.

[45] P.A. Samuelson, Foundations of economicanalysis,Harvard Univ. Press, Cambridge, Mass.

(1947).

[46] L.Thibault,Onsubdifferentialsofoptimalvalue functions, SIAM J. Control Opt. 29 (1991), 1019-1036.

[47] R.B.Vinter,OptimalControl, Birkhäuser, Boston (2000).

[48] R.B. Vinter, P. Wolenski, Hamilton-Jacobi theory for optimal control problems with data measurable in time, SIAM J. Control Optim. 28 (6) (1990), 1404-1419.

[49] A.C. Williams, Marginal valuesinlinearprogramming,SIAMJ.Appl.Math.11: 82-94 14