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Introduccién al Curso

Las ecuaciones diferenciales aparecen en casi todos los modelos matematicos de algin
fenbmeno natural. Por ejemplo, la ecuaciéon més importante de la Mecénica Cléasica, la
segunda ley de Newton F' = ma, es una ecuacion diferencial disfrazada lo cual implica que
béasicamente en todos los problemas de la mecanica aparecerd una ecuaciéon diferencial
por resolver, atn cuando en algunos casos es tan sencilla que no se reconzca como tal.
De hecho, en cualquier problema en que una cantidad fisica esté involucrada con una
alguna variacion de tal cantidad va a aparecer una ecuacion diferencial.

La primera parte del curso se dedica exclusivamente a la resolucién de tales ecua-
ciones diferenciales usando varios métodos clasicos. Lamentablemente, la cantidad de
ecuaciones que pueden resolverse con tales métodos es bastante pequena, por lo que se
hardn mencién de algunas formas alternativas para resolver las ecuaciones, incluyendo
el significado geométrico de estas y el anélisis cualititativo de la soluciéon. A su vez, es
importante tener presente qué condiciones garantizan que un problema que involucre
ecuaciones diferenciales va a tener solucién tunica, pues tal unicidad generalmente se
interpreta como la presencia de causalidad o determinismo en el sistema.

La segunda parte del curso sigue dedicado a la resoluciéon de ecuaciones diferenciales,
sin embargo, las ecuaciones a las que se dedican, que son las lineales, son tan importantes
que merecen su propio estudio. La razén por la que las ecuaciones lineales son tan
importantes va de lo pragméatico a lo tebrico: primero que todo, son por mucho las
ecuaciones en las que resulta mas facil caracterizar en forma explicita el método para
resolverlas y pueden aparecer muchas veces como una primera aproximacion (el régimen
lineal) a un problema més complicado. Desde el punto de vista teorico, tales ecuaciones
cuentan con muchas propiedades matematicas importantes, por ejemplo, el principio
de superposicién y la descomposiciéon de la solucién como una parte homogénea y no
homogénea de la ecuacién. Ademés, tales ecuaciones y sus parientes cercanos, que son los
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, son analizables en gran parte con la ayuda
del Algebra Lineal y el célculo de valores y vectores propios revelan mucha informacion
sobre las soluciones, por ejemplo, su estabilidad. Dentro del estudio de las ecuaciones
lineales aparece la primera generalizacion del concepto de funcién que se va a estudiar,
que consiste en los operadores diferenciales lineales. Tales operadores poseen muchas
propiedades similares al algebra matricial y permiten interpretar la ecuacién en términos
de hallar cierta respuesta o output frente a una entrada o input particular.

Siguiendo con la misma linea de resolver ecuaciones diferenciales, otra técnica clasica
es el método de soluciéon por medio de series. Este método tiene la ventaja de que permite
hallar soluciones a ecuaciones mas complicadas siempre y cuando los coeficientes de la
ecuacion sean analiticos, es decir, expresables como series de potencias. Incluso en el caso
en que no sean los coeficientes analiticos, el método de Frobenius se encarga de resolver



algunas casos en los que falla la analiticidad.

En el tema siguiente apareceran dos generalizaciones adicionales del concepto de fun-
cién. El primero va a ser la idea de una funcién generalizada, que basicamente es una
“funciéon” que puede tomar valores infinitos, siempre y cuando lo haga bajo reglas estric-
tas. Con las funciones generalizadas es posible extender muchas técnicas del calculo, por
ejemplo, hallar la “derivada” de una funcién en un punto de discontinuidad o aplicar un
impulso instantaneo a una particula. El representante mas importante de las funciones
generalizadas es la delta de Dirac, y con ella serd mas que suficiente para lo que se va a
hacer durante el curso. La otra generalizacién de funcién es el concepto de transforma-
da, que se interpretard como enviar una funcién de un espacio a otro. La transformada
que se estudiara es la de Laplace, que como se vera luego toma una funcién o senal del
dominio temporal en el dominio de frecuencia. La Transformada de Laplace es una de
las técnicas mas eficientes para resolver los llamados LTI, linear time invariant system,
y a partir del teorema de convolucién tales sistemas estédn resueltos en el momento que
se halle la llamada funcién de transferencia del sistema.

Finalmente, se estudiaran las series de Fourier, que de forma similar a la transformada
de Laplace, consiste en estudiar una funcién en términos més simples. En este caso la
idea serad tomar una funcién periddica y descomponerla en términos de sus armonicos,
es decir, descomponer cualquier sefial como una superposiciéon de senos y cosenos de
distintas frecuencias. Los métodos de Fourier son absolutamente indispensables en todos
los fendémenos que involucren ondas u oscilaciones, aunque en el curso no se vera su forma
mas poderosa, la transformada de Fourier. Luego se utilizaran las series de Fourier y otras
técnicas vistas durante el curso para resolver las ecuaciones diferenciales parciales. Estas
ecuaciones son las méas importantes de todas por la gran variedad de fenomenos que
modelan y debido a su complejidad es mejor analizar cada ecuacién con sus propios
métodos. Durante el curso solo se veran las formas mas simples de las tres ecuaciones
parciales clésicas: la ecuacion del calor (o difusién), la ecuaciéon de onda y la ecuacion
de Laplace.
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1 Teoria Elemental de ODEs

1.1. Introduccién a las ODEs

Antes de describir exactamente qué significa una ecuacion diferencial y qué significa
resolver una ecuacion diferencial, es 1til tener unos cuantos ejemplos de ecuaciones di-
ferenciales que pueden resolverse de manera sencilla sin tener que pensar mucho en la
teoria subyacente. En los ejemplos siguientes se van a introducir tres de los métodos
mas importantes para estudiar una ecuacién diferencial: el método analitico, el méto-
do geométrico y el método cualitativo. La ventaja de estos ejemplos es que al ser tan
bésicos es posible utilizar los tres métodos simultdneamente y de esta forma comparar
las ventajas y desventajas de cada uno. Mas adelante, cuando se estudien ecuaciones
mas complicadas, no seré posible analizar el problema desde algunas de las perspectivas
anteriores, e incluso se volveria indispensable recurrir a métodos numéricas.

1.1.1. Método Analitico y Geométrico para resolver una ODE

La ecuacion diferencial mas sencilla que existe es una ODE! de variables separables.
Un caso especial de tal tipo de ecuacién es

y' = f(x) (1.1.1)
dy

donde y' = Z. Para analizar las ODEs es usual utilizar dos posibles notaciones: la
primera es la que se utiliz6 arriba donde y se considera la variable dependiente y x es la
variable independiente. La otra notaciéon alternativa a 1.1.1 es

= f(t) (1.1.2)

donde la notacién punto de Newton significa derivaciéon con respecto al tiempo, es decir,
dx

I =— 1.1.3

o (1.1.3)

Es decir, en este caso es la variable z la que se considera como variable dependiente y
la variable ¢, que se interpreta usualmente como el tiempo, es la variable independiente.
Esta notacién es sobre todo ttil para considerar que la ecuacién modela un sistema que
evoluciona en el tiempo, por ejemplo, la posicién de una particula en funcién del tiempo
o0 el crecimiento de una poblacién en funcién del tiempo. Antes de dar el método general
para resolver tales ecuaciones, se dard un ejemplo de ella.

!ODE significa ecuacion diferencial ordinaria, o ordinary differential equation por sus siglas en inglés



1 Teoria Elemental de ODEs

Ejemplo 1. Resuelva la ODE 3/ = 2z

Este ejemplo, atin cuando es muy basico, permite introducir los métodos méas impor-
tantes para resolver una ODE. Primero que todo, en la notaciéon de Leibniz, que para lo
que sigue es més ttil, se puede escribir como

dy _

2 1.1.4
1y = 2 (1.1.4)

Basicamente el significado de 1.1.4 es: encuentre una funcion y(x) tal que su derivada es
2z, es decir, g—g = 2z. De calculo se reescribiria la ecuacién 1.1.4 como

dy = 2zdx (1.1.5)
e integrando a ambos lados se obtiene
y+o=2"+c (1.1.6)

donde ¢y, ¢y son constantes de integraciéon que resultan de cada integraciéon particular.
Se puede definir ¢ = ¢y — ¢; como la constante genérica del problema para obtener

y(z) = 2® +c (1.1.7)

;, Como saber si se obtuvo una soluciéon valida de 1.1.47 Simplemente se deriva la funcion
y se verifica que se cumpla la ecuacion, es decir,

dy d, 4

_— = — c) =2z 1.1.8

pialem ) (1.1.8)
por lo tanto se cumple 1.1.4 y se dice que y(x) es una solucién de la ODE 1.1.4. Esta
forma de resolver la ecuacion se llama la forma analitica pues se usaron técnicas de
analisis (integracion, diferenciacion, etc) para obtener la solucion. De hecho, del problema
anterior se puede observar que

1. En general, para resolver una ecuacion diferencial hay que realizar alguna integra-
cion.

2. Al realizar la integracion, no aparece una tnica solucion, sino mas bien toda una
familia de candidatos posibles. Por ejemplo, en la solucién del problema anterior,
dependiendo del valor de la constante que se tome, hay una solucién distinta, por
ejemplo, para ¢ = 1 se tiene y(z) = 22 + 1 y para ¢ = 0 se tiene y(z) = 2. Para
indicar mejor la dependencia de la solucién con respecto a la constante, se puede
reescribir 1.1.7 como

yo(x) = 2> + ¢ (1.1.9)

y la constante ¢ se interpreta en este caso como un parametro que se puede variar
a libertad y tal que cada escogencia particular del pardmetro produce una solucién
distinta. Escrita de la forma anterior, se dice que 1.1.9 es una familia de soluciones
de un parametro.
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3. Como se vera mas adelante, para eliminar la dependencia de ¢ y obtener una tinica
solucion, habra que especificar ciertas condiciones iniciales, por ejemplo, si ademas
de ' = 2z se hubiera pedido que y(0) = 0 entonces la tnica solucion en 1.1.9
que cumple la condicién anterior es yo(x) = 2. Tales condiciones se llamaran
condiciones iniciales y el problema se conocerd como un Problema de Valor Inicial

(PVI).
El método geométrico consiste en interpretar la ecuaciéon
y = 2x (1.1.10)

a través del significado geométrico de la derivada. Primero que todo, como se busca una
funcion y(x) se puede realizar un dibujo del plano zy: la solucién va a ser una funcion,
o de forma mas general, una curva sobre el plano zy.

Luego, como la derivada es la pendiente de la recta tangente a la funciéon, 1.1.10 indica
que la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto = es 2x. Luego, en el punto
(z,y) del plano se traza un segmento de recta con pendiente 2z que indica la direcciéon
que tiene la curva en el punto. Por lo tanto, la ecuacién 1.1.10 especifica un Campo de
Direcciones de forma que en cada punto (z,y) del plano la ecuacion diferencial indica la
direccion que debe tener cualquier curva que sea soluciéon de la ecuacion.
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Figura 1.1.1: Campo de Direcciones

Luego las curvas en el plano xy que cumplen la ecuacion diferencial se llaman las
Curvas Integrales del Campo de Direcciones.
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Figura 1.1.2: Curvas Integrales

Es fécil observar que las curvas integrales son pardbolas como lo indica la solucion
1.1.10 y méas aun: las curvas integrales no se intersecan. Esto serd consecuencia del
teorema de existencia y unicidad que se vera mas adelante y podra interpretarse como
una manifestaciéon del determinismo o causalidad en el sistema, es decir, las mismas
condiciones iniciales producen el mismo futuro y pasado.

Como se vio del ejemplo anterior, para resolver una ODE de la forma 1.1.1 solo hay
que integrar la ecuacién a ambos lados. La integracién que se utilizé fue en realidad lo
que se conoce como hallar una antiderivada de la funcién, sin embargo, a veces es més
util utilizar una integral definida como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2. Resuelva la ODE 3’ = sin (w2) con la condicién inicial y(0) = 1.
Nuevamente la ecuacién se puede escribir en notacién de Leibniz como

d
ﬁ — sin (2?) (1.1.11)
e integrando a ambos lados se puede escribir
y = /sin (2?) dx +c (1.1.12)

el problema con presentar la solucién de esta forma es que no se puede escribir la inte-
gral anterior en términos de funciones elementales como cosenos, senos, exponenciales,
logaritmos, etc, por lo que en realidad la integral indefinida no sirve de mucho en este
caso. De hecho, para este tipo de problemas lo mas 1til es utilizar la integral indefinida
recordando que el Teorema Integral del Calculo establece que

d [* . i
2 / f(w)du = f(x) (1.1.13)

10
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Luego, se reescribe la ecuacion diferencial como
dy = sin (acQ) dz (1.1.14)

el lado derecho se va a integrar desde 0 a x (es ttil escoger 0 por la condiciéon inicial
y(0) = 1) mientras que el lado izquierdo se integra desde 1 a y (se escoge 1 porque

y(0) =1, es decir,
y x
/ dy :/ sin (2?) da (1.1.15)
1 0

Como la variable x dentro del integrando es muda es mejor cambiarla a una letra neutra,
por ejemplo, u, por lo tanto, se escribira la soluciéon como

y(x) =1+ /Or sin (u?) du (1.1.16)

Nuevamente, para verificar que 1.1.16 es soluciéon se deriva la funcién utilizando el Teo-
rema Fundamental del Calculo

dy _ d i (2 (2
T = (1 —|—/0 sin (u )du) = sin (2%) (1.1.17)

La ventaja de escribir la solucién de esta forma es que incorpora automaticamente la
condicién inicial ya que

y(0) =1+ /00 sin (u?) du =1 (1.1.18)

En resumen,

La solucién paramétrica del problema

y = f(x) (1.1.19)

es

Ye(z) = / f(x)dz +c (1.1.20)

donde ¢ es una constante o parametro.
La solucién del problema de valor incial para la ecuaciéon

{y/ = /(@) (1.1.21)

y(xo) = yo

mw=m+/?me

11
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1.1.2. ODEs de Variables Separables de Primer Orden

Ahora se va a analizar el caso general de una ODE de variables separables. Estas son

ecuaciones diferenciales de la forma 2

dy _ J(@) (1.1.23)

dr — g(y)

Tales ecuaciones aparecen en distintos problemas matematicos y fisicos como se muestra
a continuacion.

1.1.2.1. Problemas Geométricos

1.1.2.1.1. Trayectorias Ortogonales Suponga que se tiene una familia de curvas y.(z)
que dependen de un parametro y se buscan hallar las curvas que son perpendicualres
a la familia y.. Tales curvas perpendiculares se llaman las trayectorias ortogonales a la
familia paramétrica de curvas. Ahora bien, ;qué significa que dos curvas son ortogonales?
Significa que en los puntos en que se intersecan, las rectas tangentes correspondientes son
perpendiculares. Ahora bien, de geometria euclidea se sabe que dos rectas con pendientes
m1, Mo son perpendicualres si y solo si

mimo = -1 (1124)

Ahora bien, si la curva ortogonal es y(x), dado que las pendientes de las rectas tangentes
son y' y y.. respectivamente, la ecuacion diferencial que debe cumplir y es

, 1

y = —— (1.1.25)
(A

En resumen,

Para encontrar las curvas ortogonales a la familia y.(z) se resuelve la ecuacion diferencial

(1.1.26)

Ejemplo 3. Halle las trayectorias ortogonales a la familia de curvas y, = cz®

Suponga que y es una curva ortogonal a todas las curvas y.. Primero que todo, si y y
Y. Se intersecan en x entonces

yele) = y(a) (1.1.27)
por lo que
c= % (1.1.28)

2 .2 . . .
la funcién que depende de y se escribe en el denominador por comodidad a la hora de resolver la
ecuacién

12
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Por otro lado
yl(z) = 5ea’ (1.1.29)

y por 1.1.26 la ecuaciéon diferencial por resolver es

dy 1

= —— 1.1.
dx 5cx? z#0 (1.1.30)

observe que antes de resolver la ecuaciéon hay que sustituir el valor de ¢ hallado en 1.1.28
puesto que el parametro ¢ va variando y por lo tanto no se puede tratar como constante.
Por lo tanto hay que resolver

dy x
= =—— 0 0 1.1.31
w5y " # 0,y # ( )
Esta ecuacién se puede escribir como
Sydy = —xdzx (1.1.32)

y nuevamente puede integrarse a ambos lados para obtener

9 o x?
—y'=——4C 1.1.
2y 5 + (1.1.33)
o bien
2 5,

por lo que las curvas son una familia de elipses. En el caso de que x = y = 0 la curva
que es perpendicular a la familia y. es el eje .

Figura 1.1.3: Trayectorias Ortogonales

13
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Ejemplo 4. Halle las trayectorias ortogonales ortogonales a la familia de cur-
vas dadas por la ecuacién z (y2 + 1) +ay’ =c

La tnica diferencia con respecto al problema anterior es que hay que derivar implicita-
mente. Aqui cabe mencionar que es usual eliminar el indice ¢ en y. por lo que derivando
la familia de curvas

v+ 1+ (2yy) + 9% +22yy =0 (1.1.35)
o bien )
2y +1
- 0 1.1.36
y Iy T,y # ( )
Luego usando 1.1.26 se tiene que hay que resolver la ecuaciéon
dy dxy
A 1.1.37
de 2y +1 ( )
O bien )
2 1
Y * gy — dade (1.1.38)
e integrando a ambos lados se tiene
v +lny =222+ C (1.1.39)

Figura 1.1.4: Famila paramétrica (curvas moradas) y familia ortogonal (curvas rojas)
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1.1.2.2. Ecuaciones con dependencia exponencial

Muchos modelos utiles satisfacen una ecuacion diferencial de la forma

dA
— =kA 1.1.4
o (1.1.40)

donde A es una cantidad fisica de intéres y k es una constante (positiva o negativa). Ba-
sicamente 1.1.40 significa que la tasa a la que cambia A en cada instante es proporcional
a la cantidad actual de A.

= Si A(t) = N(t) se interpreta como la poblacién de una especie en presencia de
recursos ilimitados y sin predadores entonces se toma k > 0 ya que conforme
la poblacion N(t) es mas grande mas individuos deberian estar en capacidad de
reproducirse por lo que la tasa de crecimiento aumenta, es decir, % > 0. Como se
veréd luego este modelo no es realista puesto que no impone limites al nimero de

miembros de una poblacién y serd modificado en la ecuacién logistica.

= Si A(t) representa la cantidad de particulas en tiempo ¢ de un material radioactivo
entonces % representa la tasa de desintegracion de particulas. En este caso se
toma k < 0 lo cual significa que entre menos material radioactivo hay la tasa de

desintegracién es menor.

= Suponga que se tiene una cuenta de colones en el banco, D(t) representa el dinero
en tiempo t. Si estd depositado en una cuenta con tasa de interés k, esto significa
que después del periodo de intéres (puede ser una tasa mensual, anual, etc) At
se anade a la cuenta una cantidad de dinero AD(t) = kD(t)At, de esta forma
D(t + At) = D(t) + AD(t) = D(t) + kD(t) At por lo que

D(t + At) — D(t)
At

= kD(t) (1.1.41)

y suponiendo que el periodo de intéres es cada vez mas pequeno, es decir, At — 0
dD

se tiene que <5 = kD que es una ecuacion igual a la de 1.1.40.
> Una ecuacion muy similiar a 1.1.40 es la ley de Newton de enfriamiento. Se supone
que se tiene un objeto a temperatura T'(t) expuesto a un medio ambiente con
temperatura T,. Si el ambiente es lo suficientemente grande, se puede tomar T,
contante y que solo el objeto va a sufrir cambios de temperatura. A su vez, también
es natural suponer que el cambio en temperatura, es decir, ‘il—:tp, depende solamente
de la diferencias entre la temperatura del objeto y la del ambiente, es decir,
dr
o= —k (T —1T¢) (1.1.42)

donde k es una constante que por simplicidad se toma constante y el signo — se
toma para tener k£ > 0 pues por la experiencia se sabe que el objeto a mayor
temperatura comienza a disminuir su temperatura al entrar en contancto con un
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objeto mas frio. Observe que en este caso por analisis dimensional k debe tener
unidades de tiempo~! por lo que puede definirse una escala adimensional de tiempo

como
t=kt (1.1.43)
A su vez, hay una escala natural de temperatura que consisten en comparar la

temperatura con respecto a la temperatura del ambiente, es decir, se define

T

T=_
T,

(1.1.44)

Luego, se puede reescribir ambos lados de 1.1.42 en funcién de las variables adi-
mensionales como

cdi T tedrdi T Tedr (1.1.45)

dr dT dT di dr
e =T.% = dt —~/<:Te
k(T - T,) = —kT, <T - 1)

por lo que la forma adimensional de 1.1.42 es

dr -
el (T - 1) (1.1.46)
dt
Se va a resolver 1.1.46 en vez de 1.1.40 pues es un poco més general. Primero que todo
observe que hay una solucién de equilibrio que se halla al resolver % =0,
Teq(t) =1 (1.1.47)

Por 1.1.44 esto significa que una soluciéon de 1.1.46 es simplemente que la temperatura
del objeto ya coincidia con la temperatura ambiente por lo que no hay ninguna variacién
en la temperatura del objeto.

Para resolver el caso general de la ecuacion 1.1.46 se divide por T — 1

dT 3

— = —dt 1.1.48
o ( )
Luego integrando a ambos lados
ln‘T—l‘ — ite (1.1.49)
o bien ~ -
‘T . 1‘ = et (1.1.50)

en el caso de que T > 1 se puede escribir la solucion
T=1+e%e? (1.1.51)

en el caso de que T < 1 se puede escribir la solucion

T=1-¢%" (1.1.52)

16
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Observe que ambos casos se puede reescribir como

T(E)=1+Ce ™’ (1.1.53)

donde C' = +e°. Ahora que se ha resuelto la ecuacién para las variables adimensionales
la solucién en funcién de las variables originales es

T(t) =T, (1 + Ce*’“) (1.1.54)

de aqui se ve que cuando t — oo la temperatura tiende a la temperatura ambiente, es
decir, para tiempos grandes, la temperatura ambiente y la del objeto son indistinguibles.
Por lo tanto se puede escribir

T(t) =T + Ti(t) (1.1.55)

donde Ty(t) = Ce™ corresponde al término transitorio (en inglés transient term) , es
decir, el término que contribuye sobre todo al inicio del problema pero que luego va
desapareciendo y un término estacionario (en inglés steady state solution) que es la que
domina en tiempo grandes.

Como se menciond antes, el modelo de crecimiento de poblaciones % = kN no es muy
realista pues permitiria en principio que una poblacién pueda crecer indefinidamente. Un
modelo que evite esa situacion y a la vez sea féacil de resolver viene dado por la version
continua de la ecuacion logistica

N
‘;_t —kN(N*—N)  kN*>0 (1.1.56)

Observe que si 0 < N < N* entonces % > 0 lo cual significa que la poblacién crece
para valores pequenos mientras que si N > N* entonces % < 0 lo cual significa que la
poblacién comienza a disminuir. Por lo tanto, N* funciona como un valor poblacional
critico, en el sentido de que el comportamiento de la poblaciéon depende de como se
compare la poblacion actual con respecto a tal valor. Al igual que para la ecuacion de
Newton, conviene definir una escala relativa

N
N*

N = t=kt (1.1.57)

por lo que realizando un céalculo similar al de Newton se llega a la ecuacién logistica

N _ N R (1 - N) (1.1.58)
dt

Antes de resolver la ecuaciéon conviene realizar un poco de anélisis cualitativo sobre la
solucion. Una opcion es trazar el campo de direcciones en el plano N, sin embargo, otra
técnica bastante 1util es la de trazar el diagrama de fase , que consiste en graficar dd_]:j
como funcion de N, es decir,
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dN /dt

Figura 1.1.5: Diagrama de fase ecuacion logistica

Nuevamente, los puntos de equilibrio, corresponden al caso en que % = 0 que son

dos

N({E)=0 N()=1 (1.1.59)
La primera solucién corresponde al caso en que no habia poblacién inicial por lo que
no puede haber crecimiento ni decrecimiento, la segunda soluciéon corresponde a una
poblacién inicial de N* lo cual significa que para tal valor poblacional hay un balance
perfecto entre muertes y nacimientos, por lo que la poblacién se mantiene estatica.

Ahora bien, la segunda pregunta es si el equlibrio es estable o inestable. Equilibrio
inestable significaria que poblaciones cercanas a algin valor de equilibrio tienden a ale-
jarse de tal valor. Por ejemplo, para el punto de equilibrio N = 0, valores cercanos de la
poblacion comienzan a crecer en nimero (como se puede observar del diagrama de fase)
por lo que en efecto la poblacién no se acerca al valor de equilibrio, es decir, el punto
N = 0 es un equilibrio inestable (la flecha simboliza el hecho de que los valores de la
poblacion se alejan del equilibrio).

Por otro lado, las poblaciones que estdn un poco a la derecha o a la izquierda del valor
N = 1 tienden a acercarse al valor N = 1 lo cual significa que N = 1 es un equilibrio
estable.

Con esta discusion preliminar ya se tiene una idea sobre qué cosas esperar en la solucion
por lo que se procedera a resolverla. Primero se reescribe 1.1.58 como

dN L -
m = N*di (1.1.60)

El denominador se puede separar con la técnica de fracciones parciales , es decir, se
reescribe

;ziﬁri (1.1.61)
N<1—J\7> N 1-N

donde A, B son constantes por determinar. En este caso es facil ver que A = B =1
funciona por lo que la ecuaciéon diferencial se reescribe como

N N .
N 1-N

18
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e integrando la ecuacion > se obtiene
InN —1In <1—Kf> = N*i+c (1.1.63)
o bien _
N * 7
_ =Nt (1.1.64)
1-N
finalmente la ecuacion se puede escribir como
S C
Nit)= —— 1.1.65
D= o7 (1.1.65)
Luego, la solucién en funcién de las variables originales es
CN*

Si se impone la condicion inicial N(0) = Ny, es decir, la poblacion inicial es Ny, entonces

se tiene que
~ ON~

= 1.1.67
'TC+1 (1.1.67)
por lo que
No
C=-—_-"~""-"_ 1.1.68
o (1.1.68)
y sustituyendo el valor de C' en 1.1.66 se obtiene
NoN*
N(t) 0 (1.1.69)

" Ny + (N*— No)e Nkt

por lo que cuando t — oo N(t) — N*, es decir, todas las poblaciones se aproximan
al valor de equilibrio tal como se habia inferido del diagrama de fase.

En resumen,

Una ecuacion diferencial ordinaria de variables separables es una ecuaciéon diferencial de
la forma

(1.1.70)

La solucién paramétrica del problema anterior es

[owiy = [ s+ (1.1.71)

donde ¢ es una constante o parametro.

3 Aqui podria considerarse nuevamente el caso N — 1 > 0 pero al igual para la ecuacién de enfriamento
una redefinicion adecuada de la constante se encarga de que formalmente no haya que preocuparse
por esta posibilidad
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1.2. Concepto General de una Ecuaciéon Diferencial

Ahora que se tiene mas familiaridad con las ecuaciones diferenciales se pueden enunciar
la teoria necesaria para poder resolver los problemas que siguen con més confianza.

Una ecuacion diferencial es una ecuacién que involucra una funcién con sus derivadas. I

Por ejemplo, algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales son:

‘fl—f +sint = 22

d2y _ 0

o

&= (1.2.1)
Py _ Py _

o2 — oz = 0

Una ecuacion diferencial se llama Ecuacion Diferencial Ordinaria (o bien ODE por sus
siglas en inglés) si solo aparecen derivadas con respecto a una variable, por ejemplo,
las primeras cuatro ecuaciones en 1.2.1 son ODEs, por otro lado, la tltima ecuaciéon en
1.2.1 es una Ecuacion Diferencial Parcial (PDE por sus siglas en inglés) pues aparecen
derivadas con respecto a més de una variable.

Si se denota

d™
) =2Y 1.9.9
v = (1.2.2)
las ecuaciones diferenciales ordinarias se pueden escribir como
Fzy,y, - ,y™) =0 (1.2.3)
por ejemplo, las F' correspondientes de 1.2.1 son
Ccll—f—{—sint:xQ F(t,z,%) = & +sint — 22
d2
Hty= Flz,y,yy") =y +y o
e =2y Fayy) =y —ay'? (124)

2
(48) + (%) =-1  Flta,aa"2®) = (29) + @) +1
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El orden de una ODE es el orden de la mayor derivada que aparece en la ecuacién. Por
ejemplo, los 6rdenes de las ecuaciones en 1.2.4 son 1,2, 1, 3 respectivamente.

Una solucion de la ODE 1.2.3 consiste en encontrar un intervalo I = (a,b) y una funcién
y(z) que satisfaga 1.2.3, es decir, que cumpla

La ecuacion diferencial esta en forma normal si estd escrita como

4"y ,ﬁww

dx™
Las formas normales de las primeras tres ecuaciones en 1.2.6 son

f@ww%~ (1.2.6)

dr — —sint + 22 f(t,z) = —sint + 22
d2
§§==—y f@y,y) =~y (1.2.7)
E=ay'? fry) =ay'?

Por ejemplo, y(x) = cosz es una solucion de la segunda ecuacion en 1.2.4 sobre el
intervalo I = R. No es cierto que todas las ecuaciones diferenciales deban tener solucion,
por ejemplo, la tatlima ecuacién en 1.2.4 no puede tener solucién ya que el lado izquierdo
de la ecuacién siempre serd positivo o cero mientras que el lado derecho siempre es
negativo.

En las ecuaciones diferenciales que se han resuelto, generalmente no se obtenia una
tnica solucién, sino una familia de funciones que dependian de una constante, la forma
de eliminar la constante era al imponer una condicién inicial, tal problema se llama un
problema de valor inicial PVI

Un Problema de Valor Inicial para la ecuacién de primer orden Cfl—f = f(t,z) es resolver

la ODE anterior sujeta a la condicion inicial z(tg) = xg, es decir, resolver

{%:fw@ (1.2.8)

l‘(t()) = X0

Ahora bien, a pesar de que en los PVI que se han hecho hasta el momento se ha
encontrado una tUnica solucién, no siempre es posible garantizar unicidad en la solucion,

por ejemplo, considere el PVI
dy _ 0 1/2
{dw i (1.2.9)

Es fécil verficar que y(z) = 0y y(z) = 152

no hay unicidad en el PVI anterior.

Ahora bien, es importante encontrar condiciones matematicas que garanticen la exis-
tencia y la unicidad de los PVI. Esto porque la unicidad de un PVI esta intimamente
con el determinismo y causalidad en la naturaleza, es decir, la idea de que el estado

son dos soluciones del PVI anterior, es decir,
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actual de un sistema (o el universo) determina el estado posterior del universo y la tesis
de que la misma causa (o condiciones iniciales en este caso) producen los mismos efectos
(o evolucion temporal del sistema en este caso). Basicamente la razon por la cual el PVI
1.2.9 tiene méas de una solucion es que el término zy'/2
en el punto (0,0), dicho de otra forma, si f(z,y) = zy

y=0.

no es derivable con respecto a y

1/2 entonces %Z’y) no existe en

Considere el problema de valor inicial

{% = /(t2) (1.2.10)

x(to) = X

En el caso de que f(t,x) sea una funcion continua y % existe y es continua entonces

existe un intervalo centrado en tg, es decir, un intervalo de la forma I = (t9 — h,to + h)
de forma que el PVI anterior posee una tinica solucion z(t) definida sobre I.

Mas adelante serd importante estudiar sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias,
por ejemplo, resolver el sistema

2 2
%—3xy+cfi—f:t %%—y:?) (1.2.11)
Observe que aqui se buscan hallar dos funciones z(t),y(t). En general, una de las ven-
tajas de las ODEs es que introduciendo nuevas variables siempre es posible reducirlas a
sistemas de primer orden, es decir, sistemas de ecuaciones donde las variables aparecen
derivadas a lo sumo una vez. Por ejemplo, para este problema particular se utilizan las
variables

r=x
_ de
T2 = (1.2.12)
r3 =y
Ty = %

y ahora el sistema de ecuaciones 1.2.11 se ha convertido en el sistema de cuatro ecuaciones
de primer orden

dey
at — X2
dzxo —
W—3x1x3+1’2—t (1213)
dzs _ . -
dt 4
dxg =
L +x3=3
Aqui conviene introducir la notacién vectorial
1 T
x . T
¥ = 2 % = 2 (1.2.14)
L3 T3
T4 Ty
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por lo que 1.2.13 se reescribe como

x = £(t,x) (1.2.15)
donde
Z2
f(t,x) = | ST1ts — o2l (1.2.16)
7y
3 — I3

Ahora bien, al final se tiene un sistema de primer orden con cuatro incégnitas por lo
que se esperaria intuitivamente que hay que realizar cuatro integraciones y por lo tanto
aparecerian cuatro constantes y por ende se requeririan cuatro condiciones iniciales para
especificar el problema. El razonamiento anterior es béasicamente correcto como indica
el siguiente teorema de unicidad

Considere el problema de valor inicial

{kﬂtx) (1.2.17)

X(t()) = X
donde
T ZE.l
T2 (L:Q
x=| . x=| . (1.2.18)

En el caso de que f(¢,x) sea una funciéon continua y las derivadas parciales (ifl existan
y sean continuas entonces existe un intervalo centrado en tg, es decir, un intervalo de
la forma I = (tg — h,top + h) de forma que el PVI anterior posee una tnica solucion
x(t) = (z1(t), -+ ,z,(t)) definida sobre I.

En un sistema de la forma 1.2.17, x. es un punto critico o un punto de equilibrio si
f(t,xc) = 0 para todo ¢, en cuyo caso una solucién de la ecuacion x = f(¢,x) es la
soluciéon constante x(t) = Xc.

A veces la solucion de una ODE puede darse de forma implicita, por ejemplo, considere
la ODE

/ ry

y = Pl (1.2.19)
Esta ecuacién es de variables separables y se puede escribir como
(y + 5) dy = zdz (1.2.20)
e integrando a ambos lados se obtiene
y; +Iny = %2 +C (1.2.21)
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la ecuacion anterior define y como funcién de x en forma implicita y derivando implici-
tamente a ambos lados puede verificarse que es una solucién de la ODE original.

Una una ecuacion de la forma g(z,y) = 0 se llama una solucion implicita de la ODE
F(z,y,y - y™) =0 (1.2.22)
sobre un intervalo I = (a,b) si

1. Es posible escribir y como funcién de z sobre el intervalo I, para encontrar el
intervalo I basta por el Teorema de la funcién implicita verificar que g—g % (0 en un
punto (zg,yo) vy luego hay un intervalo I alrededor de z

2. Sobre el intervalo I y = y(z) es solucién explicita de la ODE F(z,y,%/,--- ,y™) =
0

1.3. Solucion de ODEs Particulares

Dado que las ODEs son muy dificildes de resolver, es importante tener en cuenta
los métodos que se conocen para resolver cierto tipo de ecuaciones particulares. Por
ejemplo, mientras una ecuacién como y' = y — z? puede resolverse de forma explicita,
una ecuaciéon como y’ = = — y? no puede resolverse en forma explicita (es decir, con
funciones elementales) atn cuando su solucion se pueda aproximar tanto como se quiera.

1.3.1. Ecuaciones Homogéneas

Una funciéon f(z,y) de dos variables es homogénea de grado n si
fQz, Ay) = X' f(z,y) A>0 (1.3.1)

es decir, si al reescalar o dilatar las variables x,y por un factor de A la funcién de
las variables dilatadas es igual a la funcién original multiplicada por una potencia del
reescalamiento. Algunos ejemplos de funciones homogéneas son los siguientes:

1. La Ley de Gas Ideal establece que la presion como funcién de temperatura y el
volumen es

P(V,T) = Nk% (1.3.2)

donde N,k se toman como constantes. En este caso la presiéon es homogénea de
grado cero pues

AT T
P T) = Nk>— = Nk— = \°P(V.T 1.3.
(AV,AT) kw kv NPV, T) (1.3.3)

2. La distancia del punto (z,y) al origen es

d(z,y) = Va? +y? (1.3.4)
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observe que esta funcién es homogénea de grado 1 puesto que
d(\z, \y) = V2222 + A2y2 = \d(xz,y) (1.3.5)

3. El area de un rectangulo con vértices (0,0),(0,z),(0,y), (z,y) es
Az,y) =2y (1.3.6)
en este caso el drea es homogénea de grado 2 puesto que

Az, \y) = Ny = N2 A(z,y) (1.3.7)

Suponga que f(z,y) es una funcion homogénea de grado 0 y que z > 0 a manera de
ejemplo. Entonces con A = x

flx,y)=f <L,L%> =20f (1, %) =g <£> (1.3.8)

X

g(%) E¢f<1,%> (1.3.9)

Lo cual dice que en realidad una funcién homogénea de grado 0 es una funcién de

la combinacion £ en vez de x,y por separado. Por lo tanto, si se tiene una ecuacion

diferencial

donde

Y = f(x,y) (1.3.10)
donde f(z,y) es homogénea de grado cero realizando el cambio de variable
Yy =ux (1.3.11)
se tiene que
y =z +u (1.3.12)

y por la discusién anterior la ecuacién se puede escribir como
v'r+u=g(u) (1.3.13)

lo cual es una ODE de variables separables.

Una ODE es homogénea si se puede escribir de la forma

y' = f(zy) (1.3.14)

donde f(x,y) es una funcion homogénea de grado cero. Para resolverla se utiliza el
cambio de variable
Yy =ux (1.3.15)

y se convierte la ecuacién en una ecuaciéon de variables separables en u, x.
A veces también puede ser ttil el cambio de variable x = uy.
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Ejemplo 5. Resuelva la ecuacion

r +
y =2 1Y (1.3.16)
r—=y
o — —— — =" U NV L Ty [
—— — - N N N O U T |
s U N N N U O U [
—— — — — S NN N U U U [
- — — — — T U U U U [
I — — — — — >0\ \ | | [/ / /A
- — — — —~>~>0 N\ [/ /7 / /
e ——— ==X\ [/
e — — N0\ [ S S S
S S S s = — N VAV VAV AV AYayd
oo S S S S A
S S S N———
s/ S A\ N~ ———— — —~ ]
AV AV AVEVENE VNN e e
/)] Y NN~ —— - -
AbS S bV VNN — — — — — —
/A NN
sl bV OV VNN N |
o I T R S S N N N N
| I N NN e
_27\ ‘ by \ NN \\\\\\\\\\\f\ - 1
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figura 1.3.1: Campo de Direcciones de la ODE 1.3.16

Definiendo oty
flx,y) =
r—y

es claro que f es homogénea de grado cero. Por otro lado, dado que 1.3.16 se indefine
sobre la recta © = y las soluciones a la ecuacién se van a buscar fuera de tal recta. Se
utiliza el cambio de variable

(1.3.17)

Y = ux (1.3.18)

Luego
v =u'zr+u (1.3.19)

Por otro lado
r+y x4ur 14w

= 1.3.20
r—y zT—uxr 1—u ( )
Por lo tanto 1.3.16 se transforma en
1+u
! = 1.3.21
wa U= " ( )
o bien )
14+u
'e = 1.3.22
wr =T ( )
De esta forma es separable
1—u 1
du = —d 1.3.23
u?+1 v ( )
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o bien . .
U
— du = —d 1.3.24
<u2+1 u2+1> = ( )
integrando a ambos lados
1 2
arctan u — 3 In(u?+1) =Inlz|+C (1.3.25)
Como la soluciéon debe darse en términos de z,y se elimina u con el cambio de variable
original
yy 1 Y2
arctan (—) ——In (—) +1)=h|z|+C (1.3.26)
x 2 x

Observe que la solucién anterior esté bien definida siempre y cuando no interseque al eje

Y.

2.1 2
. x = +x
Ejemplo 6. Resuelva el PVI gy 4
y(1) =1
of - — T ) 1T ] 0T 777 7
—— /) ] ] [ Y B B A A AV
———— 0
/) r S SS S S
~ | [ Y A A A A
| (S S S A
| rrr s S S s s
/ A A
/ / / /// e
o ]
/) ) /) — —
R S S [~ — —— y
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A A A B B N R B A
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s S) ) A — —
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Figura 1.3.2: Campo de Direcciones del Problema

Como la condicion inicial es en z = 1 por el teorema de existencia y unicidad se puede
encontrar una solucion alrededor de z = 1 lo cual permite dividir por z? en la ecuacion
diferencial y escribirla como

2
)Yty
- 1.3.27
y . ( )

. 2 2 e
Luego, si f(z,y) = % es claro que es una funcién homogénea de grado cero por lo
que se puede utilizar el cambio de variable

Y = ux (1.3.28)
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Lo cual da
Y =vr+u (1.3.29)
Y 2 2,2 2
e S B (1.3.30)
x x
Por lo tanto la ecuaciéon diferencial se convierte en
Wr+u=1u’+u (1.3.31)
o bien
1 1
Integrando a ambos lados se obtiene
1
——=hz+C (1.3.33)
u
o bien 1
=—— 1.3.34
b Inx+C ( )
La solucién en términos de x,y seria
T
S 1.3.35
4 Inx +C ( )
y por la condicion inicial y(1) =1 se llega a
P (1.3.36)
= 3.
o bien
C=-1 (1.3.37)
Por lo tanto,
x
=— 1.3.38
y(@) = ———3 ( )

1.3.2. Ecuacidn Diferencial con Coeficientes Lineales
Suponga que se tiene una ecuaciéon diferencial de la forma
(a1x + b1y + c1) dx + (agx + bay + c2) dy = 0 (1.3.39)

donde aq,as, b1, bs,c1,co son constantes. Primero que todo, si ¢ = ¢o = 0 se podria
reescribir la ecuacién anterior como una ecuacién homogénea de grado cero la cual se
estudié antes. En cualquier caso, las ecuaciones

a1x+biy+c1 =0 asx +boy +co =0 (1.3.40)
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representan lineas rectas en el plano xy. Suponiendo que las rectas no son paralelas se
intersecan entonces en el punto (h, k) como se indica en la siguiente figura.

Figura 1.3.3: Interseccion de rectas

Si se realiza el cambio de variables
T=x—h y=y—k (1.3.41)

el punto (h,k) pasa a ser el origen, es decir, el cambio de variable 1.3.41 realiza una
traslacion de los ejes de forma que el nuevo origen es el punto (h, k). Este cambio de
variables cambia la ecuacién en

(@17 + by + c1) dx + (a2x + bay + c2) dy =

(a1(Z+h)+b1 (J+k)+c1)dT+ (a2 (T + k) +ba (§+ k) + c2) dy (1.3.42)
Como (h, k) era el punto de interseccion de la rectas
arth+bik+c1 =0 ash + bk +co =0 (1.3.43)
la ecuacion 1.3.42 se convierte en
(@17 + b1y) dz + (a2 + bay) dy =0 (1.3.44)

y se puede observar que la ecuacién con respecto a estas variables es homogénea de grado
cero.
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Para resolver la ecuaciéon diferencial
(a1 + b1y + 1) dz + (agx + bay + c2) dy = 0

donde aq, a9, by, b, c1,co son constantes y aix + b1y + c1 =
representan lineas rectas que se intersecan en el punto (h,
variable

T=x—h y=y—Fk

obteniendo una ecuaciéon diferencial homogénea en z, .

(a1Z 4 b1y) dz + (a2Z + bay) dy =0

(1.3.45)

0 asx + boy +co =0
k) se realiza el cambio de

(1.3.46)

(1.3.47)

Ejemplo 7. Resuelva la ecuaciéon (2 —y + 1)dx + (x + y)dy =0
Primero se considere el sistema de ecuaciones

20 —y+1=0
z+y=0

el cual tiene solucion (h, k) = (—%, %) Luego se realiza el cambio de variable

r=x+ y=1y—

Wl =
W =

De esta forma
2r—y+l)de+(x+y)dy= 2T —y)dz+ (z+7y)dy =0
que se puede reescribir como
dy §-—2z
it~ z+y

Ahora se introduce el cambio de variable

Yy = ux
por lo que
dy du_ .
—=—I+u
dr dzT
y

y—2x ux—2r u—2
T+y T+ur  u+l1

La ecuacién 1.3.51 se convierte en
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o bien
du__ —2-u’ (1.3.56)
e 3.
dzx u+1

Dado que es separable se reescribe como

U= ——

LN dz (1.3.57)
u2+2  u2+2 e

e integrando a ambos lados se obtiene

1 1 i
—In (u?® + 2) + —= arctan <—> =—Inlz|+C 1.3.58
Como u = % se obtiene
L) ((g)2+2>+ L arct ( y ) In |z| + C (1.3.59)
—In{ (= —arctan | —=— | = —In|Z 3.
2 T V2 V27
Como T =z + % VY=Y — % se obtiene finalmente una forma implicita de la soluciéon
1 3y —1)\? 1 ( 3y—1 ) 1
—In +2|+—arctan | ——— |+ In83z+1|=C x#—=
2 <<3x+1> ) V2 V2 3z +1) | | # 3
(1.3.60)

Para resolver la ecuaciéon diferencial

(arz+ by +c1)de + (agx + bay + c2)dy =0 (1.3.61)

donde aq, a9, b1, b, cq1,cy son constantes y a1z + b1y + ¢ = 0 asx + by +co =0
representan lineas rectas que son paralelas se realiza el cambio de variable
(1.3.62)

u=ax+biy+c1 o u=asx+by+co

obteniendo una ecuacién diferencial de variables separables.

Ejemplo 8. Encuentre una familia de soluciones de un parametro de la ODE

2z +3y—1)dz+ (4o +6y+2)dy =0

Se realiza la substitucién
(1.3.63)

u=2zr+3y—1

por lo que
du = 2dz + 3dy (1.3.64)
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o bien s — 3d
dr = 7“_2 Y (1.3.65)
Reemplazando x,dx en la ODE original se tiene
du — 3d
u (%) +2(u+2)dy =0 (1.3.66)
Es decir,
U 3
—du=|-u—2u—4)dy (1.3.67)
2 2
Por lo tanto u
du = —d 1.3.68
u+8 " Y ( )
Integrando a ambos lados se obtiene que
u—8ln|u+8+y=C (1.3.69)
Sustituyendo el valor de u la solucién es
2c+3y—1—-8n2x+3y+7+y=C (1.3.70)

1.3.3. Ecuaciones Diferenciales Exactas

Si f(z) es una funcion de una variable entonces su diferencial estd definido como
df = f'(z)dz (1.3.71)

La propiedad importante del diferencial de una funcion es que si este es cero, es decir,
df = 0 en todo punto, entonces la funcién debe ser constante. De manera similar, si
f(x,y) es una funcion de dos variables entonces su diferencial se define como

df = g—idaj + g—idy (1.3.72)
Y de manera anéloga al caso de una variable, si df = 0 en todo punto (z,y) entonces
f(x,y) debe ser constante.

Ahora bien, considere una particula que se mueve bajo el efecto de una fuerza F(x,y) =
Fi(z,y)i+ F(z,y)j un desplazamiento infinitesimal dr = dzi + dyj, el trabajo infinite-
simal que produce la fuerza es en este caso

W =F -dr = Fidz + Fady (1.3.73)

Ahora bien, comparando 1.3.72 y 1.3.73 hay un enorme parecido entres ambas expresio-
nes. Sin embargo, existe una diferencia importante: en 1.3.72 se comenz6 con una funciéon
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escalar f(z,y) para obtener su diferencial, en 1.3.73 no se comenz6 con un funcion de
trabajo W (x,y), sino que simplemente se realiz6 el producto punto entre dos vectores, es
decir, no existe necesariamente una funcién W de manera que el lado derecho de 1.3.73
sea el diferencial de W. Esta diferencia trae como consecuencia el hecho de que el trabajo
realizado en llevar la particula de un punto al otro depende de la trayectoria tomada.

Un diferencial es una expresion de la forma

Se dice que el diferencial anterior es exacto si se puede escribir como el diferencial de
una funcién escalar f, es decir,
of dy

Fidx + Fody = df = a—xdx + @dy (1.3.75)

De lo contrario, el diferencial se llama un diferencial inexacto.

Es muy 1til saber que condiciones garantizan que un diferencial sea exacto. Para
empezar, si se supiera de antemano que el diferencial es exacto entonces se tendria
1.3.75, es decir,

of oy
Fidx + Fody = ——d —=d 1.3.
1dz + Fady axﬂﬁ-ayy (1.3.76)
Luego, se puede igualar los coeficientes de dx, dy para obtener
of of
=2 =2 1.3.77
Y7 o 2 oy ( )

Suponiendo que f tiene derivadas parciales de segundo orden continuas, entonces la
igualdad de las derivadas mixtas

0 (01 _ 0 (01
3)-5)

se traduce en la igualdad de las siguientes derivadas

OR, _oh (1.3.79)
ox oy
Sorprendentemente, la condicion 1.3.79 es suficiente para garantizar que el diferencial
1.3.74 sea exacto, siempre y cuando el dominio en el que esta definido la funcién sea
suficientemente decente (la condicién es que el dominio sea simplemente conexo, pero
para lo que sigue basta pensar que esta definida en todo el plano xy).
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El diferencial
Fidx + Fody (1.3.80)
es exacto si aF aF
2 1
— = 1.3.81
ox dy ( )
en tal caso, para hallar la funcién f se resuelve el sistema de ecuaciones
of of
—=Fn —=F 1.3.82
ox ! oy 2 ( )
y se obtiene que f cumple
En tal caso, la solucion de la ODE
Fidx + Fody =0 (1.3.84)
es simplemente
flz,y)=C (1.3.85)
donde C' es una constante.

Ejemplo 9. Halle una familia de soluciones de 1l-parametro de la ecuacion
diferencial cos ydz — (x siny — y2) dy = 0.

Tomando
Fy =cosy Fy=—xsiny+y? (1.3.86)
se verifica que se cumple 1.3.81
oF; 0F,
. — _giny = =—= 1.3.87
oy siny = —-— ( )
Por lo tanto el diferencial es exacto. Para hallar la funcién f se resuelve 1.3.82
0 0
8—3: = F} =cosy 8_ch =Fy = —xsiny + 2 (1.3.88)
Por ejemplo, como % = cos y se integra esta ecuacioén con respecto a x para obtener
f=xzcosy+ g(y) (1.3.89)

donde la constante en este caso puede ser una funciéon de y pues con respecto a x es una
constante. De esta forma,

0
a—zjj = —zsiny + ¢'(y) (1.3.90)
y comparando con 1.3.88 se obtiene que
J) =y (1.3.91)

34



1 Teoria Elemental de ODEs

por lo que
Y3
9(y) = 3 te (1.3.92)
y la funcién f es
3
f(z,y) =xcosy + % +c (1.3.93)
Por 1.3.85 la solucién es 5
zcosy + % —C (1.3.94)
Suponga que se tiene la ODE
Fidx + Fody =0 (1.3.95)

con Fidr + Fyody un diferencial inexacto. En este caso no se pueden aplicar la técnica
anterior para resolver la ecuacion diferencial, sin embargo, en vez de resolver 1.3.95 puede
multiplicarse por una funcion u(z,y) que sea diferente de cero e intentar resolver la ODE

wFidr + pFady =0 (1.3.96)

Si se escoge la funcion p de forma inteligente el diferencial pFydz+ pFody se convierte en
un diferencial exacto (aunque no necesariamente esto va a ocurrir siempre, esto depende
de la region en que esté definido el diferencial). Tal escogencia de la funcion p que
convierte el diferencial inexacto en uno exacto se llama un factor integrante.* Para lograr
que 1.3.96 sea exacto debe tenerse la condicién de exactitud de un diferencial, es decir,

O (nFr) _ 0(puk)
oy ox

(1.3.97)

Para simplificar el problema, a veces se busca un factor que solo dependa de una de los
dos variables en vez de ambas. Por ejemplo, si el factor u solo es funcién de x, es decir
(= () entonces 1.3.97 se convierte en

3F1 du 3F2
— = —F — 1.3.98
M oy dx 2+ ( )

que se puede escribir como

L (@ _ @)

b dy ox
S W S A 1.3.99
wdx Iy ( )

“un ejemplo muy importante de los factores integrantes ocurre en la termodindmica. Ahi el calor es un
diferencial inexacto @ por lo que la segunda ley, que afirma la existencia de una funciéon de estado
llamada la entropia puede verse en términos matemaéaticos como la existencia de un factor integrante
que hace que el calor se vuelva un diferencial exacto, que es la entropia dS. Tal factor integrante es
el inverso de la temperatura absoluta, es decir, dS = %6@
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En el caso de que el lado derecho de 1.3.99 solo dependa de x, es decir, sea una funciéon
F(z), se puede escribir 1.3.99 como

du _

. F(z)dx (1.3.100)

e integrando esta ecuacién se encuentra que el factor integrante tiene la forma
p(z) = el Flyde (1.3.101)

Si el factor u solo es funcion de y, es decir 1 = p(y) entonces 1.3.97 se convierte en

d,u 6F1 8F2
—F — = 1.3.102
e + oy~ " os ( )
que se puede escribir como
L (8F2 _ 8Fl)
0 o
S\ W) (1.3.103)
pdy F

En el caso de que el lado derecho de 1.3.103 solo dependa de y, es decir, sea una funcién
G(y), se puede escribir 1.3.103 como

d
?“ = G(y)dy (1.3.104)

e integrando esta ecuacién se encuentra que el factor integrante tiene la forma

p(y) = el CWdy (1.3.105)

Ejemplo 10. Resuelva la ODE (e® — siny) dz+cos ydy = 0 encontrando un factor
de integraciéon p(x).
Primero que todo

Fy =e® —siny F, =cosy (1.3.106)
Luego
oOF, OF;
- _ D 1.3.107
9y cosy  —- ( )

por lo que la ecuacion no es exacta. Como se busca un factor integrante u = u(z) se
llega a 1.3.99

L d <@ _ @)
5} 0.
ﬁﬁ &) 5 ) - (1.3.108)
por lo tanto
p(z) =el 79 = (1.3.109)
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Luego se multiplica la ecuacion diferencial por el factor integrante y se obtiene
(1 —e *sin y) dr +e *cosydy =0 (1.3.110)

Esta ecuacion es exacta como se puede verificar facilmente. Ahora hay que resolver

% =1—e "siny Z—ch =e “cosy (1.3.111)

Integrando la primera condicién con respecto a = se tiene

f=x+e Tsiny+g(y) (1.3.112)
Luego
af _ - /
— =e “cosy+g(y) (1.3.113)
dy
Por lo que
dy)=0 (1.3.114)
o bien
g(y) =c (1.3.115)
Finalmente
flz,y)=xz+e “siny+c (1.3.116)

por lo que la solucién de la ODE es

x+e “siny=C (1.3.117)

Ejemplo 11. Resuelva la siguiente ODE (y3 + 2y + y) dx + (x3 + 22y + x) dy=20
con un factor integrante de la forma p = pu(xy).

Aqui conviene definir u = xy para ver el factor integrante como funcion de u. De esta
forma, en 1.3.97 se tiene

ou OFy  Ou OF,
St p—m- =t 1.3.118
oy LhH oy oz 2 Tt ox ( )
o bien por regla de la cadena sobre p
d,u 6F1 d,u 8F2
LoVF + st = () B+ =2 1.3.119
<dux> 1+'u(9y (duy 2+M6m ( )
Como
R=y+ay’+y K="+ y+z (1.3.120)

la condiciéon que debe cumplir p se transforma en

d d
(ﬁx) (y3 +zy? + y) +u (3y2 + 2xy + 1) = (ﬁy) (x3 + 22y + x) +u (3x2 + 2zy + 1)
(1.3.121)

37



1 Teoria Elemental de ODEs

simplificando un poco y usando v = xy

du
du

Por lo tanto

es decir

d
o —édu
i u

Integrando a ambos lados e ignorando la constante de integracion
Inp=-3nu

Por lo que
p=u?=(zy)>

Multiplicando la ecuacion original por el factor integrante se convierte en

(2342 2y 2y ) de+ (y P +aly P42y ) dy =0

Luego hay que resolver el sistema

0 _ 9 _ 3 _9 O _ 1 o _
—f:x3+x2y1+az3y2 —f:y3+x1y2+x2y3
ox oy
Integrando la primera ecuacién con respecto a x
1 1
f=—52 a7y = a7y +g(y)
2 2
Luego
0
a—z =z 'y P+l g (y)
y por comparacion se concluye que
gy =y
Por lo tanto
9y) =5y +e
y f seria
1 1 1
f= _536_2 e §x_2y_2 _ §y_2 T

La solucién de la ecuacién original es

L 9 EETE T SR S g
- = — - = - = =C
5% Ty 5% Y Y

d
u—— (y> +u+1) + p (39> + 2u + 1) :uﬁ (2* +u+1)+p(32° +2u+1) (1.3.122)

(1.3.123)

(1.3.124)

(1.3.125)

(1.3.126)

(1.3.127)

(1.3.128)

(1.3.129)

(1.3.130)

(1.3.131)

(1.3.132)

(1.3.133)

(1.3.134)
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2.1. ODEs Lineales

2.1.1. Ecuacién Diferencial Lineal de Primer Orden

Las Ecuaciones Diferenciales Lineales, sean ordinarias o parciales, constituyen quizas
el tipo de ecuacion diferencial mas importante ya que pueden analizarse a través del
Principio de Superposicion. Para este tema, resulta conveniente utilizar ¢ como variable
independiente para pensar que se estan estudiando sistemas que varian con respecto al
tiempo.

Una ODE Lineal de primer orden es una ecuacién de la forma

T+ p(t)r = q(t) (2.1.1)

donde la notacién del punto simboliza la derivacién con respecto al tiempo. El nombre
lineal se utiliza por que la funcién x y sus derivadas siempre aparecen elevadas a la
potencia 1, es decir, no hay términos como 2, (dc)B, etc. . La razoén por la que se escribe
2.1.1 de esa forma es porque la parte de la ecuacién que involucra a = queda del lado
izquierdo mientras que la parte de la ecuacién que no la involucra queda a la derecha.
De hecho, una forma de pensar en 2.1.1 es que el lado izquierdo se refiere a caracteris-
ticas intrinsecas del sistema, es decir, que el sistema no modifica a lo largo de varios
experimentos, mientras que el lado derecho consiste en el input o influencia externa que
se aplica sobre el sistema que varia de experimento a experimento.

T+ p(t)r = qt) (2.1.2)
——— ~—
(sistema) (input)

Algunas de las ecuaciones que se han estudiado antes eran a su vez ecuaciones diferen-
ciales lineales de primer orden. Por ejemplo, la Ley de Newton de enfriamiento 1.1.42

dr
—=—k(T-T, 2.1.
= k(T (213)
se puede reescribir como
T
C;—t + kT = kT, (2.1.4)

El lado izquierdo en este caso se refiere al comportamiento de la temperatura del sistema
que depende del propio sistema (por ejemplo, la conductividad térmica no variaria de
experimento a experimento) mientras que el lado derecho seria la fuente a temperatura
T, con la que el sistema se pone a interactuar.

39



2 ODES Lineales y Temas Relacionados

Una de las propiedades més importantes de las ecuaciones lineales es que la solucion
de estos siempre puede hallarse como la suma de dos soluciones, una solucién homogénea
y otra solucién llamada particular. Primero que todo, una ODE lineal es homogénea si
q(t) = 0 siempre, es decir, se puede escribir como *

T+pt)r=0 (2.1.5)
Suponga que se conocen dos soluciones z1,xo de 2.1.5, es decir,
1+ p(t)rr =0 Zo + p(t)xa =0 (2.1.6)
Ahora se pueden sumar ambas ecuaciones para obtener que
&1+ p(t)zy + g + p(t)ze = 0 (2.1.7)

lo cual puede escribirse como (aqui se regresa a la notacion de Leibniz por comodidad)
d
pn (1 + x2) + p(t) (x1 +22) =0 (2.1.8)

es decir, si se define
x3(t) = x1(t) + x2(t) (2.1.9)

Entonces x3 también resuelve la ODE homogénea 2.1.5. Esta observacion es la esencia
del Principio de Superposicion.

Principio de Superposicion: Si x1,x2 son dos soluciones de la ODE Lineal Homogénea

d“
d—i +p(t)r =0 (2.1.10)

entonces cualquier combinacién lineal de las soluciones también es solucién, es decir, si
c1,co son constantes y se define

x3(t) = c1x1(t) + coza(t) (2.1.11)

entonces x3 también es solucion de la ODE homogénea original.

Primero que todo, observe que si una solucion es cero en un punto, es decir, z1(tg) = 0,
entonces debe ser cero siempre. Esto porque el PVI

{%t;; p(t())w =0 (2.1.12)

tiene como solucion la funciéon nula x(¢) = 0 y por el Teorema de Existencia y Unicidad,
dado que z; también resuelve el PVI, deben ser la misma funcién. Es decir, la solucién

1 i . . - )
El nombre de homogéneo aqui no guarda ninguna relacién con las ODEs homogéneas de grado cero
que se estudiaron antes
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de 2.1.10 tiene tres opciones: o es la funcién nula o es siempre positiva o es siempre
negativa.

De hecho, es muy facil encontrar todas las soluciones de 2.1.10 pues es de variables
separables, nada més hay que reescribirla como

d
ar _ —p(t)dt (2.1.13)
x
e integrando a ambos lados
In|z| = /—p(t)dt+ c (2.1.14)
o bien
|z| = efe™ /POt (2.1.15)

Para quitar el valor absoluto de la ecuacién anterior por la discusién inicial la solucién
(mientras no sea trivial) siempre es positiva o negativa, por lo que puede escribirse

z(t) = Ce~ I POt (2.1.16)

donde C' es una nueva constante que puede ser negativa o positiva, por lo tanto, se ha
encontrado que

Las soluciones de la ODE
— 4+ pt)z=0 (2.1.17)

son
= La solucion nula x(t) = 0

> La familia de soluciones de un parametro

z(t) = Ce /Pt (2.1.18)

La solucién del PVI

dz .
a +pt)z=0 (2.1.19)
l‘(to) = X0
[S] .
z(t) = zge” o PO (2.1.20)

Observe que se utiliza una variable muda 7 en la integracion de 2.1.20 porque ahora la
integral es definida en vez de indefinida.

Ejemplo 12. Resuelva & — 2tx =0
Nada mas hay observar que en este caso p(t) = —2¢ por lo que por 2.1.18 la solucién

€es
w(t) = Cem I = Gt (2.1.21)
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dy

Ejemplo 13. Resuelva la ecuacion

+3% =0 con la condicién inicial y(1) =1

Aqui x juega el papel de ¢ mientras que y juega el papel de x por lo que p(z) % y
por 2.1.18 la solucién es
y(z) = CeJ 20 = Ce3ne — 03 (2.1.22)
y como se busca y(1) = 1 se obtiene C' =1 por lo que
1
y(z) = 3 (2.1.23)

También se podia hallar la soluciéon utilizando 2.1.20 directamente como puede verificar-
se.

Ahora se va a resolver el caso no homogéneo
T+ p(t)r = q(t) (2.1.24)

Para esto, viendo la solucion de 2.1.18 aparece el término e~ It Gj se cambia el signo
del integrando este término tiene la propiedad de que

% (el 70) = p(t)el PO (2.1.25)

Ahora bien, por la regla de producto

da <$efp(t)dt> — efp(t)dtd_x + p(t)efp(t)dtx — ol p(®)dt (& + p(t)x) (2.1.26)
dt dt
por lo tanto
d :
T+ pt)r = effp(t)dta <£C€j p(t)dt> (2.1.27)
y de esta forma la ecuacién lineal no homogénea se puede escribir como
o (e _
e o (xe ) q(t) (2.1.28)
o bien p
=2 (e PWdt) — o[ p(t)dt
o (xe > e q(t) (2.1.29)
Esto convierte la ecuaciéon en una de variables separables ya que
d <xefp(t)dt) = e PO g (1)qt (2.1.30)
puede integrarse como
zel PO — /efp(t)dtq(t)dt +c (2.1.31)
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que da finalmente por solucién

(t) = e~ POt < / el PO gy 4 c> (2.1.32)

Dado que es improbable que alguien quiera aprenderse la féormula anterior es mas facil
dar el algoritmo para resolver la ODE lineal, sea homogénea o no.

Para resolver la ecuacién
T+ p(t)r = q(t) (2.1.33)

multiplique ambos lados de la ecuaciéon por el pt)dt y escriba el lado izquierdo como

4 <xefp(t)dt)

Ejemplo 14. Resuelva ¢t — 4z = t6¢!
Primero se escribe en la forma estandar

de 4
22 I =%t 2.1.34
at ¢ (2:1.34)
En este caso p(t) = —% por lo que
efp(t)dt = 6_4\[ % = 6_41nt = i (2135)
t4
Ahora se multiplica por t% a ambos lados de la ecuacién obteniendo
ldx 4 ‘
el lado izquierdo se escribe como
d 1 ¢
o bien .
d <mt—4> = teldt (2.1.38)
El lado derecho se integra por partes
/ teldt = te! — €' (2.1.39)
Luego
i—tt—t+ (2.1.40)
Tg=te —ete 1.
y la solucién general se escribe como
z(t) = toe! — tte! + ctt (2.1.41)

observe que la solucion final es valida incluso para t = 0 atn cuando durante el proceso
de hallar la solucién se tuvo que dividir por t.
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Ejemplo 15. Resuelva la ODE % = xij

Esta ecuacién no es lineal en la variable y, sin embargo, si lo es con respecto a z ya
que

dz 9

— = 2.1.42

g T ( )
Luego se escribe en la forma estandar

dz 9

= 2.1.43

g v ( )
en este caso p(y) = —1 por lo que

e PWdy — o~y (2.1.44)

d
e_yd—; —eVr =eYy? (2.1.45)
o bien J
dy (ze¥) = e ¥y? (2.1.46)
Por partes
/e_yy2 = —y%e7Y + 2/ye_y =—yPe V-2 (ye ¥ +eY) (2.1.47)
luego
ze ¥ = —yPe ¥ —2ye™Y — 2V 4 ¢ (2.1.48)
por la que la solucién implicita es
= —y*— 2y — 2+ ce¥ (2.1.49)
2.1.2. ODE Lineal de Segundo Orden
Una ODE lineal de segundo orden es una ecuacion de la forma
i+ p(t)i + q(He = F(2) (2.1.50)

Resolver una ODE lineal de segundo orden es mas complicado que el caso de primer
orden, sin embargo, muchas de las técnicas introducidas para las ecuaciones lineales de
primer orden se pueden extender al caso de segundo orden. Antes de comenzar a resolver
la ecuacién anterior, se van a introducir algunas situaciones fisicas que se modelan por
2.1.50.
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Considere que se tiene una particula de masa m bajo la accién de una fuerza F(z)
y suponga por comodidad que xg = 0 es un punto de equilibrio de la fuerza, es decir,
F(0) =0 . Luego se puede realizar una expansion de Taylor para la fuerza alrededor de
cero y escribir

dF 1d*F
dr =0 T 3 g2 b=

como el origen es un punto de equilibrio si se ignoran los términos superiores se tiene en
2.1.51 que

SR (2.1.51)

_A4F

Si el equilibrio es un equilibrio estable, entonces % »—0 < 0 por lo que se puede definir

dF

k= I lz—o (2.1.53)
de forma que k£ > 0 y usando la Segunda Ley de Newton se llega a
mi = —kx (2.1.54)
la cual es la ecuacion para el Movimiento Armoénico Simple
mi+ kx =0 (2.1.55)

Los célculos anteriores indican que siempre que se tengan desplazamientos pequenos con
respecto a un equilibrio estable, la fuerza que actiia sobre una particula puede escribirse
a través de la Ley de Hooke, F' = —kzx.

Si se define
w=r (2.1.56)
0= 1.
entonces se puede reescribir 2.1.55 como
Ftwir=0 (2.1.57)

Cuando se resuelva la ecuaciéon se verda que el movimiento es sinusoidal con velocidad
angular wy. La ecuacion anterior sirve en ausencia de fuerzas disipativas, si se quieren
introducir fuerzas disipativas como la viscosidad de modo que la ecuacién siga siendo
lineal, se supone una fuerza de la forma

F = —bi (2.1.58)

por lo que si se define el coeficiente de amortiguamiento

b
= __ 2.1.59
B 2m ( )
2.1.55 se convierte en
i+ 2Bk +wir =0 (2.1.60)
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Finalmente, puede ocurrir que las oscilaciones sean forzadas, es decir, que se introduzca
una fuerza adicional F'(t) que actia sobre la particula. En tal caso la ecuacion diferencial
por resolver es

()

m

i+ 2B% + wir = (2.1.61)
N————

sistema .
nput

Otro ejemplo que es 1til tener en mente es el de un circuito RLC en serie.

|
1
C

Figura 2.1.1: Cirucito RLC

La ley de Kirchoff establece que
V=V,+Vr+ Vo (2.1.62)

donde V es el potencial de la fuente y Vi, Vg, Vo son las caidas de potencial a través del
inductor, la resistencia y la capacitancia respectivamente. Mas atn,

= [— 2.1.
VI p (2.1.63)

donde I es la corriente que atraviesa el circuito y L la inductancia. Por la ley de Ohm

Vr = RI (2.1.64)
donde R es la resitencia. Finalmente,
Vo =2 (2.1.65)
C

donde C es la capacitancia y ¢ la carga eléctrica que fluye. Dado que I = % la ley de
Kirchoff se puede reescribir como
d%q

dg 1
R e

R+ Sa=V (2.1.66)
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si el potencial de la fuente depende del tiempo, es decir, V' = V (¢), la ley de Kirchoff se
reescribe como

d’q  dg 1
Vap Tlg t =10 2.1.67
dt? + dt - Cq () ( )
sistema mnput

Formalmente, las ecuaciones 2.1.61 y 2.1.67 son las mismas, de hecho, se puede hacer las
identificaciones

‘ Mecanica ‘ Electricidad ‘
desplazamiento x carga ¢
velocidad @ corriente [
masa m inductancia L
amortiguamiento b resistencia R
inverso constante hooke 1/k capacitancia
fuerza F voltaje fuente V

De forma analoga al caso de la ecuaciéon lineal de primer orden, una ODE es lineal
homogénea de segundo orden si es de la forma

Z+pt)t+qt)r =0 (2.1.68)
Primero que todo, defina S como el conjunto de soluciones de 2.1.68, es decir,
S={z=ux(t) |+ p(t)E + q(t)x =0} (2.1.69)

observe que S es un conjunto formado por funciones y no por nimeros. Igual que antes,
si x1(t), z2(t) son dos elementos de S, es decir, son dos soluciones de 2.1.68, entonces
x3 = c171(t) + cax2(t) también es una solucion de 2.1.68, es decir, z3(t) € S.

Principio de Superposicion: Si z1(t), z2(t) son dos soluciones de 2.1.68, entonces xg =
c171(t) + coxo(t) también es una solucion de 2.1.68, es decir, S es un subespacio vectorial
del espacio vectorial de funciones de variable real.

Ahora bien, como se sabe de Algebra Lineal, todo espacio vectorial (o subespacio
vectorial) posee una base. Por lo tanto, la pregunta aqui es: jcuél es la dimension de S,
es decir cuantas funciones forman la base de Sy qué significa tener una base de funciones
para un conjunto?

Primero que todo, en Algebra Lineal un grupo de vectores vi,vs, - - , v, son lineal-
mente independientes si y solo si la tinica combinacién lineal posible entre ellos es la
nula, es decir, si

c1v1 + covg + -+ +epv, =0 (2.1.70)

donde c¢q,cs, - -+ , ¢, son nimeros reales, entonces necesariamente ¢c; = cy = -+ = ¢, = 0.
Para funciones la relacion es la misma solo que debe cumplirse para todos los puntos
donde se pueda evaluar la funcién
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I si la tnica forma en que

constantes ¢q,ca, -+ , ¢, no todas cero de forma que

para todo t en I.

Un conjunto de funciones fi, fa,- -+, fn son linealmente independientes sobre un intervalo

lel(t) + Cgfg(t) + -+ Cnfn(t) =0 (2.1.71)

para todo t en I es que ¢ = ¢ = -+ = ¢, = 0. De lo contrario las funciones son
linealmente dependientes , es decir, f1, fo, -, f, son linealmente dependientes si existen

lel(t) + Cgfg(t) + -+ Cnfn(t) =0 (2.1.72)

Ejemplo 16. Determine si fi(t) = e/, fa(t) = e, f3(t) = €3 son linealmente
independientes o no sobre R
Primero se supone que

c1f1(t) + cafo(t) + c3fs(t) =0 (2.1.73)

o bien,
cret + cpe?t 4 e3e3t =0 (2.1.74)

se puede factorizar un e’ y eliminarlo puesto que e nunca es cero

c1 4 cpel + e3¢ =0 (2.1.75)

como esta relaciéon es valida para todo ¢, se puede derivar la ecuaciéon anterior con respecto
a t para obtener que
coel +2c3€?t = 0 (2.1.76)

o bien eliminando un et

co +2czet =0 (2.1.77)
luego se deriva de nuevo y se obtine
2c3e! = (2.1.78)

lo cual implica que
c3=0 (2.1.79)

y sustituyendo este valor en 2.1.77 se llega a co = 0 y de forma similar en 2.1.75 se llega
a c1 = 0, por lo tanto, las funciones son linealmente independientes.
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Ejemplo 17. Determine si e!, e?, cosht son linealmente independientes o no.
Nuevamente se toma

cre! + et + cgcosht =0 (2.1.80)
sin embargo, como
cosht = # (2.1.81)
se puede tomar ¢; = 1, co = 1, ¢cg = —2 y de esta forma
cre! + coe P+ cgcosht = el + e —2 (#) =0 (2.1.82)

por lo que las funciones no son linealmente independientes, es decir, son linealmente
dependientes.

Los ejemplos anterior fueron hallados por prueba y error, ahora se quiere una forma
maés eficiente para determinar la independencia lineal o dependencia lineal. Primero que
todo tome dos funciones fi, fo y suponga que para todo t € I

crfi(t) +eafa(t) =0 (2.1.83)

luego suponiendo que fi, fo son derivables se tiene también que
C1f1(t) + 02f2(t) =0 (2.1.84)

estas dos ecuaciones pueden escribirse en forma matricial como

@) fa(t) > < c1 ) ( 0 )
. ; = 2.1.85
(0 70 ) (a)=( (2:1:55)
Ahora bien, si f1, fo son linealmente dependientes entonces el sistema anterior tiene una

solucién no nula c¢q,co y de Algebra Lineal esto ocurre cuando el determinante de la
matriz es cero, es decir,

_ | fit) fa(t)
| A®) f()

donde W(f1, f2) se llama el Wronskiano de las funciones f1, fo. Por lo tanto, como lo
mismo funciona para n funciones f1,fo,...,fn lo anterior significa que

W (1. f2) (1) ‘ = A falt) — FaO)fa(t) = 0 (2.1.86)
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Si fi, fa,- -+, fn son n funciones derivables n — 1 veces su Wronskiano se define como el
determinante de la matriz n x n siguiente
fl f2 T fn
i fo 1
W/(flv"'fn) = . . . (2.1.87)
-1 —1 -1
fl(n ) f2(n ). f7(Ln )
Si f1, fa, -+, fn son linealmente dependientes, entonces W (f1,- - f,,) se anula en todo el
intervalo I. Por lo tanto, para verificar que f1, fa, - , f, son linealmente independientes
es suficiente ver que el Wrosnkiano W (f1,- -+ f,,) no se anula en algin punto del intervalo
1.

Ejemplo 18. Determine si sint, cost son linealmente independientes o no.
Si fi(t) =sint, fa(t) = cost entonces su Wronskiano es

sint cost
cost —sint

W (f1, f2)(t) =

‘ =1 (2.1.88)

y como nunca se anula entonces las funciones son linealmente independientes.

Suponga que x1(t), z2(t) son dos soluciones de la ODE lineal homogénea
Z+pt)t+q(t)xr=0 (2.1.89)
entonces el Wronskiano de las soluciones es
W(x1,me) = X189 — X201 (2.1.90)
y la derivada del Wronskiano es
W = 1o + 218y — Gody — Tod = T109 — Toiy (2.1.91)
como 1, Ty son soluciones de 2.1.89 entonces
W =z (—piy — qug) — 2o (—piy — qz1) = —pW (2.1.92)

por lo tanto '

la ecuacion anterior es lineal de primer orden y se puede integrar para obtener

W(t) = Ce /Pt (2.1.94)
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con lo cual se llega a la Identidad de Abel

Identidad de Abel: Si z1(t), z2(t) son dos soluciones de
T+pt)t+qt)r=0 (2.1.95)

entonces

W (@1, 20)(t) = W (a1, 22) (fo)e o "0 (2.1.96)

lo cual permite concluir que el Wronskiano de dos soluciones de 2.1.95 es siempre cero,

siempre positivo o siempre negativo.

Considere ahora los problemas de valor inicial PVI siguientes

E+p(t)E +q(t)zr =0 Z+pt)t+qt)r=0
T (to) =1 x (to) =0 (2.1.97)
i(to) =0 L(to) =1

por el Teorema de Existencia y Unicidad si p, ¢ son diferenciables (de hecho, para este
tipo de ecuacion basta con que sean continuas) cada uno de los problemas anteriores
tienen una tunica solucion. Llamando x1(t), z2(t) las dos soluciones respectivas se tiene
que

W (21, 22)(to) = z1(to)2(to) — 2(to)E1(to) = 1 (2.1.98)

por lo tanto, x;(t), z2(t) son soluciones linealmente independientes. Luego, si z(t) es otra
solucion y z(tg) = a y & (tp) = b entonces defina la funcion auxiliar

y(t) = x(t) — ax1(t) — bro(t) (2.1.99)

Primero que todo, por el principio de superposicion y(¢) también es solucion de 2.1.95.

Ademas,
y(to) = z(to) — aw1(to) — bza(to) =a—a=0 (2.1.100)

y(to) = .i'(to) — a.i'l(to) — bi‘g(to) =b—-b=0 (2.1.101)
por lo tanto, y(t) satisface el PVI
E+p(t)E +q(t)zr =0

z (to) =0 (2.1.102)
i(to) = 0

pero una solucion del PVI anterior es la funciéon idénticamente cero, luego, por unicidad

se tiene que
y(t)=0 (2.1.103)

o bien
x(t) = ax1(t) + bxa(t) (2.1.104)

51



2 ODES Lineales y Temas Relacionados

lo cual significa que z(t) es combinacion lineal de x1,x9 y como x(t) era una solucion
arbitraria se concluye que

Sea S el conjunto solucién de la ODE lineal homogénea de segundo orden
i+ p(t)i+ q(t)z =0 (2.1.105)
es decir,

S={x=ua(t) |2 +pt)t+q(t)x =0} (2.1.106)

entonces como subespacio vectorial
dim S =2 (2.1.107)

es decir, si se conocen dos soluciones z(t), z2(t) linealmente independientes, cualquier
otra solucion z(t) puede escribirse como

x(t) = c1x1(t) + coma(t) (2.1.108)

donde ¢1, ¢y son constantes.
En general, se denotaran las soluciones arbitrarias (es decir, que pueden representar
cualquier solucion variando los valores de ¢y, ¢2) de la ecuacion homogénea como xy,.

Gracias a lo anterior, es posible a su vez caracterizar todas las soluciones de la ecuacion
i+ p(D)i + g = f(t) (2.1.109)

Primero que todo si x,(t) es una solucion de 2.1.109 y z(t) es otra soluciéon de 2.1.109
entonces

E+pt)e+qt)e = f(t) zp+pt)d, +q(t)x, = f(t) (2.1.110)
Luego se pueden restar las ecuaciones anteriores
(& —&p) +p(t) (2 —&p) +q(t) (. —xp) =0 (2.1.111)

es decir,
xp(t) = x(t) — xp(t) (2.1.112)

es una solucién de la ecuacién lineal homogénea asociada. Por lo tanto se puede escribir
la solucion x(t) como
x(t) = zp(t) + xp(t) (2.1.113)

v la solucién homogénea puede escribirse como

xp(t) = c1z1(t) + coxa(t) (2.1.114)

52



2 ODES Lineales y Temas Relacionados

o bien
z(t) = c1z1(t) + coxa(t) + xp(t) (2.1.115)

por lo tanto

Si se conoce alguna solucién z,(t) de la ecuacion
Z+pt)t +q(t)e = f(t) (2.1.116)
entonces cualquier otra solucion z(t) se puede escribir como
x(t) = cro1(t) + cawa(t) + xp(t) (2.1.117)

donde z1(t),x2(t) son dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion lineal
homogénea asociada. Dicho de otra forma

2(t) = 2 (1) + 2, (1) (2.1.118)

donde

xp(t) = c1z1(t) + coxa(t) (2.1.119)

representa la soluciéon general de la ecuaciéon homogénea.

Antes de comenzar a resolver ecuaciones de segundo orden, es importante tener pre-
sente que va a ser muy util trabajar con nimeros complejos ya que las exponenciales son
maés faciles de derivar e integrar que los senos y cosenos y la formula de Euler

e =cost+isint (2.1.120)

establece que en vez de trabajar con senos y cosenos siempre pueden utilizarse exponen-
ciales. Por lo tanto, es util buscar soluciones complejas de

Z+pt)t+q(t)r=0 (2.1.121)

Luego, si
z(t) = z(t) +iy(t) (2.1.122)

es una solucién de la ecuacién homogénea anterior entonces
Z4+pt)24+q(t)z=0 (2.1.123)

por lo tanto
(E+pt)x+qt)x)+i(G+pt)y+qt)y) =0 (2.1.124)

v luego la parte real e imaginaria deben ser individualmente cero, es decir,
E+pt)t+qt)z=0 §+pt)y+aqlt)y=0 (2.1.125)

por lo tanto, se ha obtenido
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Principio de Realidad: Si z(¢) es una solucion compleja de la ecuacion lineal homogénea
Z4+pt)z2+4q(t)z=0 (2.1.126)

entonces Rez e Imz son soluciones reales de la ecuaciéon anterior, donde Rez e Imz
son la parte real e imaginaria de z respectivamente. Es decir, para resolver una ecuacion
diferencial lineal homogénea pueden buscarse soluciones complejas y luego tomar la parte
real e imaginaria para obtener soluciones reales.

También, las ecuaciones lineales presentan otro principio de superposicion.

Segundo Principio de Superposicion: Suponga que se quiere resolver la ecuaciéon
i+ p()d + at)e = F(2) + g(1) (2.1.127)
entonces se pueden resolver por aparte las ecuaciones
E+p)+q(t)e = f(t) &+ p(t)i+q(t)r =g() (2.1.128)

y si x1, 22 son las soluciones respectivas entonces x = x1 + x2 es solucién de la ecuaciéon

completa.

2.1.2.1. ODE Lineal Orden dos con Coeficientes Constantes

Ahora se van a estudiar ODEs lineales de segundo orden con homogéneas coeficientes
constantes, es decir, ecuaciones de la forma

ai + bi + cx = 0 (2.1.129)

con a, b, c nimeros reales y a # 0. Primero que todo, como en la solucién de las ecuaciones
lineales de primer orden, se van a intentar soluciones de la forma

2(t) = e™ (2.1.130)
donde se escribe z pues como se vera m puede ser un nimero complejo. Luego
2(t) = me™  E(t) = mEe™ (2.1.131)
y de esta forma para que z(t) sea solucion de 2.1.129 se debe tener que
am?e™ + bme™ + ce™ = 0 (2.1.132)

o bien
am®>+bm+c=0 (2.1.133)
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La ecuacion 2.1.133 se llama la ecuacion caracteristica de 2.1.129. Como es una ecuacién

cuadratica tiene raices
 —bE VP —dac
n 2a
como es de esperar, la naturaleza de la solucién va a depender del valor del discriminante
b? — 4dac.

(2.1.134)

m

1. Caso b?> — 4ac > 0: Aqui habrian dos raices reales mj,my en 2.1.134

—b+ Vb2 — 4ac —b— Vb2 — 4ac
my = 5 mo = 5 (2.1.135)
a a

y es facil verificar que z1(t) = €™ | z9(t) = €™2! son dos soluciones linealmente

independientes de 2.1.129. Luego, como solo hay que encontrar dos soluciones li-
nealmente independientes pues la dimension de las bases del espacio de soluciones
es dos, entonces la solucién general es

z(t) = c1e™t 4 coe™2! (2.1.136)

2. Caso b? — 4ac = 0: Aqui solo hay una raiz m en 2.1.134

b

- 2.1.1
5 ( 37)

m =

Luego z1(t) = €™ es una solucién de 2.1.129. Como se ocupan dos soluciones

linealmente independientes se va a buscar una solucién de la forma
xo(t) = u(t)x1(t) (2.1.138)
donde u(t) es una funcién por determinar. Luego
To = uxq +udy To = tixy + 20T + udy (2.1.139)
y sustituyendo en 2.1.129 se llega a que u(t) tendria que satisfacer la ecuacion
a(tixy + 2ux1 + udi) + b(axy + udi) + cury =0 (2.1.140)
que se puede escribir como
a (txy + 2ax1) + buxy + u(ad; + b1 +¢) =0 (2.1.141)
luego como x1 es solucién se elimina el Gltimo término y ademaés se obtiene
a (iie™ + 2ame™) + bue™ =0 (2.1.142)
luego puede eliminarse €™ y se llega a

aii + u(2am +0b) =0 (2.1.143)
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pero m = —% por lo que se obtiene
i1=0 (2.1.144)

como solo interesa una funcién que cumpla la ecuacién anterior puede tomarse
u(t) =t y entonces se toma xo(t) = te™, es facil verificar que z1, 22 son linealmente
independientes. Luego la solucién general es de la forma

z(t) = c1e™ + cote™ (2.1.145)

3. Caso b? — 4ac < 0: En este caso las raices son imaginarias

—b+ ividac — b2 —b—ivdac — b2
mi = % mo = % (2.1.146)

que se pueden escribir como

mi=a+if mo=a—1if (2.1.147)
donde
b Vidac — b2
a=—— g=Y2—Y (2.1.148)
2a 2a

Luego z1(t) = €™ y 29(t) = ™2 son soluciones linealmente independientes como
puede verificarse. Sin embargo, siempre se quiere que las soluciones sean reales por
lo que se utiliza el hecho mencionado antes de que la parte real e imaginaria de
una solucién compleja es soluciéon de la ecuacién. Por lo tanto por Euler

1 (1) = € T M e (os () asin () o
29(t) = em2t = =Bt — pate=itB — 0t (cos (Bt) — isin (Bt)) o
Luego, se define
r1(t) = e cos (Bt)  xo(t) = e sin (Bt) (2.1.150)

es facil verificar que ambas soluciones son linealmente independientes por lo que
la solucién general es

x(t) = c1e® cos (Bt) + c2e® sin (Bt) (2.1.151)

En resumen,
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2 ODES Lineales y Temas Relacionados

Para resolver
al +bi+cxr=0

se plantea la ecuacién caracteristica
2 _
am”“+bm+c=0

que tiene por raices

—b+ Vb%2 —4dac

2a

m =
Aparecen tres casos:

1. Caso b? — 4ac > 0: Aqui habrian dos raices reales m;,ms

—b+ Vb% — 4dac —b—Vb% — dac

my = mo =
2a 2a

y la solucién general es
z(t) = c1e™ + cpe™2?
2. Caso b? — 4ac = 0: Aqui solo hay una raiz m

b
m=——
' 2a

y la solucién general es de la forma

z(t) = cre™ 4 cote™

3. Caso b? — 4ac < 0: En este caso las raices son imaginarias

—b+iv4dac — b? _ —b—iv4ac — b2

mi = mo =
2a 2a

que se pueden escribir como

my =a+18 myg=a—1if8

donde
b VAac — b2
a=—— f[=—-—
2a 2a

La solucién general es

z(t) = c1e® cos (Bt) + coe® sin (Bt)

(2.1.152)

(2.1.153)

(2.1.154)

(2.1.155)

(2.1.156)

(2.1.157)

(2.1.158)

(2.1.159)

(2.1.160)

(2.1.161)

Ejemplo 19. Resuelva la ecuacién diferencial 2i — 52 — 3z =0
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En este caso la ecuaciéon caracteristica es

2m? —5m -3 =0 (2.1.163)
que puede factorizarse como
2m? —5m —3=2m+1)(m—3) =0 (2.1.164)
luego
1
mi = —5 mo = 3 (2.1.165)
como las raices son reales y distintas la solucién es
x(t) = cre” 2t 4 coedt (2.1.166)
Ejemplo 20. Resuelva la ecuacién diferencial & — 102 + 252 =0
En este caso la ecuaciéon caracteristica es
m? —10m +25=0 (2.1.167)
cuya Unica raiz es
m=>5 (2.1.168)
por lo tanto la solucién es
z(t) = 1’ + eote (2.1.169)
4y +4y + 17y =0
Ejemplo 21. Resuelva el PVI ¢ y(0) = —1
y'(0) =2
En este caso la ecuaciéon caracteristica es
4m® +4m +17=0 (2.1.170)
Para hallar las raices se utiliza la férmula cuadratica
—4 4+ /16 — 272 1
m = =——+2 (2.1.171)
8 2
como las raices son imaginarias la solucién es
y(z) = cre 2% cos (2x) + coe” 2% sin(2x) (2.1.172)
Como debe cumplir la condicion y(0) = —1 se tiene
—1=¢ (2.1.173)
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Como debe cumplir la condiciéon y'(0) = 2 primero con ¢; = —1

1 1
Y (x) = 56_%$ cos (2x) + 2¢7 2" sin(2x) — 5026_%36 sin (2z) + 92cpe 27 cos(2x) (2.1.174)

por lo que
1
2= 3 +2c (2.1.175)
por lo tanto
3
cp="1 (2.1.176)
4
La solucién que satisface el PVI es
_1 3 1, .
y(x) = —e 2% cos (2z) + 1€ 2% sin(2z) (2.1.177)

Ahora que se saben resolver ecuaciones de segundo orden con coeficientes constantes,
puede retomarse el estudio de los modelos mecanicos introducidos al inicio.

El primer modelo que se puede estudiar es el del movimiento armoénico simple que
tiene por ecuacién

Ftwir=0 (2.1.178)
La ecuacion auxiliar de 2.1.178 es
m? 4 wi =0 (2.1.179)
que tiene raices complejas
m = Fiwg (2.1.180)

por lo tanto, la solucién real del movimiento armoénico simple es
x(t) = ¢y cos (wot) + c2 sin (wot) (2.1.181)

es decir, es un movimiento periodico. Para hallar el periodo T" este debe cumplir (dado
que el coseno es de periodo 27) que

wo(t+T) — wot =27 (2.1.182)
por lo tanto,
2
=" (2.1.183)
wo

Es comun escribir 2.1.181 de otra forma. Para esto, hay que notar que
2 2 ‘1 C2 .
a(t) = /e + &5 | — === cos (wot) + —=—; sin (wot) (2.1.184)
]+ ¢ ]+ ¢
Luego puede definirse un angulo 6 como

cosf = sinf = (2.1.185)

C1 C2
2 2 2 2
Vgt e Vel t e

29
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que puede memorizarse con el siguiente diagrama

(Cl 7C2)

0\ (c1,0)

(0,0)

Figura 2.1.2: Diagrama

Luego,

z(t) = 1/ + c2 (cos O cos (wot) + sin Osin (wot)) = 1/c? + c3 cos (wot — 0)  (2.1.186)

que usualmente se escribe como
x(t) = Acos (wot — ) (2.1.187)

donde A es la amplitud de movimiento arménico y ¢ es la fase. Como se ha visto, ambas
maneras son equivalentes y puede utilizarse cualquiera de las dos.

x(t)

SV

Figura 2.1.3: Grafica movimiento armoénico simple con periodo P y amplitud A

También es 1util graficar el diagrama de fase. De 2.1.187

#(t) = —Awp sin (wot — @) (2.1.188)
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Luego es sencillo verificar que

LN 2
T2 T
il =) =1 2.1.189
por lo tanto, las trayectorias de una particula en Movimiento Armonico Simple son
representadas en el diagrama de fase como elipses centradas en el origen. Las soluciones

de la ecuacién siempre permanecen dentro de una elipse, y cada elipse corresponde a
una energia posible del sistema.

AR
N

Figura 2.1.4: Diagrama de Fase Movimiento Arménico Simple

El caso con amortiguamiento es mas interesante. La ecuacién es en este caso
i+ 2Bk +wir =0 (2.1.190)
La ecuacion caracteristica de 2.1.190 es
m?+28m+wd=0 (2.1.191)

y las rafces son

m= L V;W — ey —B+1/B% — w2 (2.1.192)

claramente hay tres casos:

1. Caso wg > /2, movimiento subamortiguado: aqui conviene definir
w? = wi — B2 (2.1.193)
como las raices son imaginarias la solucién es

z(t) = cre Pt cos (wit) + cae P sin (wit) (2.1.194)
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que puede reescribirse como
z(t) = Ae P! cos (w1t — 6) (2.1.195)
en este caso la curva se mueve entre las dos envolventes
Ten(t) = £Ae™ P! (2.1.196)

y aunque el movimiento no es estrictamente periodo, es comun referirse a wy como
la frecuencia del movimiento.

-~ - -
R

7
7

Figura 2.1.5: Curva movimiento subamortiguado

2. Caso wg = (2, movimiento criticamente amortiguado: en este caso solo hay una
raiz
m=—f (2.1.197)
por lo que la solucién es
z(t) = cre Pt 4 cote P! (2.1.198)

de los tres casos, el movimiento criticamente amortiguado es el que permite llegar
al equilibrio lo més rapido posible sin realizar oscilaciones.

Figura 2.1.6: Movimiento criticamente amortiguado con &(0) = 0

62



2 ODES Lineales y Temas Relacionados

3. Caso 32 > w%, movimiento sobreamortiguado: en este caso hay dos raices reales
m=—F+ws (2.1.199)

donde se defini6
ws =4/B% — wi (2.1.200)

luego la solucién se puede escribir como

z(t) = crePtwat 4 gy Plmwat (2.1.201)

en este movimiento tampoco hay oscilaciones.

Figura 2.1.7: Movimiento sobreamortiguado con %(0) < 0

2.1.3. ODE Lineal Orden n con Coeficientes Constantes

Antes de resolver las ecuaciones lineales no homogéneas, se va describir como resolver
las ecuaciones homogéneas lineales de orden n. Primero que todo, una ODE lineal de
orden n es una ecuacién diferencial de la forma

d"x "z dx

an(t)W + an_1(t)W + - +a1(t) i

En general, si a,(t) # 0, puede dividirse por a, en ambos lados de la ecuacién para
obtener

+ ao(t)z = f(t) (2.1.202)

A"z ~ dn—lx ~ dax B .
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donde

an(t) (2.1.204)
aunque en la practica siempre se trabaja con solo una de las dos formas por lo que
se omitirfan las barras. Dado que la notacién para 2.1.202 es un poco tediosa, es tutil
introducir la nocién de un Operador Diferencial .

Primero que todo, una funcion f se puede pensar como una maquina que recibe un
ndmero (input o entrada) , realiza un proceso (aplicarle la funcion) y regresa un nimero
(output o salida): es decir, el input y output de una funciéon son nameros.

Por ejemplo, la funciéon f(t) = t? + 4 puede verse como un proceso de la siguiente
forma (la primera linea es el proceso abstracto mientras que la segunda es el proceso
aplicado a t = 1).

f
{
t — [f®)] — t*+4
(2.1.205)

f
!
1 - [f(1)] — 5

De lo anterior puede notarse que es usual identificar la funcion f con el proceso f(t) que
realiza sobre cada t, de ahi que uno diga muchas veces la funcion f(t), aun cuando f(t)
se refiere al output y no a la funcion en si.

000005550
70005005007 f@)
1555500002

NN

Figura 2.1.8: Diagrama funcién

r otr un operador es una maquina que recibe una funciéon (input), realiza un
Por otro lado, d b f t), real
proceso (aplicarle el operador a la funcion) y regresa otra funcion (output); es decir, el
input y output son funciones.
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El operador mas importante seré el operador de diferenciacion D, basicamente, si f
es una funcion D f es la derivada de f

(2.1.206)

Figura 2.1.9: Diagrama Operador

A partir de D es posible constuir operadores asociados. Por ejemplo, considere la
ecuacién diferencial )
d“x dx
— +t—+2x=0 2.1.207
dt? + dt + ( )
Para hallar el operador asociado a 2.1.207 se “factoriza” x por la derecha para escribir

2.1.207 como

i —l—td—i—l 0 (2.1.208)
_ —_— x = 4.
dt? dt
y como ya se introdujo D 2.1.208 se puede escribir como
(D*+tD+1)z=0 (2.1.209)

donde D? significa el operador de derivar dos veces. De hecho, definiendo el operador
L=D*+tD+1 (2.1.210)
la ecuacion 2.1.209 se puede escribir simplemente como

Lz =0 (2.1.211)
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x — [Lz] — %%—ti—f%—x
(2.1.212)

r(t)=t>+t — [Lz] — La(t)=3t>4+2t+2

Como se vera mas adelante, asi como las funciones pueden sumarse, restarse, multiplicar-
se, ser inyectivas, sobreyectivas, invertibles, etc, los operadores pueden sumarse, restarse,
multiplicarse, ser inyectivos, sobreyectivos, invertibles, etc.

De esta forma, 2.1.202 puede escribirse como

Lz =f (2.1.213)

donde ahora
L=a,(t)D" + ap_1(t)D"  +--- 4+ ay(t)D + ag (2.1.214)

El nombre de ODE lineal se justifica con esta nueva notacion, ya que el operador L es
lineal, es decir,
L(cizy + cowg) = c1 Ly + coLay (2.1.215)

La mayoria de los resultados para las ODEs lineales de segundo orden se traducen
facilmente al caso de orden n que se esté estudiando, por lo que simplemente se van a
enunciar.

Principio de Superposicion: Si z1,x2 son dos soluciones de la ecuaciéon diferencial lineal
homogénea de orden n
Lx=0 (2.1.216)

entonces x3 = c1x1 + coxo también es solucion, es decir, Lxg = 0.
Segundo Principio de Superposicion: Para resolver la ecuacion diferncial lineal de orden
n

Lz = f(t)+g(t) (2.1.217)
pueden resolverse por aparte las ecuaciones

Lz = f(t) Lz = g(t) (2.1.218)

y si 1, T2 son las soluciones respectivas entonces x3 = x1 + 2 es soluciéon del problema
original.
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Sea S el conjunto de soluciones de la ecuacion diferencial lineal de orden n homogénea

S ={z(t) | Lz = 0} (2.1.219)

entonces
dim S =n (2.1.220)
es decir, si 1,3, - , T, son n soluciones de Lx = 0 entonces cualquier otra solucion x,

puede escribirse como combinacién lineal de tales soluciones, es decir, la forma general
de la solucién homogénea es

xh — Cll’l + CQxQ + cee + Cnxn (21221)

Si se conoce alguna solucién x,(t) de la ODE lineal de orden n
Lr=f (2.1.222)
entonces cualquier otra solucién x puede escribirse como

2 (t) = 2p(t) + 21 (1) (2.1.223)

donde xj, es la solucién general del problema homogéneo asociado Lx = 0.
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Para resolver la ecuacién lineal homogénea con coeficientes constantes

A"z dnflx

dx
anw + ap_1 4+ .- +a1—+a0x20 (21224)

dgn—1 dt
se plantea la ecuacion caracteristica asociada
apm” + ap_1m™”+---+am-+ag=0 (2.1.225)

Si mq,ms, -+ ,mg son las s raices distintas y rq,79,--- ,7s son las multiplicidades res-
pectivas, es decir,

apm”™ + an_1m" +---+am+ag = a, (m—my)"t - (m—mg)"* (2.1.226)
entonces se realizan los siguientes casos:

= Si la raiz m; es real las soluciones asociadas a la raiz son de la forma

et et g et (2.1.227)

= Si la raiz m; = a; +i3; es compleja entonces su conjugado complejo m; = a; — 15;
también es una rafz con la misma multiplicidad que m;, por lo tanto, se mezclan
ambas soluciones para escribirlas como

e®it cos (B;t) , e¥itsin (Bit) , te®i cos (B;t) , te®it sin (Bit) , - - -

: , . 2.1.22
tri—leit cos (B;t) , £ Leit sin (Bit) ( 8

Ejemplo 22. Resuelva la ecuaciéon diferencial = — 31 4+ 2x =0
La ecuacion caracteristica asociada es

m? —3m+2=0 (2.1.229)
que puede factorizarse como
m? —3m +2=(m—1)*(m+2) (2.1.230)
por lo tanto las raices son
mi = 1 mo = —2
2.1.231
r = 2 ro = 1 ( 3 )
Luego la solucién se escribe como
z(t) = cre' + cate! + cze (2.1.232)
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4 2
Ejemplo 23. Resuelva la ecuacion diferencial % + 3% +2y=0
La ecuacion caracteristica es en este caso

m?+3m?+2=0 (2.1.233)
que puede factorizarse como
m*+3m*+2 = (m*+2) (m* +1) = (m + \/51) <m - \/52) (m+1i)(m—1) (2.1.234)
luego las raices son

m1:—\/§i m2:\/§i mgz—i m4:i

r=1 ro =1 r3=1 r4=1 (2.1.235)
Luego la solucién es
y(z) = ¢1 cos <\/§x> + ¢o sin <\/§x) + c3cos (x) + ¢4 sin () (2.1.236)
Ejemplo 24. Resuelva la ecuaciéon diferencial y(©® — 64y = 0
La ecuacién caracteristica es
m® —64=0 (2.1.237)

que puede factorizarse como
(m?® —8) (m®+8) = (m—2) (m*+2m+4) (m+2) (m*>—2m+4)  (2.1.238)
y las raices son +2, —1 £ 4v/3,1 £ iv/3 por lo que la solucion es

y(x) = c16%% 4 c9e ™2 4 c3e % cos V3 + cue T sin V3x + cse” cos V3 + cge® sin V3x
(2.1.239)

2.2. ODE Lineal No Homogénea

2.2.1. Coeficientes Indeterminados
2.2.1.1. Meétodo de Superposicion

Ahora se van a comenzar a resolver las ecuaciones lineales no homogéneas, es decir,
las ecuaciones de la forma
Lz=f (2.2.1)

Para el método de coeficientes indeterminados, se considera el caso en que el operador
L solo tiene coeficientes constantes, de esa forma se puede hallar primero la ecuacion
homogénea con la ayuda de la ecuacién caracteristica. Ademas, la funciéon f debe ser un
polinomio, exponencial, senos, cosenos, o producto de ellos ya que estas funciones tienen
la propiedad de que sus derivadas son nuevamente funciones del mismo tipo. Antes de
dar el método general, se va a realizar un ejemplo para ilustrar la idea del método.
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Ejemplo 25. Resuelva & + 44 + 42 = 4t% + 6¢
Primero se resuelve la ecuaciéon homogénea que tiene ecuaciéon auxiliar
m* 4+ 4m+4=0 (2.2.2)

como
m? +4m 44 = (m + 2)° (2.2.3)

la solucién de la ecuaciéon homogénea es
zp(t) = cre ™ + cote™ (2.2.4)

Luego, por el segundo principio de superposicién se buscan por separado soluciones de
las ecuaciones

W 2 _ ot
I+ 4+ 4x = At I+ 4¢ + 4dx = 6e (2.2.5)
sistema input sistema input

La idea del método de coeficientes indeterminados es suponer que la solucién tiene una
forma similar al input que recibe la ecuacién. Por ejemplo, para la primera ecuacién en
2.2.5 se intenta con una solucién polinomial pues el input es un polinomio, es decir, se
prueba con

x; = At? + Bt +C (2.2.6)

donde A, B, C son constantes por determinar. Derivando dos veces
i =2At+ B I =2A (2.2.7)
y sustituyendo en la primera ecuacion de 2.2.5 se tiene
2A+ 4 (2At + B) + 4 (At> + Bt + C) = 4¢° (2.2.8)
luego se agrupan los términos segin la potencia de t, es decir,
(4A —4)t> + (8A+4B)t + (2A +4B +4C) =0 (2.2.9)

para que la igualdad sea valida para todos los valores de ¢ cada coeficiente debe ser cero,
es decir, se obtiene el sistema

4A—4=0
8A+4B =0 (2.2.10)
2A+4B +4C =0

que tiene por solucién

(2.2.11)

por lo tanto, la solucién x; es

xy(t) =12 — 2t + = (2.2.12)
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Para la segunda solucién en 2.2.5 se propone un término de la forma
1o(t) = Ee (2.2.13)

donde E' es una constante. Derivando se obtiene

i =FEe' i=FEe (2.2.14)
y sustituyendo se obtiene
Ee' + 4Ee' + 4Fe' = 6¢' (2.2.15)
por lo que
2
E=- (2.2.16)
3
y de esta forma
2
zo(t) = get (2.2.17)
luego la solucién general es
2 3,2, —2t —2t
xz(t) =t — 2t + 5T 3¢ + cre” " + eote (2.2.18)

Observe que también se podia resolver ambas ecuaciéon a la vez proponiendo una
solucion x3 = At? + Bt + C + Ee! y realizar el mismo analisis de antes.

De esta forma, el método de superposicion se divide en dos casos:

Caso I: Ningun término en f(t) aparece en la solucién general homogénea: en tal caso
se propone x, como la combinacion lineal de los términos en f(¢) junto con todas las
derivadas de los términos de f(¢) que son linealmente independientes entre ellas.

Ejemplo 26. Halle la solucién de & — 3% + 22 = 2te3! + 3sint
La ecuacion caracteristica es

m? —3m+2=(m—-2)(m—-1)=0 (2.2.19)
por lo tanto, la solucién homogénea es
zp(t) = c1e® + cpet (2.2.20)

Observe que ningtn término de x;, esta presente en f(t) = 2te3 + 3sint , por lo tanto,
se estudian las derivadas de f()

f(t) = 2e3 + 6te® 4 3cost (2.2.21)
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y si se vuelve a derivar solo aprecerian términos con la misma forma que los que se
encuentrar en f(t) y f(t) por lo tanto, se propone una solucion de la forma

z,(t) = C1te® + Cysint + Cze® + Cycost (2.2.22)
luego
Zp(t) = C1e% + 30 te3 + Cy cost + 3C5e3t — Cysint = (2.2.93)
3C1te3t — Cysint + (Cy + 3C3) €3t + Oy cost -
observe que los términos de &), tienen la misma forma que los de x,. Luego
Zp(t) = 3C1e3 4+ 9C te3 — Cycost + 3 (Cy + 3C3) €3 — Oy sint (2.2.24)

= 90 tedt — Oysint + (6C1 + 9C3) €3t — Cy cost

sustituyendo la solucién propuesta y sus derivadas en la ecuacién y agrupando segiun la
forma del término se tiene que

(901 —9C1 + 201) ted3t 4+ (—Cg + 3Cy + 202) sint
+ (601 + 903 - 301 — 903 + 203) €3t + (—04 - 302 + 204) cost (2.2.25)
= 2te3! + 3sint

igualando los coeficientes de los términos respectivos se llega al sistema

2C) =2
Co+3C,=3
290y (2.2.26)
3C1 +2C3=0
Cy—3C,=0
que tiene por solucién
3 3 9
-1 -2 S = = 2.2.2
Cl C2 10 03 9 C4 10 ( 7)
por lo tanto,
xp(t) :te?’t—l—isint—ge?’t—i—gcost (2.2.28)
P 10 2 10 o
luego la solucién general es
z(t) = te + 3 sint — §63t + 9 cost + c1e? 4 coet (2.2.29)
10 2 10 o

Caso I1: Algin término de f(t) es t* (k > 0) veces un término u(t) de x5, que aparece de
una raiz de multiplicidad 7. En tal caso se propone un término de la forma t*+7u(t) como
solucién junto con todas sus derivadas linealmente independientes. Los demés términos

se tratan como en el caso I.
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Ejemplo 27. Determine la solucién de i — 53 + 4z = 8e!
La ecuacion caracteristica es

m?> —5m+4=(m—4)(m—-1)=0 (2.2.30)
luego la solucién homogénea es
zp(t) = crett + cpet (2.2.31)

Aqui aplica el caso I para 8e! con k =0y r = 1, por lo tanto se propone una solucién
de la forma (la derivada de te! no se incluye pues el término e’ ya esta dentro de la
solucion complementaria)

z,(t) = Cyte’ (2.2.32)

Derivando se obtiene

Cbp(t) = C’let + C’ltet

ip(t) = Cret + Cite! + Cret = Cyte! + 201 €l (2.2.33)
y sustituyendo en la ecuacién original
(C1 — 5C +4Cy) te! 4 (2C1 — 5Cy) e = 8¢t (2.2.34)
que implica
C) = —g (2.2.35)
por lo tanto la solucién completa es
x(t) = —gtet + crett + et (2.2.36)
Ejemplo 28. Halle una solucién de i — 2i + 2 = €.
La ecuacién caracteristica es
m?> —2m+1=(m—-172=0 (2.2.37)
Por lo tanto la solucién homogénea es
zp(t) = cre! + cote’ (2.2.38)

En este caso r = 2y f(t) = e’ es t° veces el término u(t) = e’ por lo que se prueba
con tF7u(t) = t9+2et = t2e!. Es decir, (no se consideran las derivadas pues ya aparecen
en la solucion homogénea)

z, = C1t%e! (2.2.39)
es facil verificar que en tal caso
Cy = % (2.2.40)
por lo que
z(t) = %tht + cre! + cote! (2.2.41)
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Ejemplo 29. Encuentre la solucién general de y” +y = sin’z

La ecuacién caracteristica es
m? 4+ 1= (m —i)(m+1) (2.2.42)
por lo que la solucién homogénea es

yn(x) = c1cosx + cosinz (2.2.43)

3

Luego, hay que escribir sin®x en funciéon de senos y cosenos. Para esto se utiliza su

representacién compleja

Sln3 r = eiz_efiz 3 o 6311_36211672'1_’_361167211_67311
R o 8 (2.2.44)
e3iT_ o —3iz 3(6”76_196)

— _ — _lg 3 &
= 5 + 5 = —7sin3x + $sinx

Comparando con la homogénea, el término —i sin 3z no se repite por lo que puede usarse

el caso I y suponer que la solucién particular es de la forma C1 sin 3z+Cs cos 3x. Por otro

lado, el término %sinx se repite (salvo el coeficiente) en la solucién homogénea, en este

caso, se toma kK =0y r = 1 pues las raices a las que esta asociado tienen multiplicidad
uno, por lo tanto, se supone una dependencia Csx cosx + Cyx sinx, es decir, se toma

yp(x) = Cysin3z + Cy cos 3z 4+ Cszcosz + Cyxsinx (2.2.45)

las derivadas son

y; =3C1cos3x —3Cysin3x + Cycosxz — Csxsinx + Cysinz + Cyx cosx
Yy, = —9C sin 3z — 9C5 cos 3z — 2C3 sinx — C3x cos (2.2.46)
+2Cycosxz — Cyxsinx

Sustituyendo en la ecuacion original

(—9C1 + C1)sin 3z + (—9C2 + Cy) cos 3z + (2C4) cos x + (—2C3) sinx

+(=Cy+ Cy)zsinz + (—C3 + C3) xcosx = —3sin3z + 3sinz (2.2.47)
por lo tanto
1 3
Ci=—=— Cy=0 C3=—= C4=0 2.2.48
1= 55 2 3 g ¢ ( )
y la solucién es
y(x) = 3 sin 3z — gTcosz +crcosx + casinw (2.2.49)
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2.2.1.2. Oscilaciones Forzadas

Con el método de coeficientes indeterminados es posible terminar de resolver el pro-
blema mecanico del resorte. Ahora se puede estudiar el problema de un oscilador que se
somete a una fuerza externa, es decir, estudiar la ecuacién

. F(t
i+ 2B + wir = (®) (2.2.50)
m
Se haré la suposicion de que la fuerza es sinusoidal, es decir,
F(t) = Am cos (wt) (2.2.51)

donde w es la frecuencia forzada y la amplitud se escoge de la forma anterior para
eliminar la masa de la ecuacién, es decir, hay que resolver

i+ 262 + wir = Acos (wt) (2.2.52)

primero que todo, hay que mencionar que tomar un seno o coseno es basicamente lo
mismo pues las funciones diferen tinicamente por su fase. Por otro lado, podria resultar
molesto suponer que la fuerza es un coseno pues parece una escogencia muy especifica:
sin embargo, como se verd mas adelante con las series de Fourier, es suficiente estudiar
senos y cosenos pues en cierto sentido toda funciéon puede descomponerse a través de
SEeNnos y Cosenos.

Primero se analizaré el caso sin amortiguamiento, luego el caso con amortiguamiento
con métodos complejos desde el incio en el caso de los circuitos (que formalmente es el
mismo que el del resorte), pues aparecen ideas ttiles al ver el método por completo con
nameros complejos.

2.2.1.2.1. Oscilaciones Forzadas sin Amortiguamiento Aqui se debe resolver
i+ wiz = Acos (wt) (2.2.53)
la solucién homogénea se estudié antes y conviene en este caso escribirla como
xp = c1 cos (wot) + c2 sin (wot) (2.2.54)

Por el método de coeficientes indeterminados, para proponer la solucién particular hay
que tomar en cuenta dos casos: cuando w = wy y cuando w # wy

> Caso w # wy: Se puede suponer que

xp = C cos (wt) + Cy sin (wt) (2.2.55)
derivando
&p = —Ciwsin (wt) + Cow cos (wt) (2.2.56)
ip = —Crw? cos (wt) — Cow? sin (wt) o
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sustituyendo en 2.2.53

—C1w? cos (wt) —Cow? sin (wt)+Crwd cos (wt)+Cow? sin (wt) = A cos (wt) (2.2.57)

que da
A
Wi — w
por lo tanto, la solucién completa es
A .
x(t) = —5—— cos (wt) + c1 cos (wot) + c2 sin (wot) (2.2.59)

2,2
Wy w

Observe que la solucién anterior estd “oscilando” a dos frecuencias distintas. Mas
aun, si la frecuencia forzada se acerca a la frecuencia natural, entonces las oscilacio-
nes se vuelven cada vez mas fuertes, por otro lado, si las frecuencias difieren mucho
entonces el primer término no va a contribuir tanto. Para analizar mejor la situa-
cion, se va a reescribir la solucién en forma ligeramente distinta. Primero que todo,
por la discusién realizada en el tema de amoriguamiento, la solucién homogénea
se reescribe como (la amplitud se ha reescalado para simplicar el algebra)

B
c1 cos (wot) + ez sin (wot) = —5—— cos (wot — ¢) (2.2.60)
wi —w
por lo que
1
z(t) = ——— (Acos (wt) + B cos (wot — ¢)) (2.2.61)

a su vez por simplicidad suponga que se han escogido las condiciones iniciales
z(0) = 0y £(0) = 0. En tal caso es facil verificar que puede tomarse B = —A y
¢ =0, de modo que la solucién se reduce a

A
z(t) = ——— (cos (wt) — cos (wot)) (2.2.62)
wg — w
Antes de continuar, es util realizar algunos experimentos ntmericos. Por ejemplo,
tomando una frecuencia forzada lejos de la natural, como (ignorando unidades)
A=8,w=1,wy=3, se obtiene la siguiente grafica
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Figura 2.2.1: Frecuencia forzada lejos de la natural x(t) = cos (t) — cos(3t)

Aqui es facil observar que el movimiento es periddico pues el cociente de las frecuencias
es un numero racional. Sin embargo, si el cociento no es racional entonces el movimiento
no es periddico. Por ejemplo, tomando A = 14, w = v/2, wy = 4 se obtiene

o

Figura 2.2.2: Frecuencia forzada lejos de la natural no racional, z(t) = cos (ﬁt) —
cos (4t)

que claramente no se repite nunca de la misma manera.
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Ahora suponga que se tiene una frecuencia forzada muy cercana a la frecuencia natural.
Definiendo wy — w = Aw como la diferencia entre las frecuencias se tiene en 2.2.62 que

A

x(t) = (Bw) 2o — ) (cos ((wop — Aw) t) — cos (wpt)) (2.2.63)
utilizando la identidad
cos o — cos f = 2sin (ﬁ%‘)‘) sin (O‘ ;r 5) (2.2.64)
se obtiene " A ) A
o) = Xy A (t 2“’) sin ((W) t) (2.2.65)

Observe que el periodo de la primera onda es é” mientras que el de la segunda onda es

Zwo ~ = lo cual significa que la primera onda cambia mucho més lento comparada con la
segunda. De esta forma, se puede interpretar el movimiento es el mismo que el de una

. 4
onda de periodo S0 modulada por una envolvente

sin <tA2w) ‘ (2.2.66)

en el sentido de que la funcion oscila entre —g(t) y ¢(t) rapidamente. Por ejemplo,
tomando wy =7y Aw = 0,1 y A = 10 se obtiene la siguiente grafica

2A
Aw 2wy — Aw)

g(t)

60

|
Tl w wu A1 w

-60

Figura 2.2.3: Grafica z(t) = (27398 7y sin (0—2125> sin ((LQM> t)
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> Caso w = wy : Ahora se toma como solucion particular
xp = C1t cos (wot) + Cat sin (wot) (2.2.67)
derivando

&p = (C1 + Cawpt) cos (wot) + (Co — Crwot) sin (wot)
it = Cawyp cos (wot) — wo (C1 + Cawpt) sin (wot) — Crwo sin (wot) + wo (C2 — Crwot) cos (wot)

(2.2.68)
sustituyendo en 2.2.53 se tiene
(2C5wp) cos (wot) — (2C wp) sin (wot) = A cos (wot) (2.2.69)
por lo tanto
A
Cir=0 Cy=— 2.2.70
1 2 90 ( )
luego la solucién completa es
A
x(t) = 2—t sin (wot) + ¢1 cos (wot) + co sin (wot) (2.2.71)
wo

observe que en este caso el comportamiento es completamente distinto pues con-
forme ¢t — oo el primer término va a crecer sin control por el factor de t. Tales
fenémeno en el cual la frecuencia de la fuerza sinusoidal coincide con la frecuencia
natural y produce amplitudes muy grandes se conoce como resonancia. En la vida
real basta con que la frecuencia sea muy parecida a la frecuencia natural.

Figura 2.2.4: Resonancia

Ahora se resolvera la ecuacion para el circuito en serie con corriente alterna

1
Li+ Rq+ Eq = Vy cos wt (2.2.72)
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A diferencia del caso anterior, habria tanto “amortiguamiento” como oscilaciones forzadas
por lo que resolver la ecuaciéon con soluciones reales desde el inicio se volveria muy largo.
Para simplificar el algebra, se resolvera 2.2.72 buscando soluciones complejas para una
ecuacion compleja asociada y se tomara la parte real hasta el final (esto es distinto
del Principio de Realidad que solo se utiliz6 para encontrar soluciones de una ecuaciéon
homogénea)

Figura 2.2.5: Cirucito RLC

Primero que todo, la frecuencia (angular) natural del sistema en este caso puede
obtenerse a través de la equivalencia formal entre circuitos y sistemas con resortes y es
en este caso

wi = % (2.2.73)
Luego, por la identidad de Euler
et = cos (wt) + isin (wt) (2.2.74)
2.2.72 se puede escribir como
Li+ Rg + lq = VoRe (e™") (2.2.75)

C

luego se buscaré resolver la forma compleja de 2.2.75, es decir,
1 _
Li+ Rj+ o= Voe™t (2.2.76)

y cuando se halle la soluciéon ¢(t) entonces la parte real sera solucion de 2.2.72. General-
mente es mas importante hallar la corriente I(t) que la carga ¢(t) por lo que derivando
con respecto al tiempo en 2.2.76 y usando que I = ¢ se va a resolver

.. . 1 )
LI+ RI + 5[ = iwVpe™! (2.2.77)

obviamente hay que hallar la solucion homogénea Ij(t) y una solucion particular I,(t).
Sin embargo, lo interesante aqui es hallar la solucién particular pues la homogénea se
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halla igual que siempre, es decir, con la ecuacién caracteristica. Para la solucién particular
se propone una solucion de la forma

I(t) = Ipe™* (2.2.78)

donde I puede ser compleja (como hay amortiguamiento no hay que preocuparse por si
w = wp 0 no) . Sustituyendo 2.2.78 en 2.2.77 se obtiene

1 . A
(—Lw2 +iRw + 5) Tpe™t = iwVpe™? (2.2.79)

dividiendo a ambos lados por iwe™! se llega a,

<R +i <wL - %)) Iy =V, (2.2.80)

la ecuacion 2.2.80 tiene la misma forma que la ley de Ohm V = IR si se identifica

Z=R+i <wL - i) (2.2.81)
wC
como una forma de resistencia compleja. Z se conoce como la impedancia del circuito.
La parte real de Z es simplemente la resistencia comtn mientras que su parte imaginaria
se conoce como la reactancia y se denota por X. La reactancia a su vez se divide en la
reactancia inductiva Xj; = wlL y la reactancia capacitiva X¢g = —%.
Luego la soluciéon particular es

Vo .
I, = 706“” (2.2.82)

como la impedancia Z es compleja no es util tenerla en el denominador. Sin embargo,
todo namero complejo puede escribirse en su forma polar, es decir,

Z =1|Z| e (2.2.83)

2 I — L
|Z| = \/R2 + <wL — %) ¢ = tan! (WTMC (2.2.84)

—i¢ iwt
= ‘/0 eth = ‘/Oe ¢6 e _‘/0 ei(Wtf(b)
|Z]| et |1Z] |1Z]
como se menciond antes, lo que interesa es la parte real de la solucién anterior, por lo

que la solucion particular que en verdad importa es (se utiliza el subindice r para indicar
que es real)

donde

Luego,
I

(2.2.85)

I, ,(t) = —; cos (wt — ¢) (2.2.86)
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para que I, , tenga las fluctuaciones mas grandes posibles (es decir, entre en resonancia)
se ocupa que |Z| sea lo més pequeno posible, es decir, se debe aplicar una frecuencia

w=uwy= L (2.2.87)
VLC
por lo tanto, la condiciéon de resonancia es la misma con o sin amortiguamiento. La
unica diferencia es que ahora la solucién no crece sin control ya que el término de
amortiguamiento (es decir, el término resistivo) se encarga de limitar su crecimiento.
Para interpretar ¢ se compara 2.2.86 con la forma de la fem, es decir,

I, (t) = — cos(wt —¢) V(t) = Vpcos (wt) (2.2.88)

Vo
2]

luego, se analizan tres casos comparando cos (wt — ¢) con cos (wt) :

1. Caso ¢ > 0: aqui cos (wt — ¢) alcanza su maximo cuando ¢t = %+27rn con n natural
(pues se supone que se comienza a analizar el circuito despties de ¢ = 0) mientras
que cos (wt) alcanza su méaximo cuando ¢ = 27n lo cual significa que la corriente
alcanza su méaximo después del voltaje

2. Caso ¢ < 0 : nuevamente los maximos ocurren en los mismos instante solo que
ahora como la fase es negativa la corriente alzanza su maximo antes del voltaje

3. Caso ¢ = 0: cuando la fase la frecuencia es la frecuencia de resonancia y en este
caso el voltaje y la corriente estan en fase.

2.2.2. Ecuacién de Cauchy-Euler

La ecuacion de Cauchy-Euler es una ecuaciéon diferencial lineal con coeficientes varia-
bles de la forma

nt g U g1 e

+ apz = f(t) (2.2.89)

donde los a; son constantes y las potencias de t siempre tienen el mismo grado que el
orden de la derivada frente al cual estan.

82



2 ODES Lineales y Temas Relacionados

Para resolver la Ecuacién de Cauchy Euler

d"x

d1g dx
—1 o
a”tn—dt” + ap_1t" e + -+ alt—dt + apx = f(t) (2.2.90)

se toman dos casos:
= Si se quieren soluciones sobre el intervalo (0, 00) se realiza el cambio de variable
t=e" u=Int (2.2.91)

y 2.2.90 se convierte en una ecuacién de coeficientes constantes. La solucién final
puede expresarse en términos de potencias de t, senos, cosenos y logaritmos.

= Si se quieren soluciones sobre el intervalo (—oo,0) se realiza el cambio de variable

t

—t (2.2.92)

v luego se aplica el primer caso.

Ejemplo 30. Resuelva tQCCl;TQm — 2tf§—f —4rx =0 parat >0

Se realiza el cambio de variable

t=e€" u=Int (2.2.93)
luego por regla de la cadena
dr  drdu dzl (2.2.94)
dt  dudt dut -
Po_d (V1 de_dadil Lde 1 (Ee dry 000
dt2  dt \du) t t2du du*dtt t2du 2 \du?® du -
por lo tanto la ecuacion diferencial se convierte en
Pz dx dx
— —— —2— —4dx= 2.2.96
du?  du du " ( )
que tiene por ecuacion caracteristica
m?> —3m—4=(m—-4)(m+1)=0 (2.2.97)
por lo que la solucién es
z(u) = cre®™ + cpe™ (2.2.98)
como interesa en funcién de la variable original
z(t) = ertt + ept ™1 (2.2.99)
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Los cambios de variable anteriores pueden aplicarse en cualquier situacién por lo que
es bueno enunciarlos por aparte:

Bajo el cambio de variable
t=e€" u=Int (2.2.100)

se pueden hacer las siguientes sustituciones:

dx dx
S d 2.2.101
2d%x dx dx ( cL- )
25 — =5 — 3~
dt? du? du

a2 4 172 =0
Ejemplo 31. Resuelva el PVI ¢ z(1) = -1

i(1) = -1
Por 2.2.101 la ecuacion diferencial se convierte en

AL BT (2.2.102)
du? du v o

que tiene por ecuacién caracteristica

dm? —dm + 17 = (m— <%+2z>> <m— (%—22» =0 (2.2.103)

luego la solucién es
1 1
z(u) = c1e2" cos (2u) + cze2" sin (2u) (2.2.104)

y en términos de ¢
z(t) = e1t1/? cos (2Int) + cpt'/? sin (21nt) (2.2.105)

Ahora hay que cumplir las condiciones iniciales.
—1=z(1)=¢ (2.2.106)
como

z(t) = %t_l/Q cos (2Int) — 21t~ Y2 sin (21nt) + %t_lﬂ sin (21nt) + 2ot ™2 cos (2In t)

(2.2.107)
aplicando la segunda condicién inicial
1 1
——=a(l) = —= +2¢ (2.2.108)
2 2
por lo que
ca =0 (2.2.109)
y la soluciéon es
z(t) = —t"/% cos (2In t) (2.2.110)
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Ejemplo 32. Resuelva 2%y —zy +y =1Inz
En este caso el cambio de variable es

r=¢€" u=Inx (2.2.111)

y aplicando 2.2.101 con el cambio de notacién respectivo la ecuacion diferencial se con-
vierte en

d*y dy dy
_— = - = = 2.2.112
du? du du ty=u ( )
la ecuaciéon caracteristica es
m?> —2m+1=(m—-12=0 (2.2.113)

luego la solucién homogénea es
yn(u) = c1e” + coue® (2.2.114)

Para la particular se toma
yp(u) = Cru + Cy (2.2.115)

y sustituyendo en 2.2.112 se llega a

—2C1+Ciu+Cy=u (22116)
o bien
Ch=1 Cy=2 (2.2.117)
por lo tanto la solucién general es
y(u) =u+ 2+ cre” + coue" (2.2.118)
y en términos de x
y(x)=lnz+2+cx+corlne (2.2.119)

2.2.3. Reduccion de Orden

Para el método de reducciéon de orden se considera una ODE lineal de segundo orden
con coeficientes variables.

i+ pt)i+qt)r = f(t) (2.2.120)

En este caso, la ecuaciéon homogénea no puede hallarse con la ecuacion caracteristica pues
los coeficientes no son constantes por lo que en general no hay una manera algoritmica
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para resolver la ecuacion. Sin embargo, en el caso que se conozca una solucion x4 (t) de
la solucién homogénea
Z4+pt)t+q(t)r=0 (2.2.121)

entonces otra solucion de la homogénea x5 puede hallarse suponiendo que es de la forma
xo(t) = x1(t)u(t) (2.2.122)
donde u(t) es una funcion por determinar. Primero que todo

To = T1U + T1U

To = Z1u + 2410 + 214 (2.2.123)
y sustituyendo estas expresiones en 2.2.121 se obtiene que
Z1u+ 2210 + 21t + p (F1u + 10) + griu =0 (2.2.124)
se agrupan los términos de la siguiente forma
U <'x'1 + pxy + qx1> + 2410 + 214 + pria =0 (2.2.125)

el término senalado da cero pues x7 es solucién de la ecuacién homogénea por lo que la
ecuacion se reduce a
r1U + (2.%.'1 + pxl) u=20 (2.2.126)

si se hace el cambio de variable
V=1 (2.2.127)

la ecuacion es lineal de primer orden, es decir

10 + (281 + pr1)v =0 (2.2.128)
se divide primero por x
b+ <2ﬂ +p> v=0 (2.2.129)
I
y luego como '
of (25+p)it _ 22l P(D)dt (2.2.130)
la ecuaciéon se puede escribir como
d
= (x%efp(”dtv) =0 (2.2.131)
o bien
v = cyay e JPOU (2.2.132)

como v = Ccll—? la ultima ecuacién es de variables separables y tiene por solucién

u = /clxl_zefp(t)dtdt + ¢ (2.2.133)
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de hecho si se toma ¢; =1 y ¢ = 0 la solucién

e~ Jp(t)dt

xao(t) = :Iil(t)/zidt (2.2.134)
zi(t)

es solucién linealmente independiente con z1 de la ecuacién homogénea asociada. De

nuevo recordar la forma de la segunda solucién no es necesario, solo es importante saber

el cambio de variable.

Suponga que se conoce una soluciéon z1(t) a la ecuacion lineal homogénea
Z+pt)t+q(t)r=0 (2.2.135)
Entonces otra solucion zs(t) puede hallarse tomando

2a(t) = 21 (H)u(t) (2.2.136)

y resolver la ecuacion lineal que aparece para u(t).

Ejemplo 33. Encuentre la solucién general de (2t2 + 1) T — 4ttt + 4x = 0 dado
que z1(t) =t es una solucién de la ecuacidn.
Se supone que la segunda solucion es

xr9 =tu (2.2.137)

por lo que
fo =u—+th o =20+t (2.2.138)

Reemplazando en la ecuacion diferencial se tiene

(262 + 1) (2a + tit) — 4t (u + i) + 4tu =0 (2.2.139)
o bien
(2 +1)ti+ (42 +2—4t%) 0 =0 (2.2.140)
ahora se hace el cambio de variable
v=1 (2.2.141)
para resolver
(2t +1) 94+ 20 =0 (2.2.142)
o bien
2 = (2.2.143)
Tieev) T -
se puede ver como una ecuacién lineal o separable
1d dt
A (2.2.144)

20 t(212+1)
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para integrar ——— se usa fracciones parciales

t(t2+1)
1 A Bt+C
— == — 2.2.145
t(2t2+1) ¢t +2t2+1 ( )
que da
A=1 B=-2 (C=0 (2.2.146)
luego integrando 2.2.144
1 [dv dt t
- —=] —=2 | ———dt 2.2.147
2 / v / t / 22 + 1 ( )
o bien
Inv=—2Int+In(2t> + 1) — 2¢, (2.2.148)
exponenciando
v=e21t"2 (22 + 1) (2.2.149)
como v = U hay que resolver
du=e " (24+t2)dt (2.2.150)
integrando a ambos lados
u=e (2t —t ) 4 e (2.2.151)
puede tomarse ¢; = 0 = ¢y y se obtiene que u = 2t — ¢t~ por lo que
To(t) = ury = 26> — 1 (2.2.152)
por lo tanto, la solucién general es
z(t) = et +co (267 — 1) (2.2.153)

2.2.4. Variacion de Parametros

De todos los métodos que se han visto para resolver ecuaciones lineal, el método de
variacion de pardmetros es el mas general para hallar la forma de una solucién particular
zp, de la ecuacion

4+ pt)e+q(t)r = f(t) (2.2.154)

Primero se supone que se han podido hallar dos soluciones x1, x2 de la ecuacién homo-
génea asociada
Z4+pt)t+q(t)r=0 (2.2.155)

el método de variaciéon de pardmetros consiste en suponer que la solucién particular es
de la forma
xp(t) = c1(t)x1(t) + ca(t)z2(t) (2.2.156)
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donde ahora c1, co son funciones y no constantes. De esta forma

Tp = €11 + €121 + CaT2 + Cog

Tp = €121 + 2¢121 + 121 + Coxa + 2¢2%9 + codio (2.2.157)
sustituyendo en 2.2.154 se obtiene
. c1x1 + .2613'31. + 11 + Coxg + 2¢oT9 + Coia+ (2.2.158)
p (G121 + 181 + Cawa + caia) + q (121 + cax2) = f(1)
que se puede agrupar como
1 (&1 + pa1 + qz1) + 2 (Z2 + pia + qa2) (2.2.159)

+E1x1 + 26131 + Caxa + 26280 + p (¢121 + Cama) = f(1)

las primera linea es cero porque x1, 9 satisfacen el sistema homogéneo por lo que hay
que resolver la ecuacién

1T + 26121 + Coxo + 2¢ox0 + p <é11‘1 + éQ.%'Q) = f(t) (2.2.160)
————

como solo se tiene una ecuacién para encontrar dos funciones, hay que imponer alguna
otra ecuacion que cumplan las ecuaciones. Se va a tomar como ecuacion adicional que el
coeficiente que multiplica a p sea cero, es decir, se va a pedir que

11 + Coxg =0 (2.2.161)
como esta ecuacion es cero puede derivarse con respecto a t nuevamente para obtener
G121 + €121 + Coxg + ot =0 (2.2.162)
sustituyendo las tltimas dos ecuaciones en 2.2.160 se obtiene que
G1&1 + éae = f(1) (2.2.163)

por lo tanto, hay que resolver el sistema de ecuaciones

. N
{Cm ot (2.2.164)

C1T1 + CoTo = f(t)

que puede escribirse en forma matricial como

( ii ii ) < Z; ) - ( f?t) ) (2.2.165)

que por la regla de Cramer tiene solucion

=) oSl
“a= W($1,:L‘2) 2= W(:l;th) (22166)
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v luego se integran las ecuaciones anteriores que son de variables separables.

Para resolver
T4+ pt)t+q(t)r = f(t) (2.2.167)
conociendo dos soluciones 1,y de la ecuaciéon homogénea asociada
4+ pt)t+q(t)r=0 (2.2.168)
se toma
xp(t) = c1(t)z1(t) + cat)za(t) (2.2.169)
y se resuelve el sistema
Tr1 I2 ('31 0
. . = 2.2.170
<I1 $2><C2> <f(t)> ( )
que tiene solucion
t t
o= — vaf(t) Gy = _nf) (2.2.171)
W/(ZEMSCQ) W(SL‘l,:E2>
luego se integran las dos ecuaciones para obtener cy, cs.

Ejemplo 34. Resuelva la ecuacién & — 4i + 4z = (t + 1)e?
Primero se resuelve la ecuaciéon homogénea. La ecuacién caracteristica es

m? —dm+4=(m-2%*=0 (2.2.172)
por lo que se toman como soluciones de la homogénea
z1(t) = e xo(t) = te? (2.2.173)

luego el Wronskiano de las soluciones es

2t te2t

€ 4 4
W(zy,me) =| oo o o2t | =€ P42t —2t) = et (2.2.174)
por 2.2.171 se tiene
. tet (t 4+ 1) e . et (t+1) et
e e

luego hay que resolver

S g2 —_B_ £

G =—t"—t—c L3 2 (2.2.176)

C.2:t+1—>62:5+t

La solucién particular es

N o £ ot Lz o 1o o
Ty = C1T1 + %o = <—§ — 5) e’ + <§ +t> te”t = Et e’ + 515 e (2.2.177)
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y la soluciéon completa es

1 1
w(t) = o7 + D12 + c1e® + cpte (2.2.178)

Ejemplo 35. Encuentre la solucién de ¢y’ — 3y + 2y = sine™®

En este caso ecuacion caracteristica es

m? —3m+2=(m—2)(m—-1)=0 (2.2.179)
por lo que las soluciones de la homogénea son
yi(x) =" ya(x) =€ (2.2.180)
en este caso el Wronskiano es
e 6296 3z
W) =| & o |=¢ (22.181)
Luego por 2.2.171
, e?® sine™® , €Psine””®
=5 — =3 (2.2.182)

Para integrar las ecuaciones anteriores se hace el cambio de variable u = e™® en ambos
casos, de esta forma

c1=— [e*sine *dr = [sinudu = —cosu = —cose” "
Ccy = f e 2 gine Tdx = — f usinudu = ucosu — f cosudu = e Fcose ¥ —sine™ *
(2.2.183)
Por lo tanto
Yp = (—cose ™) e + (e P cose” ¥ —sine™?) X = —*gine™® (2.2.184)
v la solucién general es
y(x) = —e*Tsine™® + ¢1e” + cpe® (2.2.185)
2.3. Solucién de otras ODEs
2.3.1. Ecuaciéon de Bernoulli
Una ecuacién de Bernoulli es una ecuacion de la forma
Y +p(2)y = q(z)y" (2.3.1)

Sin = 0,1 la ecuacion es lineal. De lo contrario se realiza el cambio de variable

que la convierte en una ecuacién lineal en u.

u=y'" " (2.3.2)
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Ejemplo 36. Resuelva y/ + 2y = zy
En este caso n = —3 por lo que se escribe
uw=y'" =y — du = 43dy (2.3.3)

Luego
dy dydu 1 _5,
& _ LI _ - 2.3.4
dr  dudx P (2:34)

Por lo tanto la ecuacién se convierte en

1
Zy*?’u' +ay=ay > (2.3.5)
o bien dividiendo por 33
v+ dru = 4z (2.3.6)
como
el dwde _ o2 (2.3.7)

multiplicando a ambos lados por 2.3.7 se reescribe como

d
. (ue2x2> = 4pe®” (2.3.8)
integrando a ambos lados , ,
ue?® = e* 4 ¢ (2.3.9)
o bien ,
yt =1+ ce ™ (2.3.10)

2.3.2. Ecuacién de Riccati

Una ecuacion de Riccati es una ecuacion de la forma
Y+ p(@)y’ +q(z)y = r(z) (2.3.11)

Si p(x) = 0 la ecuacion es lineal mientras que si r(z) = 0 la ecuacion es de Bernoulli.
En el caso general, se supone que se conoce una ecuacion particular y, y se realiza el

cambio de variable .

que la convierte en una ecuacién diferencial lineal de primer orden.
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Ejemplo 37. Resuelva y' = 2tanzsecx — y?sinz sabiendo que y,(r) = secz es
una solucion.
Por 2.3.12 se utiliza el cambio de variable

1

y=secx + — (2.3.13)
U
derivando con respecto a x
/
, u
=secrtanzr — — 2.3.14
Y » ( )
y sustituyendo en la ecuacién original
u’ 1\?
secrtanr — — = 2tanxrsecx — (secx—i— —> sin (2.3.15)
U U
simplificando un poco se obtiene
w2 ine+ —s (2.3.16)
— = —secrsinz + — sinz 3.
u? u?
multiplicando por u?
v —2useczsinz = sinz (2.3.17)
como .
e~ [2secxzsinzdr _ e—ZI%dm — elncosz _ 2 (2318)

por lo tanto se multiplica por 2.3.18 a ambos lados y se reescribe la ecuacién como

= (ucos® ) = sinz cos® x (2.3.19)
x
como )
/sinx cos® xdx = —3 cos® x (2.3.20)
se obtiene 1
ucos® x = —3 cos® x4 ¢ (2.3.21)
o bien como u = —=— se obtiene
y—secx
1 —cos®x +3
o (2.3.22)
Y —secT 3cos“x
o bien )
3cos“x
_ r 9.3.23
Y Secx+—cos3x+3c ( )
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2.3.3. Ecuaciéon de Lagrange

La ecuacion de Lagrange es una ecuacion de la forma

y=zpy) + () (2.3.24)

Para resolver 2.3.24 se deriva con respecto a x la ecuacién y se realiza el cambio de
variable
u=1y (2.3.25)

y se obtiene una ecuacién lineal en x. La solucién queda en forma paramétrica en funcion
de u, es decir, se escribe como x = z(u) y y = y(u)

Ejemplo 38. Resuelva la ecuacién y = z(1+¢') + (v/)3
Primero se deriva la ecuacién con respecto a x

v =1+y +ay" +3()y" (2.3.26)

luego se utiliza el cambio de variable

u=1y (2.3.27)
para obtener
0=1+2% 45,20 (2.3.28)
= r— + 3u”— 3.
dx dx
o bien
@ _ 32 (2.3.29)
—_—_— = U J.
du "
se escribe en la forma estandar
0T | e 32 (2:3.30)
- €T = — J.
du
el factor de integracion es
el 1du — gu (2.3.31)
multiplicando por e* a ambos lados
d
eud—i + ety = —3uZe" (2.3.32)
o bien J
%(:Ue“) = —3u’et (2.3.33)
como
/uQe“ = u?e" — 2/ue“ = u?e" — 2 (ue — e¥) (2.3.34)
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por lo tanto
ze' = —3u?e" + 6ue” — 6e” + ¢ (2.3.35)
la solucién paramétrica es
z(u) = —3u? + 6u — 6 + ce ™ (2.3.36)

y la ecuacion original y = x(1 +3) + (y/)® permite escribir y como funciéon de u segin

y(u) = x(1+u)+u® = (=3u® + 6u — 6+ ce ™) (1+u)+u’ = —2u? +3u? —6+ce (1 +u)

(2.3.37)
por lo tanto la solucién en forma paramétrica es
= —3u® +6u— 6+ ce ™

x(u) u2 + u2 + ce (2.3.38)

y(u) = —2u® + 3u® — 6 + ce (1 + u)
2.3.4. Ecuacion de Clairaut

La ecuacion de Clairut es un caso particular de la ecuacion de Lagrange
y=xy + () (2.3.39)

Primero se deriva con respecto a = y se resuelve haciendo el cambio de variable
u=1y (2.3.40)

En este caso la solucién puede escribirse en funciéon de z y puede aparecer una solucién
singular que aparece al eliminar u de las ecuaciones

y=xu+u) x4+ (u)=0 (2.3.41)

Ejemplo 39. Resuelva la ecuacién y = zy’ + (y/)?
Se deriva primero la ecuacién con respecto a x.

y =y +ay’ +3)% (2.3.42)

luego haciendo el cambio de variable

u=1y (2.3.43)
hay que resolver
du du
0=x2— +3u’— 2.3.44
wdw +ou dx ( )

que se puede escribir como
(z+3u?) — =0 (2.3.45)
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la solucion de la ecuacion anterior es (dividiendo por = + 3u? a ambos lados)

u=c (2.3.46)
es decir,
v = (2.3.47)
integrando la ecuacion se tiene
Yy =c1r+ c (2.3.48)

observe que aqui aparecen dos constantes pues para resolver la ecuacion se derivd con
respecto a x aumentando su orden. Como se quiere una soluciéon de la ecuacion original
y=xy + (y')? se reemplaza 2.3.48 en la ecuacién anterior para obtener

ax+cy=zc + (¢r)? (2.3.49)
luego
e =(c1)? (2.3.50)
por lo que la solucién es
y(z) = ez + (¢1)? (2.3.51)

Para obtener la solucién singular se resuelven las ecuaciones 2.3.41, es decir,

1
y=zut+u® x=—3u? u::t\/—gac (2.3.52)

sustituye la segunda ecuacién en la primera la solucién singular es

3
ys(z) = im\/—éx + ( —%x) (2.3.53)

2.3.5. Otros ejemplos

Los siguientes ejemplos pueden resolverse con las técnicas estudiadas hasta el momen-
to. Algunos de estos ejemplos ilustran la forma en que se resuelven algunos modelos
matematicos sencillos de la vida real que aparecen en distintas aplicaciones.

Ejemplo 40. Suponga que se tiene un tanque que puede contener 100 L y que
en un momento dado posee 10 kg de sal disueltos en 60 L. de agua. A su vez,
se anade una solucién de agua y sal que posee una concentraciéon de 0,1 kg
de sal por cada litro de la soluciéon y que entra dentro del tanque a una tasa
de 5 L por minuto. A su vez, se supone que la solucién dentro del tanque
se mezcla bien de modo que la concentracion de sal en el agua siempre es la
misma y se bota del tanque a una razén de 3 L por minuto. ;Cuanta sal hay
en el tanque en el momento en que este esta lleno?
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Para comenzar a resolver el problema lo mas importante es realizar un diagrama de
la situacion.

5 L/min
0.1 kg/L sal

Ne—

60 L

10 kg sal
L

\¢3/14/min

Figura 2.3.1: Tanque y concentracién inicial

Para resolver el problema, se toma m(t) como la cantidad de sal en kilogramos en el
tanque en tiempo ¢. Por las condiciones del problema m(0) = 10. Si At es un intervalo
de tiempo muy pequetio (medido en minutos) entonces el cambio de sal en el tanque es

/Am ~ masa que entra — masa que sale =
(tasa de entrada de mezcla) (concentracion de sal que entra) At (2.3.54)
— (tasa de salida de mezcla) (concentracién de sal que sale) At

Por los datos del problema se tiene (en estos problemas es 1til tener presente las unidades
de las cantidades fisicas)

L
tasa de entrada = 5—— (2.3.55)
min
iy kg
concentracion de sal que entra = 0’1f (2.3.56)
. L
tasa de salida de mezcla = 3—— (2.3.57)
min

Falta hallar la concentracién de sal que sale que no viene dada directamente a partir de
los datos del problema. Primero que todo el volumen de la mezcla V' (¢) en el tanque en
tiempo t es

V(t) = 60L + (5 — 3)tL (2.3.58)
como la concentracion de sal es uniforme dentro del tanque se tiene

m(t) m(t)
V(t)  60L+ (5— 3)tL

(2.3.59)

concentracién de sal que sale =
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por lo tanto, tomando Am — 0 en 2.3.54 se tiene

d k
dm _ 5 ke 3m
dt

(2.3.60)

min  60min + 2tmin

ignorando las unidades (ya sirvieron sus propoésitos) hay que resolver la ecuacion dife-
rencial

dm 3m
- =05 2.3.61
dt * 60 + 2t ’ ( )
la ecuacion es lineal en m y tiene por solucién
60 + 2t _
m(t) = ;5 + ¢ (60 + 2t) /2 (2.3.62)

para hallar la constante se utiliza la condicion inicial m(0) = 10 y se obtiene ¢ = 4 (60)3/ 2,

El tanque esta lleno cuando V(t) = 100, es decir, ¢ = 20. La cantidad de sal en ese
instante es entonces

60 + 40 _
m(20) = %0 +4(60)%2 (60 + 40)~3/? ~ 11,86kg (2.3.63)

Ejemplo 41. Suponga que se lanza una particula verticalmente con velocidad
inicial vy y la resistencia del aire esti presente. Se toma tal resistencia pro-
porcional a la velocidad, es decir, F, = —kv (k > 0). A su vez, se toma en
cuenta el peso de la particual de masa m, Iy, = —mg. Halle la altura maxima
que alcanza la particula y el tiempo que toma en alcanzarlo.

Se utiliza la segunda ley de Newton F' = mg—;’ donde F representa la fuerza neta. Por
lo tanto, hay que resolver la ecuacion diferencial

dv

m—o = —kv —mg (2.3.64)

La ecuacion anterior es lineal en v y se escribe como

L (2.3.65)
dt m’l)— g 0.

el factor de integracion es en este caso
k k
ef mdt = emt (2.3.66)

multiplicando por él a ambos lados se obtiene

d
o <e%tv> = —gem? (2.3.67)
luego
emly = —%e%t +c (2.3.68)
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o bien m .
u(t) = _g? + ce”m! (2.3.69)

utilizando la condicién inicial v(0) = vy se obtiene

v = —% te (2.3.70)

o bien

_gm (LOJrgm) e~ mt (2.3.71)

v(t) = ? + 3

Suponiendo que se utiliza el eje y para medir la altura de la particula y que y(0) = 0
entonces 2.3.71 es a su vez la ecuacion

% =y (LO Z mg) ot (2.3.72)
como la ecuacion es de variable separables se tiene
y(t) = —%t - (W) e mt + ¢ (2.3.73)
con la condicién inicial se tiene
0= — kmvok‘; gm® o (2.3.74)
por lo que
y(t) = —%t + (W) <1 - e—%t> (2.3.75)

La altura maxima se alcanza cuando % = v(t) = 0, es decir, usando 2.3.71 cuando

k 2
0= _™Mg  (MEFgmT _ky, (2.3.76)
k k
por lo tanto
am —ky
kvg + gm c ( )
tomando el logaritmo natural se tiene que el tiempo de altura maxima es
m gm
tp=—>"In| ——— 2.3.78
" Ko (kzvo + gm> ( )

Luego la altura méxima ocurre en y (t,,), es decir,

2 2 2
gm gm mkuvg + gm gm gm kvg mug
Y k2 n<k00+gm>+< k2 > < k:vo—i-gm) k2 n( +mg>+ k

(2.3.79)
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A veces una sustancia C se produce a partir de dos sustancias A y B, por ejemplo en
las reacciones quimicas. Es natural suponer que la produccién de la nueva sustancia es
proporcional a la cantidad que todavia no ha sido utilizada de cada una de las sustancias
originales. Si s40 y spo representan las cantidades iniciales de las sustancias y z(t)
representa el nimero de unidades de la sustancia C' en tiempo t entonces las hipotesis
anteriores implican que

d
d_f =k(sao—mz)(spo— nx) (2.3.80)

donde una unidad de C' se forman con m unidades de A y n unidades de B.

Ejemplo 42. Suponga que una unidad de una sustancia C' se forma al tomar
dos unidades de A y dos unidades de B cuyas cantidades iniciales son respec-
tivamente sy 0 = 10 y spo = 8. Si la tasa a la que se forma la sustancia C es
conjuntamente proporcional a las cantidades remanentes de A y B halle el
nimero de unidades de C en tiempo ¢ si 2(5) = 1 donde el tiempo se mide en
minutos y z(t) es el nimero de unidades en tiempo t.

Se utiliza 2.3.80 con s40 = 10, spo =8, m =n = 2.

d
d—f = k(10 — 22) (8 — 22) = 4k (5 — z) (4 — 2) (2.3.81)
Por fracciones parciales
1 1 1
= — (2.3.82)

por lo que hay que resolver

1 1
——— )dz =4 2.3.
(4_w 5_x>dx et (2.3.83)

integrando a ambos lados (observe que por las condiciones del problema z < 4 siempre)

—In(d—2)+In(b—2z) =4kt +c (2.3.84)
que puede escribirse como
5 —
— z — eCelht (2.3.85)

primero que todo, como inicialmente no hay sustancia C, es decir, 2(0) = 0 se tiene
— = (2.3.86)
por lo que

5— 5
T2 Akt

2.3.
1.1 (2.3.87)
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usando la condicién inicial z(5) =1 se tiene

% = Zemk (2.3.88)
o bien
k= 2—10 In (1—?) (2.3.89)
por lo tanto - .
—x 11,16
= e In(53)¢ (2.3.90)

cuando t = 10 un calculo sencillo muestra que x = 1,63

Otro modelo sencillo es en el que se disuelve una sustancia en una soluciéon y la tasa
en que se disuelve la sustancia es proporcional a la cantidad de substancia que todavia
no se ha disuelto y la diferencia entre la concentracién de la solucién saturada y la
concentracion actual de la sustancia en la solucion.

En este caso se toma xz(t) representando la cantidad de sustancia no disuelta en tiempo
t, V es el volumen de la solucion. Si z(0) = z representa la cantidad inicial como xo—z(t)
representa la cantidad que se ha disuelto en tiempo ¢ y M_Tx(t) la concentraciéon de la
sustancia en la solucion entonces

dx To— T
b ko (C - ) (2.3.91)

donde ¢ es la concentracion de la sustancia en la solucién saturada.

Ejemplo 43. Se colocan 5 kilogramos de una sustancia C en dos litros de agua
y se encuentra que 1 kg se disuelve en una hora. Suponiendo que la solucién
saturada corresponde a una concentraciéon de 4 kg por litro, halle: a) la can-
tidad de C que no se ha disuelto después de dos horas. b) La concentracion
de la solucion después de tres horas y ¢) cuando la concentracion sera de dos
kilogramos por litro.

Se utiliza la ecuacién 2.3.91. En este caso

kg
=4= 2.3.92
c= 1 (23.92)
xo = bkg (2.3.93)
V = 2L (2.3.94)
Luego hay que resolver

dx 5—x
— =kx(4- 2.3.95
at ( 2 ) (2:3.95)
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o bien J L
x

— == 2.3.

pm 2x(3+x) (2.3.96)
la ecuacion es de variables separables por lo que se puede escribir como

dx k

— = —dt 2.3.97

z(r+3) 2 ( )
por fracciones parciales

1 1 1
= — (2.3.98)

z(z+3) 3z 3(x+3)

integrando la ecuaciéon a ambos lados se obtine

3
Inz —In(z+3) = §kt +c (2.3.99)
o bien . ,
$+3:eqﬁm (2.3.100)
por lo tanto, la cantidad no disuelta en funcién del tiempo es
3
3eCt Skt
o(t) = 22 (2.3.101)
1 — ecre2h

para hallar los valores de las constantes se utilizan las condiciones z(0) =5y z(1) = 4.
La primera condicién implica que

3et
5= 1_f601 (2.3.102)
por lo que
5
et =2 (2.3.103)
reemplazando en 2.3.101
15¢2H 15
z(t) = — = (2.3.104)
8 —5e2kt  gezk 5
La segunda condicién da
15¢2*
4= (2.3.105)
8 — be2”
o bien 39
ékzzg (2.3.106)
por lo tanto
2 32
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luego a) la cantidad no disuelta después de 2 horas es

z(2) = m ~ 3,28kg (2.3.108)
para b) primero se calcula
2(3) = — 2 97k (2.3.109)
8e’3ln(%) _5
por lo tanto la cantidad disuelta en el agua es
x(0) — z(3) = bkg — 2,74kg = 2,25kg (2.3.110)
y la concentracién seria 0051 .
> fg = 1,1253g (2.3.111)

para c) si la concentracion es de dos kilogramos por litros como hay dos litros de
agua eso significa que se han disuelto 4 kilogramos por lo quedaria solo un kilogramo sin
disolver. Luego, hay que ver para que tiempo se cumple 1 = z(t), es decir,

15
l=— o (2.3.112)
ge 2M —5
o bien 20
e 2kt = 3 (2.3.113)
tomando logaritmo
3 )
—kt=—In{ = 2.3.114
2/<:t n <2> (2.3.114)
usando el valor de k .
= G) oo (2.3.115)
- 32y — e
In (55)

Muchas veces en una ecuaciéon diferencial de segundo orden no aparece explicitamente
la funcion sino que solo sus derivadas, es decir, se tiene F(z,y’,3”) = 0. En tal caso para
resolver la ecuaciéon primero se utiliza el cambio de variable u = ¢ y se resuelve para u
la ecuacion de primer orden que aparece.

Ejemplo 44. Resuelva la ecuacién diferencial zy” = ¢/
Se realiza el cambio de variable u = 4’ y la ecuacion se convierte en

o =u (2.3.116)

esta ecuacion es lineal en u 1
W —=u=0 (2.3.117)
T
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y el factor de integraciéon es

e/ vde = -1 (2.3.118)
por lo tanto

d (1
o bien

u=cx (2.3.120)
luego
g 2
y=ca5 + co (2.3.121)

A veces la variable independiente no aparece en una ecuacion de segundo orden, es
decir, se tiene una ecuacion de la forma F(y,y’,y”) = 0. En tal caso puede utilizarse
nuevamente la sustituciéon u = 3’ y utilizar y como variable independiente mediante

/) y_du _dudy  du

=u="—="—==y— 2.3.122
4 YT dy dx udy (2.3 )

Ejemplo 45. Resuelva la ecuacién yy” + (/)% = 0
Se utiliza nuevamente el cambio de variable u = 3’ y como en la ecuacién no aparece x
explicitamente se utiliza el hecho de que 3" = uz—z. Por lo tanto, la ecuaciéon se convierte

en

du 3
bkt =0 2.3.123
s+ u (23.123)
o bien J
U 2
= —__ 2.3.124
Vg = " ( )
como es de variables separables se escribe en la forma
d d
o= (2.3.125)
U Yy
integrando a ambos lados
1
—=lny+c (2.3.126)
u
lo cual da 1
7 =lny+a¢ (2.3.127)
se puede resolver implicitamente ya que la ecuaciéon es separable como
dx = (Iny + 1) dy (2.3.128)
como
/ln ydy =ylny —y (2.3.129)
la solucioén final es
r=ylny—y+c1y+ co (2.3.130)

104



2 ODES Lineales y Temas Relacionados

Ejemplo 46. Determine la regién del plano zy en la cual la ecuacién diferencial
y = 2+ y — 2z + 3. Encuentra la solucién singular de la ecuacién anterior.
Determinela. ;Afecta la existencia de tal soluciéon la unicidad en el punto

anterior?
El problema anterior se puede escribir como y’ = f(z,y) donde f(x,y) = 2+/y — 2z + 3.
Primero que todo, para que la ecuacién tenga sentido se ocupa que y —2x +3 > 0 o bien

y>2x—3 (2.3.131)

En segundo lugar, como
of _ 1

e 2.3.132
oy 2vy—2x+3 ( )

el teorema de existencia y unicidad permite garantizar una solucién tnica cuando 2+/y — 2x + 3 #

0, es decir, cuando
y—2x+3#0 (2.3.133)

Y =2+y—2x+3

esté garanti-
y(zo) = o

por lo tanto, la unicidad de la solucion del PVI {

zada cuando el punto (xg,yo) cumple
Yo > 2x9 — 3 (2.3.134)
Para encontrar la solucion singular primero se realiza el cambio de variable
u=y—2x+3 (2.3.135)
derivando la ecuacién anterior se obtiene
u=y -2 (2.3.136)
por lo que la ecuacién diferencial original puede escribirse como
v = (2.3.137)

dado que la ecuacion es de variables separables para resolverla hay que dividir por /u.
Sin embargo, en tal momento aparece la restriccion de que la raiz no se anule. La solucion
singular es precisamente cuando \/u = 0, es decir, cuando

y=2zx—3 (2.3.138)

No se viola el teorema de existencia y unicidad precisamente porque tal ecuacion esta
sobre la regién en la que el teorema no es valido.
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Ejemplo 47. Halle la soluciéon general de la ecuacion diferencial de segundo
orden con coeficientes variables definida para x > 0: 2y’ —(2z—1)y'— (1—2)y = €*
conociendo que ¢ es la suma de dos soluciones de la ecuacién diferencial
homogénea

Por el principio de superposicién la suma de dos soluciones de la ecuaciéon homogénea
vuelve a ser soluciéon de la ecuaciéon homogénea lo cual significa que e” es soluciéon de

zy" — 2z -1y —(1—2)y=0 (2.3.139)

como puede verificarse facilmente. Ahora hay que hallar otra solucién linealmente inde-
pendiente para 2.3.139. Se utiliza el método de reducciéon de orden, es decir, se toma la
segunda solucién yo como

() = (@) (z) = u(w)e” (2.3.140)

por lo tanto

yh = u'e” +ue” = (u +u)e®

yé/ — (u// + u/)el‘ + (u/ + u)e$ — (u// + 2u/ +u)61‘ (23]‘41)
y sustituyendo en 2.3.139
r(u” +2u" +u)e® — 2z — 1) (v +u)e” — (1 — z)ue® =0 (2.3.142)
se puede eliminar e* de la ecuacién y agrupar segin las derivadas
o +2r 22+ D +(x—22+1-14+2)u=0 (2.3.143)
haciendo el cambio de variable v = u/ hay que resolver
2 +v=0 (2.3.144)
la cual es lineal y puede escribirse como
d (zv) =0 (2.3.145)
— (zv) = 3.
dx
por lo tanto
v =1 (2.3.146)
ahora hay que resolver
W= (2.3.147)
x
que tiene por solucién
u=clnz+c (2.3.148)
por lo tanto
y2(x) = (c1Inx + o) €” (2.3.149)
como solo se ocupa una soluciéon homogénea se toma c¢; = 1y co = 0 para que
ya(z) =" Inx (2.3.150)
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Para hallar una solucién particular de la ecuaciéon no homogénea se utiliza el método de
coeficientes indeterminados, es decir, las formulas 2.2.171 donde primero hay que escribir
la ecuacion en forma estandar, es decir,

y (22-1), (1-2) €

y' = y — y=— (2.3.151)
x x x

para tomar f(z) =%

der — yoe” _ e? Inx dey yie” _ e* (2.3.152)
dx W (y1,y2) W (y,y2) dx aW(yi,y2) =W (y1,92) o

Primero hay que calcular el Wronskiano de las soluciones

et elnz o 1 _ e
W(y1,y2) = & lnzt € =e <lnm+5—lnx = (2.3.153)
Por lo tanto p
% = —Inx (2.3.154)
por partes se verifica que
/ln rxdr =xlnz —2x (2.3.155)
por lo que
ci(z)=z—zhhz (2.3.156)

Para hallar la segunda constante se resuelve

dCQ
A | 2.3.157
I ( )
por lo tanto
co(x) ==z (2.3.158)
v la solucién particular es
yp(z) = c1 (@)1 (x) + c2(z)y2(x) = (¢ —zlnz)e” + ze"Inx (2.3.159)
por lo tanto, la solucién general es
y(z) = xze® + Cre® + Coe” Inx (2.3.160)

(W +2y+2*)y +22 =0

y(1) =0
Primero se escribe la ecuacién como

Ejemplo 48. Resuelva el PVI {
2zdr + (y* + 2y +2?) dy = 0 (2.3.161)
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como Fy =2z y Fy = y?+ 2y + 22. Es facil verificar que la ecuacién no es exacta por lo

que se va a intentar con un factor integrante p(y). En tal caso por 1.3.103

oFy _ OF
1d,u,_(8m ay)

pdy F

o bien

1du

el |

pdy
es decir,

Inp=y
por lo tanto

p=-e

Por lo tanto la ecuacién
2zeYdr + (yzey + 2ye¥ + ﬂ:zey) dy =0

es exacta y hay que resolver

of

—= = 2zeY 0 y2e¥ + 2ye? + z2e?
Y

integrando la primera ecuacién
f=a%"+g(y)

por lo que
of

dy z%e’ +¢'(y)

y comparando con 2.3.167
d'(y) = 2ye? + y*e
integrando la ecuacién

gy)=2@w—-1)e!+ (¥ —2y+2) e +¢

por lo tanto la solucién de la ecuaciéon es

x26y+2(y—1)ey+(y2—2y+2)ey:C

(2.3.162)

(2.3.163)

(2.3.164)

(2.3.165)

(2.3.166)

(2.3.167)

(2.3.168)

(2.3.169)

(2.3.170)

(2.3.171)

(2.3.172)

como debe cumplirse la condicion inicial y(1) = 0 reemplazando en la ecuacion anterior

se obtiene C' =1 por lo que la solucion (implicita) es
%Y +2(y—1)e¥ + (y2—2y—|—2)ey =1

o simplificando un poco
eY (x2 + y2) =1
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Ejemplo 49. Un objeto de masa lkg se encuentra suspendido de un resorte
con una constante de restitucion de 2 g El objeto esta inmerso en un medio
viscoso que proporciona un amortiguamiento de 3%. En el instante en que el
objeto se suelta, éste se encuentra im por debajo de su posiciéon de equilibrio.
Determine la posiciéon del objeto en cualquier instante.

Primero considere la siguiente figura.

Figura 2.3.2: Resorte y masa suspendida

Se van a medir las posiciones con respecto a la longitud natural del resorte, es decir,
la no estirada. En la primera figura el resorte esta en su longitud natural Ly y se acaba
de suspender la masa m. Luego, en la segunda figura el resorte y la masa llega a la nueva
posicién de equilibrio z., que se caracteriza por la condicién de que el peso de la masa
se cancela (segunda ley) con la fuerza de restitucion, es decir,

mg = kg (2.3.175)
o bien
mg
- =
En la tercera imagen la masa ocupa una posicion arbitraria x(t). Por la segunda ley de
Newton (y la convencion de que x+ esta por debajo del techo)

4,9m (2.3.176)

ﬂfeq -

d’x dx
Mg =My — ba — kx (2.3.177)
Por lo tanto, hay que resolver la ecuacion diferencial®
d’x dx
24 Lk = 2.3.178
m—s + 7 + kz = myg ( )

2 . . . ., . .
dependiendo de donde se escogiera el origen de coordenadas la ecuaciéon puede cambiar ligeramente su
forma pero para todos los efectos practicos es la misma
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dividiendo por k y utilizando la ecuacién para la posicién de equilibrio

md?x bdx

i T hind = 2.3.179
KaZ Tkar T e ( )
sustituyendo con los valores del problema
1d?xz  3dx
i = 2.3.180
2z T aq T T ( )
o bien )
d*x dx
72 + 3% + 22 = 2% (2.3.181)
la ecuacion caracteristica asociada es
m?*4+3m+2=(m+2)(m+1)=0 (2.3.182)
por lo que la soluciéon homogénea es
zp(t) = cre™? + cpet (2.3.183)
trivialmente se observa que
Tp(t) = Teq (2.3.184)

es una solucion particular de la ecuacion (de hecho, esto es claro desde un punto de vista
fisico) por lo que
() = Teqg + cre” 2 4 coe”! (2.3.185)

utilizando las condiciones iniciales z(0) = ¢4 + i y 2(0) = 0 hay que resolver el sistema

xeq"’%:xeq‘kcl"’CQ (23186)
0= —201 — C9 e
que tiene por solucién
1
Ccl1 = _Z Cy = 5 (23187)
por lo que
1 1
o(t) =49 - Je 4 e (2.3.188)

Ejemplo 50. a) Indique el tipo de ecuacién que se obtiene al realizar la susti-

tucion u = f (£) a la ecuacion diferencial [/ (£) (y'z —y) = 2z%g (5) /(%) donde
g es una funciéon continua y f es una funcién invertible que posee prlmera

derivada continua. b) Resuelva la ecuacion diferencial siguiente acg——y = 29” ¥
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a) Con u = f (%) se tiene por regla de la cadena v’ = f’ (£) (g)/ = 1 (%) (%)
por lo que f' (£) (y'z — y) = 2229 (¥) e/ (%) se convierte en
' = 2g (9) et (2.3.189)
x
luego, como u = f (%) y [ es invertible se tiene £ = f L por lo que la ecuacién en

términos de =, u es
u' =2g (f(u))e" (2.3.190)

lo cual es una ecuacién separable.
b) En este caso se toma

f <£> _ Y (2.3.191)
x T
y el cambio de variable seria
Y
== 2.3.192
u=? (2:3.192)
como u’' = y’;; Y la ecuacion xy’ —y = Q%Se% se convierte en
!/ 2 u
u =Ze (2.3.193)
U
por lo que
ue “du = 2dx (2.3.194)
integrando por partes se tiene
(—u—1)e“=2?+C (2.3.195)
o bien
— <y+1> “r=z2+C (2.3.196)
x
Ejemplo 51. Muestre que el cambio de variable y = = Gﬂj) convierte a la

2 en una ecuacion diferencial en variables

ecuacion diferencial mzy’ —ry = y2 —x
separables y resuélvala.

Por el cambio de variable y la regla del producto

y = ifz +a <v,(1 - ”il‘jlv)t U)(_U/)> - ifz +a <%> (2.3.197)

como la ecuacion original se podia escribir como

=2 -1 (2.3.198)
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por lo que gracias al cambio de variable puede escribirse como

14w 20 14w 14+0)\?
— = —1 2.3.199
1—v+x<(1—v)2> 1—w (1—1}) ( )
o bien multiplicando a ambos lados por (1 — v)?
200" = (1 +v)? — (1 —v)? = 4v (2.3.200)
la ecuacién que resulta es separable
d d
U (2.3.201)
v x
o bien
Inv=2mnz+C (2.3.202)
es decir
v =e%2? = C12? (2.3.203)
como y = (%) se tiene
<9> (1-v)=1+v (2.3.204)
x
es decir,
¥_q
v=1 (2.3.205)
=+1
x
por lo tanto la solucién es
Y= _ Cya? (2.3.206)
Y+

Ejemplo 52. Verifique que 22 = y* + % es la solucién general de la ecuacion
diferencial xydz + (y* — 322)dy = 0 al realizar un cambio del tipo y = v"
Con el cambio de variable se tiene

dy = nv" Ldv (2.3.207)

por lo que se obtiene
zv"dz + (v = 32%) nv" " tdv = 0 (2.3.208)

de esta forma se puede eliminar v~ ! para obtener
zvdz +n (v - 32%) dv = 0 (2.3.209)

tomando
Fy =av F,=n (v4" — 3m2) (2.3.210)
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la condicién que debe cumplir n para que sea exacta es

oF, O0F
—_— = 2.3.211
Ov ox ( )
o bien
xr = —6nx (2.3.212)
es decir
1
n=—= (2.3.213)
6
de esta forma la ecuacién por resolver es
rvdr — 6 (v 3 — 3z > dv=0 (2.3.214)
la funcion f(x,v) debe cumplir
of of 1 2 1,
= = =_ — 2.3.215
ox L= By 6" T 2" ( )
integrando la primera ecuacion
L
f= VT +g(v) (2.3.216)
por comparacién
of ’ 1 _2
= = =——v"3 2.3.217
gy =g (23.217)
o bien 1
g(v) = —51)% +e (2.3.218)
por lo que la solucién de la ecuacién exacta es
1 1
502" 52}% =C (2.3.219)
como y =v" = v75 esto significa que v = 7% por lo que la solucién general es
1 1
—y 82— Zy2=C (2.3.220)
2 2
o bien
22 =yt + (2.3.221)
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Ejemplo 53. Resuelva la ecuacion diferencial Z—g =2+Vy—2x+3
Usando el cambio de variable
u=y—2r+3 (2.3.222)

se tiene
u =y -2 (2.3.223)

por lo que la ecuacién se convierte en

u = \/u (2.3.224)
que es separable
1
u”2du = dz (2.3.225)
o bien
2Vu=z+c (2.3.226)
es decir
2v/y—2x+3=x+c (2.3.227)
Ejemplo 54. Muestre que el cambio y = zu transforma la ecuacién xg—; +
ﬂi;u = 4‘/3Tr+ciznxu1/ 2 en una de Bernoulli y resuélva para encontrar la solu-

cién de la ecuacién original.
Con este cambio u = ¥ por lo que

u = (2.3.228)

de esta forma la ecuacién se convierte en

yz—y 1-2*y 4yzarctanz /Y

LA 2.3.229
T + 1+222 V1+a22 Vzx ( )
simplificando la ecuacion se llega a
2x 4arctan
r_ = 2.3.230
e e VY (2:3.230)
claramente es de Bernoulli con n = % por lo que se realiza el cambio de variable
v=1y? (2.3.231)
o bien
y=v* (2.3.232)
de esta forma
y = 2v (2.3.233)
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luego la ecuacion se convierte en

2x 4arctan
200 — ——=v? = ——v 2.3.234
1+ 22 V14 22 ( )
lo cual es lineal "
, T arctan
- =2— 2.3.235
1+ 22 V14 22 ( )
en este caso se considera
7f L Qdm _ —lln(1+x2) _ 1
e 1+ = e 2 = — 23236
e ( )
- - 1
por lo que multiplicando a ambos lados de la ecuacién por TiraT Se llega a
d 1 arctan x
il =9 2.3.237
dx (U\/1+m2> 1+ a2 ( )
integrando a ambos lados
v 2
—— = (arctanz)” + C (2.3.238)
V1+a?
por lo tanto como v = ,/y se tiene
VW (arctan z)? + C (2.3.239)
14 a2
y como y = ux la solucién en términos de las variables originales es
B (arctan z)? + C (2.3.240)

1+ 22

Ejemplo 55. Resuelva ¢/ = 2tan z sec z —y?sin 2 sabiendo que ¢(z) = secr es una
solucién
Dado que la ecuacion es de Riccati se realiza el cambio de variable

1
Yy =secx + — (2.3.241)
u

de esta forma

1
y' =secxtanz — —u' (2.3.242)
u

por lo que la ecuacion diferencial se convierte en

+— (2.3.243)

u u

2secx 1
u2

1
/ .
secxtanz — —u = 2secxtanz —sinx secZw—i-

que se simplifica en
_ _ 2sinzsecx sin;ﬂ (2.3.244)
u u

o’
u?
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claramente es lineal y se puede escribir como

o — 2% _sing (2.3.245)
COS T
como o
e—2j @dm — 6Zhlcosac — COSQ$ (23246)

2

multiplicando a ambos lados por cos® x se obtiene

d
e (ucos® r) = sinz cos® x (2.3.247)
x
integrando a ambos lados
3
ucos’x = —COZ Tio (2.3.248)
como u = —~— la solucién final es
y+secx
2 3
cos® cos®
i =——3 +C (2.3.249)

Ejemplo 56. Resuelva (x + 2t + 2222 + y4) dx + ydy = 0 buscando un factor
integrante de la forma p = f(az? + by?)
La condicién para que p sea un factor integrante es en este caso que

% ((:U +zt 4+ 222 + y4) f(aa:2 + by2)) = % (yf(a:v2 + by2)) (2.3.250)

aplicando la regla de la cadena y la regla del producto se tiene que

(4x2y + 4y3) f (ax2 + by2)+(x + zt 4+ 222y + y4) f’(axQ—i—byz)(Qby) = yf/(axQ—i—byz) (2azx)

(2.3.251)
llamando
t = ax? + by? (2.3.252)
la ecuacion anterior puede escribirse como
2, .2 4 2,2, 4 df df
dy (2 4+ y°) f(t) + (2 + 2" + 227" + y*) (2by)— =y (202) (2.3.253)
se puede reescribir como
d
(bx + bz + 2ba*y® + by* — ax) pri -2 (2* +9?) f (2.3.254)

para continuar tiene sentido intentar con a = b = 1 para escribir la ecuacién como

d
(z* + 22%y* + ) d—*’; = —2tf (2.3.255)
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finalmente la ecuacion es separable y puede escribirse como

df dt
— = —2— 2.3.256
¥ = (2:3256)
es decir (ignorando la constante)
Inf=-2Int (2.3.257)
es decir
foro 1 (2.3.258)
P @ty -

Luego se multiplica la ecuacién por el factor de integraciéon y ahora hay que resolver

4 9 2,2 4
<x+x tery Yy Y __dy=0 (2.3.259)

do + ———
(a2 + y?)? > (2 +12)°

que puede escribirse como

x y
—+ 1> de + —2——dy =0 (2.3.260)
<(l’2 +y2)? (22 +12)°

Ahora se busca una funcion g(z,y) de modo que

Jg x dg Y
- 41 ZL_-__ 7 2.3.261
Ox (22 +y2) Oy (a2 +y2)° ( )
integrando la primera ecuacién se tiene
! +z+ h(y) (2.3.262)
— T ..
T ) /
por comparacion se tiene que
h'(y) =0 (2.3.263)
es decir, la solucién de la ecuaciéon diferencial es
__ + C (2.3.264)
—_ 1‘ = ).
2 (2% +y?)

Ejemplo 57. Halle una funcién N(y) tal que h(z,y) = 32y sea un factor inte-

grante de la ecuaciéon <y% — %y) dx + N(y)dy = 0 y resuélvala
Como 3x%2 es un factor integrante se tiene que
0 o[ x 1 0 9
— |3 — - — =— (3zy"N 2.3.265
dy ( Y <y2 my)) 396( N W) ( )
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de esta forma se obtiene que

—3=3y’N(y)
esto significa que
1
Ny) =——
) 7
la ecuacion diferencial es ) )
<£2——>dx——2dy:0
Y Ty Y

multiplicando por el factor integrante hay que resolver
3(m2—y)dx—3xdy:0
Luego se busca una funcién que cumpla

g:?)xz—?)y or _

ox oy —S

Integrando la segunda ecuacién con respecto a y se tiene

f==3xy+g(x)

y por comparacion
J'(x) = 327

por lo tanto integrando con respecto a x
g = 4 c

la solucién es
—3zy+2®=C

(2.3.266)

(2.3.267)

(2.3.268)

(2.3.269)

(2.3.270)

(2.3.271)

(2.3.272)

(2.3.273)

(2.3.274)

Ejemplo 58. Sea ¢(z,y) una funcién definida para todo (z,y) con y # 0 y que
ademaés satisface que sin (zy) dr+g(z,y)dy = 0 es exacta. Si ¢g(0,y) = 0 para todo

y # 0 encuentre g (x,2011)
Como la ecuacion es exacta se tiene

55 (@) = 27 (g(2.9)

es decir

99 _ x cos (zy)

ox

integrando con respecto a x se tiene

1 xr .
g(r,y) = i (zy) + P (zy) + h(y)
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por la condicion g(0,y) = 0 se tiene que

1
0= 5 +hy) (2.3.278)
de esta forma )
h(y) = —— (2.3.279)
)
Luego
1 T . 1
g(w,y) = — cos (zy) + —sin (zy) — — (2.3.280)
Y Yy Y
Finalmente
1 x
2011) = —— 2011 in(2011x) — ——= 2.3.281
9(x, 201) = 5775 €08 (0112) + 5 sin (2011z) = 557 ( )

Ejemplo 59. Determine la solucién de la ecuacién diferencial yy” = 32y + (v/ )2
que satisface y(0) = —3, y/(0) =1
Como no aparece explicitamente la x se realiza el cambio

u=1y (2.3.282)

y de esta forma
p_du _dudy  du

= =" —y= 2.3.283
Y dr  dydx udy ( )
de esta forma la ecuacién se convierte en
d
yud—Z = 2u + v (2.3.284)
eliminando una u queda una ecuacion lineal en u
du u
— ——=y 2.3.285
Wy ( )
como 1
t 1
e Sy = Iny _ = (2.3.286)
Y
multiplicando por % a ambos lados se obtiene
d
=2 <E> - (2.3.287)
dy \y
integrando a ambos lados
Yoyt (2.3.288)
Yy
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por lo que
u=y*+yC (2.3.289)

Observe que como u = g—g se tiene una separable

dy
~ da 2.3.290
e ( )
por fracciones parciales
1 1111 (2:3.29)
yv2+Cy Cy Cy+C -
luego
1 1
Eln]y[ — aln\y—i-C\ =x+c (2.3.292)
la primera condicién inicial dice que y(0) = —%, es decir,
1 1 1 1
—In=—=In|—= = 2.3.2
~Ing——n 2+C' c (2.3.293)

para la segunda condicién conviene escribir 2.3.290 como

dy 2
- — C 2.3.294
=Yty ( )
y como cuando x = 0 se tiene y = —% y ¥ = 1 entonces
1 C
l=-—— 2.3.295
173 ( )
de esta forma 5
c=-% (2.3.296)
luego en 2.3.293
AN S (2.3.297)
——In-+=-In2= 3.
323 ¢
es decir Al 2
c= ; (2.3.298)
sustituyendo en 2.3.292 se obtiene
2 2 3 4In2
—=1 =1 ——| = 2.3.299
Syl + 3 nly— 3| o 25 (2.3.299)
como interesa la soluciéon donde y(0) = —% , y(x) es negativo cerca de = 0 por lo que
3 3
—In(—y)+1In 5 Y) =gt + 2In2 (2.3.300)
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es decir
5y
2 = 4e2" (2.3.301)
)
de esta forma la solucion es 3
y(z) = = (2.3.302)
2(1-4%)
. dy _ JVrxty+Jr—y
Ejemplo 60. Resuelva 37 = ey
Se realizan los cambios de variable
u=x+y v=x—y (2.3.303)
de esta forma
du = dx + dy dv =dz — dy (2.3.304)
o bien p p p p
P S O (2.3.305)
2 2
luego la ecuacion se convierte en
du —d
u—dv _ Vutyv (2.3.306)
du+dv  Ju—+/v
o bien
(vt = Vo) (du — dv) = (Vau + v) (du + dv) (2.3.307)
distribuyendo los productos anteriores
Vaudu — udv — vdu + odv = Judu + /udv + odu + /vdv (2.3.308)
por lo tanto se cancelan los factores repetidos
— Vudv — Vudu = Judv + vdu (2.3.309)
es decir se obtiene una separable
dv du
= =2 2.3.310
Vo Vu (23.310)
integrando a ambos lados
-2y =2u+C (2.3.311)
o bien
—2Vr—y=2yx+y+C (2.3.312)
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Ejemplo 61. Resuelva (y)? + 22y’ = e* — 22
La ecuacion anterior es cuadratica en 3’

(y')2 +2zy +2?— e =0 (2.3.313)
o bien
—2x £ /42?2 — 4(2% — e® x
y = 2EEY ;c2 @) il (2.3.314)
luego es separable por lo que
y=—x+22 +c (2.3.315)
Ejemplo 62. Resuelva 2 (y/)? (y — z/) = 1
La ecuacion diferencial anterior es de Clairaut pues puede escribirse como
=ay + ! (2.3.316)
T Ty .
derivando con respecto a x se obtiene
-3
=y +xy = () "y (2.3.317)
haciendo el cambio de variable u = 3’ se obtiene
du 1 du
O=2—— —— 2.3.318
Yo T B de ( )
en este caso se tiene N
U
——]=—=0 2.3.319
<x u3> dx ( )
una solucién es )
= 2.3.320
r= (2:3.320)
y como y = xy’ + 2(3/;,)2 la solucién es
1 3
y(z) = xu+ i §x§ (2.3.321)
La otra opcioén es que
du_ (2.3.322)
dr h
es decir,
u=c (2.3.323)
o bien
y=cx+C (2.3.324)
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para que sea una solucién de la ecuacion original se sustituye la solucidén propuesta en
la ecuacién para obtener

2(c)* (cx +C —cx) =1 (2.3.325)
o bien
2¢°C =1 (2.3.326)
es decir .
C=— 2.3.327
por lo que la solucién es
1
= — 2.3.328
Yy =cr+ 5¢2 ( )

Ejemplo 63. Halle una familia uniparamétrica de curvas tal que, para cada
una de dichas curvas, el segmento de la tangente desde el punto de tangencia
al eje y es bisecado por el eje =

El siguiente diagrama representa las condiciones del problema anterior (donde se
ha utilizado el hecho de que el punto medio entre dos puntos (z1,y1) v (x2,y2) es

)

(x,y)

(0,0)

(x/2,0)

(0,-y)

Figura 2.3.3: Segmento bisecado por el eje x

El segmento posee pendiente 3 pues es tangente a la curva pero a su vez posee pen-
diente 2—;’ De esta forma hay que resolver

2
2y (2.3.329)
T
que tiene por solucién
y = ca’® (2.3.330)
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Ejemplo 64. Una curva y = f(x) pasa por el origen. Trazando rectas paralelas
a los ejes, por un punto arbitrario de la curva, se forma un rectangulo con
dos lados sobre los ejes coordenados. La curva divide a cualquiera de estos
rectangulos en dos regiones, una de las cuales tiene un area igual a n veces
el area de la otra. Halle la funciéon f

~

Figura 2.3.4: Problema de areas de areas

El area del rectangulo anterior es zf(z) y el area bajo la curva es fox f(t)dt. Luego
hay que resolver

of(z) — /0 " fydt=n /O " Fydt (2.3.331)

derivando con respecto a x se tiene

f(@) +af'(z) = fx) = nf(z) (2.3.332)
por lo que hay que resolver
y+ay —y=ny (2.3.333)
que es separable
d d
Y= (2.3.334)
Yy x
que da
Iny=nlnz+c (2.3.335)
es decir
y=Cz" (2.3.336)

otra familia posible de soluciones serfa resolviendo xf(z) — [y f(t)dt = 2 [V f(t)dt

y = Can (2.3.337)
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Ejemplo 65. Halle una ecuacion diferencial cuya solucién general corresponda
a la familia de todas las circunferencias con centro sobre la linea y = =
Cualquier circulo centrado sobre la linea y = x tiene ecuacion

(z—a)+(y—a)? =1 (2.3.338)

donde (a,a) es el centro y r el radio. Dado que hay dos constantes a,r se busca una
ecuacion diferencial de segundo orden. Derivando a ambos lados se tiene

2(x—a)+2(y—a)y =0 (2.3.339)
que puede escribirse como
r—a+yy —ay =0 (2.3.340)
o bien .
Trw _, (2.3.341)
1+

derivando nuevamente a ambos lados

<1 + () + yy”) (1+9y)—(x+yy)y"

1 ty) =0 (2.3.342)
igualando el numerador anterior a cero
L+ () o +9 + () + 'y —ay —yy'y" =0 (2.3.343)
de esta forma la ecuacion diferencial buscada es
1+ () (1 +y)+y" (1—2)=0 (2.3.344)

Ejemplo 66. Halle una ecuacién diferencial cuya solucién general corresponda
a la familia de todas las circunferencias que pasan por los puntos (1,0) y (0,1)
La ecuacion general de un circulo centrado en (a,b) de radio r es

(x—a)l+@y—b2=r? (2.3.345)

como pasa por (1,0)
(1—a)*+b? =72 (2.3.346)

como pasa por (0, 1)
A+ (1-b)*=r? (2.3.347)

igualando las ecuaciones anteriores

1-2a+a®+b*=a>+1—2b+0 (2.3.348)

125



2 ODES Lineales y Temas Relacionados

o bien
a=1» (2.3.349)

Luego se tiene que la ecuacion del circulo es
(x—a)+@y—a)?=(1-a)?+d (2.3.350)

Dado que solo hay una constante arbitraria se busca una ecuacién de primer orden.
Derivando a ambos lados
2(x—a)+2(y—a)y =0 (2.3.351)

2

Para eliminar a se tiene de (z — a)? + (y — a)> = (1 — a)* + a2 que

2> —2ax +y? —2ay =1—2a (2.3.352)
por lo que
x? + y2 -1
=2 9 C 2.3.353
2(x+y—1) ( )
de esta forma la ecuaciéon diferencial es
2 2 1 2 2 _ 1
(x _ %) N <y _ L) J =0 (2.3.354)
2 +y—1) 2(x+y—1)

Ejemplo 67. La ley de enfriamiento de Newton afirma que la razén a la cual
la temperatura de un objeto cambia es proporcional a la diferencia entre su
temperatura y la del medio que lo rodea. Después de estar expuesto, durante
10 minutos, en el aire a temperatura de 10 C, un objeto se enfrio de 100 C
a 55 C. a) ;(En cuanto tiempo, a partir de este momento, la temperatura del
objeto llegara a los 19 C? b) ;Cuanto le tomara al mismo objeto enfriarse de
500 C a 250 C si se coloca en agua que se mantiene a 0 C?

De 1.1.53 la solucion era T'(t) = T, (1 + Ce*kt). Para a) las condiciones del problema
son T, = 10, T(0) = 100 , 7'(10) = 55. Con tal informacion se puede encontrar el valor
de Cy k.

100=10(14+C)  55=10(1 4 Ce '9) (2.3.355)

que da
Cc=9 k = 0,069 (2.3.356)

por lo tanto la temperatura es de 19 C cuando

19 =10 (1 + 9¢~%0%") (2.3.357)

es decir,
t = 33,37 (2.3.358)

como interesa el tiempo transcurrido desde que llegd a 55 C, la respuesta seria 33,37 —
10 = 23,37 minutos.
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Para la parte b) se ocupa resolver nuevamente la ecuacion diferencial solo que ahora

conT, =0
dr
e —kT = —0,069T (2.3.359)

que tiene por solucién
T(t) = Ce™ 069 (2.3.360)

con la condicion T'(0) = 500 se obtiene que
C =500 (2.3.361)
y para obtener el tiempo necesario para llegar a 250 C se resuelve

250 = 500e %069 (2.3.362)

es decir,
t = 10,04 (2.3.363)

Ejemplo 68. Un cultivo de bacterias enfermas crece a una tasa que es inver-
samente proporcional a la raiz cuadrada del nimero presente. Si inicialmente
hay 9 individuos y dos dias mas tarde 16; ;cuanto tiempo habri que esperar
para tener 36 individuos?

Por las condiciones del problema

AN  k
- (2.3.364)

dt N

donde k es una constante por determinar (que deberia ser positiva). Dado que es sepa-
rable se tiene

2
gN% =kt+c (2.3.365)

usando que N(0) =9 y N(2) = 16 se tiene que

37
se busca determinar cuando N = 36, es decir,
2 3 37
2(36)2 = 25 + 18 (2.3.367)
3 2
252
t=—=26,81 2.3.368
=, (23.368)
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Ejemplo 69. Halle la solucién general de la ecuacion 22 (1 — z)y" +2z(2 —x)y' +
2(1 + x)y = 2%, 2 > 1 sabiendo que la ecuacién homogénea asociada tiene una
solucién de la forma z*

Primero hay que determinar el valor de k que funciona de modo que y = z* sea
soluciéon de la ecuaciéon diferencial homogénea. Un céalculo sencillo muestra que

k(k—1)a?(1 — 2)2b 2 + 2kx(2 — 2)aF 1 + 2(1 + 2)zF = 0 (2.3.369)
simplificando un poco se llega a
K 4+3k+2=a(k®+k—2) (2.3.370)
la tinica forma en que el valor de k& no dependa de x es que
2 4+3k4+2=0 kK +k-2=0 (2.3.371)

que resulta en
k=-2 (2.3.372)

luego una solucién de la homogénea es
y(z) = 272 (2.3.373)

Ahora se utiliza la técnica de reduccién de orden proponiendo una segunda solucién
como

yo(z) = u(z)z 2 (2.3.374)

De esta forma
yh = u'z™? — 2uz 3 (2.3.375)
yy = u"z7? — 20z — 20273 4 6ur™* (2.3.376)

sustituyendo en la ecuaciéon diferencial homogénea asociada

22 (1—x) (u”af2 —du'z 3+ 6u:r374) +22(2—2) (v 2 - 2um73) +2(1+z)uz™2=0

(2.3.377)
usando el hecho de que 272 es solucion se tiene
?(1—2) (W22 -4z %) +22(2—2) (Wz72) =0 (2.3.378)
si se define v = ' entonces hay que resolver
v+ 2 v=0 (2.3.379)
T U= 3.
la cual tiene por solucién
W =v=0C(x—1)° (2.3.380)
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de esta forma o
u=(v- 1% +¢ (2.3.381)

tomando C' =3 y ¢ = 0 la otra solucién seria
ya(z) =272 (x —1)° (2.3.382)
Por lo tanto la solucién general de la ecuacién homogénea es
=2 ) 3
y(x) =crx™ + oz " (x — 1) (2.3.383)

Para hallar una solucién particular se utiliza variacion de parametros y 2.2.171 con
flx) = ﬁ y hay que resolver

g =@ o ni@ (2.3.384)

W(yhy?) W(ylayZ)

como

72 vz —1)3

A 1\2
—2273 203z —1P 4322 (x—1)% | =17 (2:3.38)

W (y1,92) =

hay que resolver al final

-2 3
/ :C (w — 1) 2
= = - 2.3.386
DT A )iz —1)2 ( )
-2 2
p x x
K (1—2)z=*(z—1)2 (x —1)3 ( )
la primera ecuacion da simplemente (ignorando constantes)
L3
1= -3 (2.3.388)

para integrar la segunda se utiliza un cambio de variable X = z — 1 para obtener

Iz — 1)+ —— 4 ——
co=—1In(z—
’ r—1" 2(x—1)

(2.3.389)

de esta forma

xT
yp=C1y1+02y2=——+(—ln(m—l)—i- +

2 ) e 2 (x—1)% (2.3.390)

Finalmente, la solucién general seria

y(x) = y1(z) + ya(x) + yp(x) (2.3.391)
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Ejemplo 70. Encuentre la soluciéon general de la ecuacion diferencial (1 + :c2) y'+
p(x)y' +q(z)y = e* (2* — 2* + 2 — 1) sabiendo que y;(z) =z y y2(z) = €” son solu-
ciones de la ecuacién homogénea asociada.
Aqui se utiliza nuevamente variaciéon de parametros con
e’ (2 —2?+x—1) e (z—1)(a*+1)

flx) = 722 = OB =e"(z—1) (2.3.392)

como

r er
1 e*

W(y1,y2) = =ze’ —x=¢e"(x—1) (2.3.393)

hay que resolver las ecuaciones 2.2.171

T ,T
-1
N ) (2.3.394)
e (x—1)
, xet (z—1)
= 2.3.395
27 (x—1) v ( )
las soluciones claramente son )
ci=e" o= % (2.3.396)
por lo que
2
x
yp(z) = @)y (z) + e2(@)y2(2) = "o + e (2.3.397)
y la solucién completa es
22
y(x) = c1x + coe” + ez + Eem (2.3.398)

Ejemplo 71. Considere la ecuacién diferencial 3 + (tanx — 3 cot 2)y’ + 3y cot? z =
0. Determine todas las soluciones de tal ecuacion si se sabe que admite dos
soluciones una de las cuales es el cubo de la otra.

Suponga que y1(z) es una solucion y yo(z) = (y1(x))® es otra solucion. Dado que

Yo = 3yTy (2.3.399)

2
Yy = 6y1 (v1)” + 3yiy] (2.3.400)

sustituyendo en la ecuacion diferencial se obtiene
6y1 (yi)2 + 3y} + (tanx — 3cot z) (3y%y'1) + 3yl cot’z =0 (2.3.401)
la ecuacion anterior puede agruparse como

3y7 (y{ + (tanx — 3 cot x)y] + yi cot? z) + 6y (yi)Q =0 (2.3.402)
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como ¥ es solucién la ecuacion diferencial anterior es
2
y? (—3u1 cot? x + y; cot? z)+ 2y (y1)" =0 (2.3.403)

que es equivalente a
(y’1)2 —yicot’z =0 (2.3.404)

por lo que desarrollando la diferencia de cuadrados
/ /
(yi —y1cotz) (yy +yicotz) =0 (2.3.405)

se resuelven por aparte las ecuaciones diferenciales que son aparte de lineales separables.
Por ejemplo, para el primer paréntesis se tiene

din COS T

A 2.3.406

dz ~ Msing ( )
por lo que integrando a ambos lados

Iny; =Insinz + ¢ (2.3.407)

puede tomarse como solucién

y1(z) = sinz (2.3.408)
Luego la otra solucién es

yo(z) = sin® x (2.3.409)

Ejemplo 72. Un cuerpo de % kg estd unido al extremo de un resorte de

rigidez k = 16 % El cuerpo se desplaza, estirando el resorte % m a partir de
su posicién de equilibrio y se le da una velocidad /2 4 en la misma direccion.
Suponiendo que no acttan fuerzas de amortiguamiento, ni fuerzas externas,
determine la posiciéon de dicho cuerpo en cualquier instante. Determine la
amplitud (C), el angulo de fase (¢), la frecuencia angular (w), el periodo (T')
y la frecuencia natural f. ;Cuanto tiempo el cuerpo en regresar por primera
vez a su posiciéon de equilibrio?
En este caso se puede escribir la solucién con ayuda de 2.1.187

z(t) = C cos (wt — ) (2.3.410)

w= | —gyard (2.3.411)
m S

Como la condicién inicial es (0) = 0,5 y ©(0) = v/2 se obtiene

donde

0,5=Ccos(p) V2= —Csin(—¢p) (2.3.412)
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de esta forma

3
©=17052°=1,23rad C = o (2.3.413)
finalmente 5
T=""_0555 f=18s (2.3.414)
w
Falta determinar cudndo x = 0,es decir,
wt— = g (2.3.415)
es decir,
t=0,24s (2.3.416)
Considere la ecuacion diferencial
,  ,fax+by+h
y = - 7 2.3.417
y =1 (da; +cy + k) ( )

a) Si ac — bd # 0 las rectas ax + by + h = 0y dz + cy + k = 0 se intersecan en un
tnico punto (xg,yo). En este caso la sustitucion u =z — zp y v = y — yp transforma la
ecuacién en una ecuacién homogénea en las variables u, v

b) Cuando ac — bd = 0 la sustitucion z = ax + by da por resultado una ecuaciéon en
variables separables

Ejemplo 73. Resuelva la ecuacién y = ( 3?636__;31)

En este caso las rectas 3x —y+1 =0y 62 — 2y = 0 no se intersecan por lo que puede
utilizarse la sustitucion

2=6x—2y 2 =6-2y (2.3.418)
luego hay que resolver ,
/
6_22 - <%i1> (2.3.419)
la ecuacién por resolver es
2 —6= —87%2 (2.3.420)
(z+2)

que es equivalente a
;=222 4242+ 24

= 2.3.421
la ecuacion anterior es separable
2
244z +4
- |dz=-2d 2.3.422
<z2—122—12> - v ( )
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Claramente

224+ 4z+4 z+1
- =14+16| 57— 2.3.423
22— 12z —12 * <22—12z—12> ( )

Por fracciones parciales

' e+l [T+4V3 1 L (AT 1 (2.3.424)
22— 122 — 12 8/3 | 2—6-4V3 8/3 | 2—6+4V3

de esta forma integrando a ambos lados

z+16<<%§> ln‘z—6—4\/§‘+ (%) 1n‘z—6+4\/§‘> =-2x+c

(2.3.425)
sustituyendo z = 6z — 2y se obtiene

4 44/3 —
8z—2y+16 <<Lf> 1n‘6x—2y—6—4\/§‘ + <£> ln‘ﬁm— 2y—6+4\/§‘> =c

8V/3 8V/3
(2.3.426)
2
Ejemplo 74. Resuelva la ecuacién iy’ = (fﬁ%jr%) + f:ﬁ%jr%
Como las rectas t +2y —9 =0y —x —y + 3 = 0 se intersecan en x = -3 y = 6 se
realiza el cambio de variable
u=zx+3 v=y—6 (2.3.427)
de esta forma p p
/ Y v
=< =" 2.3.428
4 dr du ( )

por lo que hay que resolver

dv <u—3—|—2v—|—12—9>2 u—3+20+12-9 <u—|—2v>2+ u+ 2v

@: 3—u—v—6+3 3—u—v—6+3 —uU— —u—v

(2.3.429)
Para resolver la ecuaciéon anterior se utiliza el hecho de que es homogénea por lo que se
realiza el cambio de variable

v=tu (2.3.430)
de esta forma p it
)
—_— = — t 2.3.431
du duu + ( )
la ecuacion se convierte en
dt u~+ 2tu 2 u+ 20 2t+1 2 2t +1
— t=| ——— | — = — 2.3.432
duu+ <—u—tu> u+v <t—i—1> t+1 ( )
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que puede escribirse como

dt AP+ A+l 2+ D)+ —t(t+1)> (P +1)

u— =
du (t+1)° (t+1)
dado que es separable se obtiene

2
C+D” e Lo
t(t?2 +1) u

por fracciones parciales
t+1)?* 1 2

f@+1) 1 211

integrando a ambos lados
In|t| + 2arctant = —In |u| + ¢
sustituyendo t se obtiene
v v
In ‘—‘ +2arctan — = —In |u| + ¢
U U
finalmente, sustituyendo u, v la solucién es sustituyendo ¢ se obtiene

y—0 —|—2&rctany 6
r+3 T+ 3

In =—Injz+3|+¢

(2.3.433)

(2.3.434)

(2.3.435)

(2.3.436)

(2.3.437)

(2.3.438)
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3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

3.1. Operadores y Eliminaciéon de Incégnitas

Como se mencionoé en el tema de las ODEs lineales de orden n, un operador es basica-
mente un objeto (o mecanismo) que recibe una funcion (input) y devuelve otra funcion
(output). Basicamente, lo anterior significa que para definir un operador hay que espe-
cificar la accion del operador sobre las funciones en las que actia, es decir, especificar
como transforma el input en el output.

Por ejemplo, el operador més sencillo es el diferenciacién D. Si alguien no supiera que
significa el operador D lo que habria que decir es que D toma una funcion x(t) y produce

su derivada 92, es decir,

dt’

Dz =— 3.1.1
z=— (3.1.1)

lo anterior significa ademés que D no estd definida sobre todo las funciones posibles,
sino que simplemente aquellas que tengan por lo menos una derivada.

La clase de operadores que se van a estudiar en este tema es el dlgebra polinomial
generada por D |, es decir, si p(t) es un polinomio

p(t) = ant" + 1t P+ agt + ag (3.1.2)
entonces se define el polinomio p(D) como
p(D) = ap D" + ap_ 1 D" -+ a1 D+ agl (3.1.3)

donde I es el operador identidad
Tx(t) = x(t) (3.1.4)

y si z(t) es una funcion con al menos n derivadas

d"z Az
p(D)x = (anDn + anlenil + - +a D+ CL()I) T=0ap—— +an-1

dx
a W+“'+G1E+GOI

(3.1.5)
es usual no escribir explicitamente el operador identidad por lo que 3.1.3 se ve como

p(D) = a,D" + a1 D" '+ -+ a1D + ag (3.1.6)

Ejemplo 75. Halle el polinomio p(D) asociado a la ODE 2% — 3z + 5z =0 y
calcule p(D)z(t) donde x(t) = sint
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3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Basicamente el polinomio de la ecuacion 2 —3x+5x = 0 es el polinomio de la ecuacion
caracteristica

p(m) =2m? —3m +5 (3.1.7)
luego
p(D)=2D*—-3D+5 (3.1.8)
por lo tanto
d’sint _dsint . . . .
p(D)x =2 -3 +5sint = —2sint —3cost+5sint = 3sint —3cost (3.1.9)

dt? dt

Linealidad y distributividad para la suma: Si p(D) y ¢(D) son dos operadores polino-
miales y ¢1, co son constantes entonces

2 p(D)(c1z1(t) + coxa(t)) = c1p(D)x1(t) 4+ cap(D)xa(t)

2 (p(D) +4¢(D)) (a1z1(t) = cip(D)1(t) + c1g(D)1 (1)

Ejemplo 76. Calcule (D2 -3D + 5) (2t3 + e +sin t)
Se usan ambas propiedades de la linealidad y distributividad, por la primera propiedad

(D? —3D +5) (2t 4 €* +sint) =

(D2 —-3D + 5) (2t3) + (D2 — 3D+ 5) (62t) + (D2 — 3D+ 5) (sint) (3.1.10)

y por la segunda propiedad

(D?>—3D +5) (2t*) + (D* — 3D +5) (e*') + (D* — 3D +5) (sint)
= 2D2%t3 — 6Dt3 4+ 10t3 + D?e2t — 3De?t + 5e?t + D?sint — 3D sint + 5sint

(3.1.11)
evaluando los operadores
= 12t — 18t + 10t3 + 4e* — 6€?* + 5e* —sint — 3cost + Hsint (3.1.12)
agrupando los términos se llega a
1062 — 18t% + 12t + 3e?' + 4sint — 3cost (3.1.13)

La otra operacion que es 1til realizar entre operadores es la de multiplicacién de ope-
radores, basicamente si p(D) y ¢q(D) representan dos operadores polinomiales entonces
p(D)q(D)x(t) significa realizar primero ¢(D)z(t) y luego lo que resulte multiplicarlo por
p(D) es decir

p(D) g(D)a(t) (3.1.14)
%,—/
primero
—_————

segundo
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3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

por ejemplo, si p(D) = D?> =3y q(D) = D + 5y x(t) = e entonces

p(D)a(D)x(t) = p(D) (D +5) e' = p(D) (' +5¢') = (D* — 3) (6¢")
; ; ' (3.1.15)

:6(e —36):—126

por otro lado, si se hubiera realizado la multiplicacién de operadores en el orden inverso,

es decir, ¢(D)p(D), se tendria que

q(D)p(D)x(t) = q(D) (D* —3) (') = q(D) (' — 3e') = —2(D +5) (')
2= ; (3.1.16)
= —2(e" +5e') = —12e
es decir, en este caso p(D)q(D) = q(D)p(D). La pregunta se vuelve en si siempre es
posible garantizar que p(D)q(D) = q(D)p(D), es decir, que los operadores conmutan.
En general esto no es cierto. Por ejemplo, en la Mecanica Cuéntica se representa el
momento de una particula por el operador

d
P=—hi— 3.1.17
Zd:L‘ ( )
donde h es una constante, es decir,
dy
Pip(x) = —hi— 3.1.18
() = —his (3.1.18)

por otro lado, la posicién de una particula se representa por el operador de multiplicacion
X que cumple

X(z) = xp(x) (3.1.19)
si se realiza X P se tiene
XPy(z) = X (-m%) W(z) = —hiX (dqfi—f» _ —md‘g—? (3.1.20)

por otro lado si se realiza PX se tiene

PXy(x) = P (z(x)) = —hi% (xp(z)) = —hi <1/J(ac) + xj—f) = —hiy(z) + X PY(x)
(3.1.21)
es decir, PX1 # X P, de hecho, los calculos anteriores indican que
(PX — XP)y = —hiy (3.1.22)

Ahora bien, jcudl es la diferencia entre los dos ejemplos? Basicamente la diferencia radica
en que mientras los operadores p(D), q(D) tienen tnicamente coeficientes constantes, los
operadores P, X tienen coeficientes variables. De hecho, siempre y cuando los polinomios
tengan coeficientes constantes, el producto polinomial siempre es conmutativo, es decir,
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3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Propiedad del producto de polinomios: Si p(D), ¢(D), r(D) son tres operadores polino-
miales entonces el producto entre ellos es asociativo, es decir,

p(D) [¢(D)r(D)] = [p(D)q(D)] r(D) (3.1.23)
Mas atn, si p(D) y q(D) son operadores con coeficientes constantes, es decir,

p(D) = a,D" +a, 1D" '+ +a1D +ap

q<D) = mem + bm_lefl L le + bO (3124)
entonces el producto es conmutativo, es decir,
p(D)q(D) = q(D)p(D) (3.1.25)

Como consecuencia de lo anterior, si un el polinomio p(t) asociado a p(D) puede facto-
rizarse como

p(t) =an(t—r1) - (t—1y) (3.1.26)

donde 71,79, -+ , 1, son las raices (no necesariamente distintas) de p(¢) entonces el poli-
nomio p(D) puede factorizarse como

p(D)=an, (D —ry)--- (D —ry) (3.1.27)

Por ejemplo, como el polinomio p(t) = t? + 5t 4+ 6 puede factorizarse como p(t) =
(t+2)(t+3) entonces p(D) = D*+5D+6 puede factorizarse como p(D) = (D+2)(D+3).

Ahora se va a utilizar la técnica de operadores para resolver ecuaciones diferenciales
lineales con coeficientes constantes, por ejemplo, una ecuaciéon como

i+ 5%+ 6=t3 (3.1.28)

Para resolver 3.1.28 se resuelve primero la ecuacién homogénea asociada que tiene por

soluciéon
zp(t) = cre™ + coe? (3.1.29)

Para terminar de encontrar la solucién se puede utilizar el método de coeficientes inde-
terminados. Ahora se va a utilizar otro método llamado el método del anulador . Primero
se comienza reescribiendo 3.1.28 como

(D+2)(D+3)z =1t (3.1.30)

se va a buscar un polinomio anulador, es decir, un polinomio que aplicado a ambos lados
anula el input, que en este caso es t3. Como

D3 =0 (3.1.31)
se puede aplicar D* a ambos lados para obtener

D*(D+2)(D+3)z=D% =0 (3.1.32)
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3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

luego la ecuacion que resulta es una ecuacién homogénea, la ecuaciéon

dSx Ao d*z

il g - = 1.
76 +5dt5 +6dt4 0 (3.1.33)
que tiene por ecuacién auxiliar
m® 4+ 5m® + 6m* = m*(m+2)(m +3) =0 (3.1.34)
o bien
mp(t) =Cy+ Cit + CQtQ + Cgtg + C4€_2t + C56_3t (3.1.35)

Ahora bien, una solucién particular no puede tener constantes arbitrarias, por lo que
para eliminarlas se sustituye x, en la ecuacién original 3.1.28. Como

Tp = Ch + 205t + 303t2 - 2046_2t — 3056_‘%
. _ot _3¢ (3.1.36)
Tp = 2C5 4+ 6C3t 4+ 4Cye + 9Cse

reemplazando en 3.1.28

2C5 + 6Cst + 4046721& + 90567325 +5 (Cl + 2C9t + 303t2 — 26’467225 — 30567315)
+6 (Co + C1t + Cot? + Cst?® + Cye™ + Cse™3) = ¢3

(3.1.37)
o bien
(202 +5C1 + 600) + (6C5 4+ 10Cy + 6C1) ¢ (3.1.38)
+ (15C5 + 6Cy) t2 + 6Cst3 = 3 -
que da el sistema de ecuaciones
2C5 +5C1 +6CH =0
6C3 4+ 10Cy + 6C1 =0 (3 1 39)
15C5 + 6C, = 0 o
6C5 =1
que tiene solucién
Co=-2 C1=8 C=-3 C3=1 (3.1.40)

las constantes Cy, C5 quedan sin determinar pero no hay problema con esto pues co-
rresponden a los mismos términos que la solucién homogénea. Por lo tanto, la solucién
completa del problema es
29 19 5.0 13 —2t —3t
() = ==+ 5t — =t + =t° + e cae 3.1.41

W="316 "3 12 T tac te (3.1.41)
En esencia, el método del anulador consiste en encontrar un polinomio que anule el input
de la ecuaciéon de forma que haya que resolver una ecuaciéon homogénea de coeficientes
constantes. Para que funcione el método, el input deben ser términos que sean productos
de polinomios, exponenciales, senos y cosenos.
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=> El operador D" anula a

1, ¢, ¢3! (3.1.42)
he
= El operador (D — «)" anula a
et e, 2t ... T leot (3.1.43)
(D:ra)ll

=> El operador (D2 —2aD + (a2 + [32))” anula a

e® cos ft, te® cos ft, - -, 1" Le? cos Bt
e sin Bt, te®tsinft, -, t" te® sin Bt (3.1.44)

(D?2—2aD+(a2+32))"

—2t

Ejemplo 77. Resuelva & — 2& + x = 10e™* cost

Primero se halla la solucién de la ecuaciéon homogénea.
m? —2m+1=(m—1)2 (3.1.45)
que tiene solucién homogénea
zp(t) = cre’ + cotel (3.1.46)
En notaciéon de operadores, la ecuacién diferencial se escribe como
(D —1)*z =10e % cost (3.1.47)
eb 3.1.44 se toman =1, = —2, 3 = 1 y se multiplica 3.1.47 por D? 4+ 4D + 5, es decir
(D> +4D +5) (D —1)> = (D*+ 4D +5) (10e"* cost) = 0 (3.1.48)
la ecuaciéon caracteristica de la nueva ecuaciéon homogénea es
(m? +4m +5) (m —1)> = (m — (=2 4+14)) (m — (=2 —i)) (m — 1) (m +14)  (3.1.49)

por lo que
Ty = Cre 2 cost + Coe 2 sint 4+ Czel + Oytel (3.1.50)

Derivando se llega a

Iy = —2C1e % cost — Cre ?tsint — 2Coe 2t sint + Coe 2t cost + Cset + Cyuet + Cytet
= (Cy —207) e # cost + (—Cy — 2Cs) e 2 sint + (Cy + C3) et + Cytel
(3.1.51)
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Derivando nuevamente

—2(Cy —2Cy) e cost—(Cg—2Cl) “2tgint — 2(—C1 — 2Cs) e 2 sint
+(—-Cy —202) Zcost + (Cy + C3) et + Cyel 4 Cytel
= (3C) — 4Cy) e H cost + (4Cy + 3Cs) e 2 sint + (C3 + 2Cy) et + Cyte!
(3.1.52)

sustituyendo en la ecuacién original

(36’1 —403) e P cost + (4C) + 3C2) e 2 sint + (C3 + 2Cy) et —|— Cytet
-2 ((Cy — 26’1) “cost+ (—Cy —2Cy) e sint + (Cy + Cs) el + Cyte')  (3.1.53)
+Cre 2t cost + Coe 2 sint + Cset + Cytet = 10e % cost

por lo que se llega al sistema

8C1 — 5Cy =10
' ° (3.1.54)
7C1 +8C, =0
que da
80 70
Ci=— (Cy=—— 3.1.55
"To9 7T 99 (8.1.55)
por lo tanto la solucién general es
80 70
z(t) = ®e*2t cost — ®e*2t sint + cre! + cote! (3.1.56)

El uso de operadores también es ttil para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales.
Como prototipo de un sistema de ecuaciones diferenciales, se tomarén las ecuaciones de
movimiento de dos resortes acoplados. Se toman dos particulas con la misma masa m
y tres resortes: los del extremo tienen constante k y el del medio tiene constante kipo.
Luego, si x1, zo representan el desplazamiento de las particulas con respecto a su posicién
de equilibrio, entonces la segunda ley de Newton establece que

k m k12 m k
— e
1 i)

Figura 3.1.1: Osciladores Acoplados

{mxl z1 + k12 (22 — 21) (3.1.57)

mfg = —kixg — k?12 (562 — 561)
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3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

maés adelante se vera como resolver el sistema de ecuaciones anterior. Algunos sistemas
de ecuaciones son lo suficientemente sencillos que pueden resolver utilizando el método
de sustituciéon y el algebra de operadores.

dr __ 2 2t
. . ) & = 2e
Ejemplo 78. Resuelva el sistema de ecuaciones j; 22y
dat — Tt

Primero que todo, hay que observar que se estdn buscando dos funciones x (t),y (t).
Como en el sistema solo aparece una derivada de cada funcion, en la solucién del siste-
ma no deben aparecer mas de dos constantes arbitrarias. Como la primera ecuacion es
separable se puede integrar a ambos lados y se obtiene

z=e? 4 (3.1.58)
sustituyendo en la segunda ecuacién se tiene

dy (th + 01)2 —y et 2%+ -y

i " = " (3.1.59)
la ecuacion anterior es lineal y se puede escribir como
d et 4+ 2e%c; + 2
T T (3.1.60)
como o
el T =t =¢ (3.1.61)
por lo que puede escribirse como
d 4t 2t 2
pn (yt) =™ +2e™c1 + ] (3.1.62)
integrando a ambos lados
1
yt = Ze4t + el + At 4o (3.1.63)
o bien .
y=1t"1 (ZeA‘t + ey + At + 02> (3.1.64)
dz _ dy -0
Ejemplo 79. Resuelva el sistema ¢ % T —;y
20 F2r+ 25 -2y =t
Primero se escribe en notaciéon de operadores como
(D-1)z+(D+1)y=0 (3.1.65)
2D+ Nz +2(D—-1)y=t o
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La idea es multiplicar por operadores de forma que se llegue a una tinica ecuacién en una
variable. Si se multiplica la primera ecuacion por —2(D + 1) y la segunda por (D — 1)
para obtener el sistema

—2(D?-1)z—-2(D*+2D+1)y=0
(2 ) g +2D+1)y (3.1.66)
2(D?* = 1)z +2(D?*—-2D+1)y=1—1t
sumando ambas ecuaciones se tiene
—8Dy=1-—t (3.1.67)
como es separable se obtiene que
2
—8y=t-— 5 ta (3.1.68)
o bien )
t 1 1
=— ——t—= 3.1.69
Y 6 8 861 ( )
sustituyendo en la primera ecuaciéon de 3.1.65 se obtiene que
t 1 ¢ 1 1
D-1 —— 4 — — =t —= =0 3.1.70
( )”H(S 57163 8cl> (8.1.70)
o bien )
dx t 1 1
— — — ————=¢1=0 3.1.71
@ "T16 5 8™ (8-L.71)
que es una ecuacion lineal
dx 2 1 1
=44+ 3.1.72
T T T (8.1.72)
como
e St = ot (3.1.73)
la ecuacién anterior puede escribirse como
d, _, 2, 1, 1
y (ze™") = —15¢ Tg¢ tgzae (3.1.74)
como
/tze_t =%t + 2/te_t = Pt —2te™t — 27! (3.1.75)
la solucién de la ecuacion es
re = _L (—tPe™t —2te™" —2¢7") - le_t - lcle_t +c2 (3.1.76)
16 8 8 o
o bien 1 1 1
= —t*+-t— = t 3.1.77
T=1p + gt g + e ( )

143



3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

podria pensarse que ya se terminé de resolver el sistema, sin embargo, para resolver el
sistema se tuvo que aumentar el orden de las ecuaciones diferenciales por lo que puede
existir alguna relacion entre las constantes. Se sustituyen z(¢) y y(t) en la segunda
ecuacion de 3.1.65 y se tiene

ASRE SRS T NS PR VS UL A G (3.1.78)
-+ -+ e+ — =t —=c e +-—-——+-+—=< 1.
8 '8 T "8 8! TR T8 16 8 ' 8 2
o bien
2c0e! =0 (3.1.79)
por lo tanto
e =0 (3.1.80)
lo cual significa que la solucién es
1, 1 1 211
t) = —t>+ -t — = =y=——=t—= 3.1.81
2t =gt +gt—ga vl =y=15-gt-3a (3.1.81)

El ejemplo anterior indica que hay que ser cuidadosos con cudntas constantes se pueden
esperar al resolver un sistema de ecuaciones lineales. En general se tiene lo siguiente.

El namero de constantes arbitrarias en la solucion general z(t), y(t) del sistema lineal

{m (D) + p2(t)y = fo(t) (3.1.82)
p3(t)r + pa(t)y = fa(t)

donde p1,ps, p3, p4 son operadores polinomiales con coeficientes constantes es igual al
orden de

p1(t)pa(t) — pa(t)p3(t) (3.1.83)

siempre que el “determinante” anterior sea distinto de cero. Si es cero, el sistema puede

tener ninguna solucién o infinitas soluciones.

Comparando con el ejemplo anterior se tiene que

plzD—l p2:D+1 p3:2(D—|—1) p4:2(D—1) (3184)

por lo 3.1.83 es
2(D —1)2—2(D+1)> = -8D (3.1.85)

que es un operador de primer orden por lo que solo deberia aparecer una constante tal
como sucedio6.

i—dr+9=0

Ejemplo 80. Resuelva el sistema o
—4dr+y+2y=0

144



3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

En notaciéon de operadores se escribe como

(D2—4)x+Dy:O (3.1.86)

(=4D)z + (D*+2)y =0 o
que tiene por “discriminante” 3.1.83

(D* —4) (D* +2) +4D? (3.1.87)

el cual es claramente de orden 4, por lo que tienen que aparecer cuatro constantes.
Multiplicando la primera ecuaciéon por 4D y la segunda por (D2 — 4) y luego sumando
las ecuaciones se obtiene

(4D? + (D* - 4) (D*+2))y =0 (3.1.88)

o bien
(D*+2D*-8)y =0 (3.1.89)

que tiene por ecuacién caracteristica
mt+2m2 — 8 = (m2 +4) (m? — 2) = (m + 2i) (m — 2) <m v \/§> (m ~ \/§> (3.1.90)
la solucién es
y(t) = c1 cos 2t + ¢y sin 2t + cze™ V2 4 cpeV? (3.1.91)

sustituyendo en la segunda ecuacién pues es de primer orden en x
1 1
T = —§c1 cos 2t — 502 sin 2t + c;),e*\/525 + 046\/§t (3.1.92)
por lo tanto

1 1
T = —Ccisin2t+ ~cpcos 2t — —se V2 4 SV | o (3.1.93)

4 4 V2 V2

como aparece una constante adicional, hay que sustituir x, y en la primera ecuacién para
obtener la condicién de consistencia. Reemplazando se tiene que

c1 8in 2t — ¢y cos 2t — \/5036_‘/5’f + \/§C4Bﬂt + ¢18in 2t — ¢ cos 2t + %e_‘/ﬁt
—%eﬂt — 45 — 2¢q sin 2t 4 2¢9 cos 2t — \/5636_\/§t + \/§C4€ﬂt =0

(3.1.94)
que da ¢; = 0 por lo que

1 1
T=—7a sin 2t + ¢ cos of — B V2 + I (3.1.95)

V2 V2
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3.2. Forma Matricial de un Sistema de Ecuaciones

Cuando se estudi6 el problema de un resorte con amortiguamiento y forzado, habia
que considerar la ecuacién
i+ 262 + wir = Acoswt (3.2.1)

este sistema es de segundo orden, sin embargo se puede convertir en uno de primer orden
si se introducen variables adicionales. Por ejemplo, dado que la velocidad es

V=X (3.2.2)
la ecuacion anterior se puede escribir como
O+ 28v 4 wir = Acoswt (3.2.3)

que la convierte en una ecuaciéon de primer orden pero dos con dos funciones z,v por
hallar. Es decir, resolver 3.2.1 es lo mismo que resolver el sistema

{i - (3.2.4)

v = Acoswt — 2Pv —w%x

Ahora bien, el sistema anterior puede convertirse a notacién matricial como

<i):<—2}8 —125><i)+<Acgswt> (3.2.5)

Resulta muy conveniente definir

z<fj> AE(_S% _125> f(Achwt) (3.2.6)

que convierte 3.2.5 en
x =Ax+f (3.2.7)

donde la derivada de un vector o una matriz consiste en derivar individualmente sus
entradas.
De manera analoga, para los resortes acoplados las ecuaciones por resolver son

ma1 = —kx, + k1o (xg — xl) (3 9 8)
m.i'g = —/{?.%'2 — /{?12 ((L‘Q — (L‘l)
si se define
pL=ma1  p2 = Mo (3.2.9)
ambas ecuaciones se pueden escribir como
p1 = —kx1 + k12 (x2 — x1) (3.2.10)
P2 = —kxo — kig (x2 — 1)
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3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

por lo que resolver el sistema original es equivalente a resolver el sistema de ecuaciones

xp =B
m
p1 = (—k — k12) 21 + k1oxo
b B (3.2.11)
m
P2 = kiaxy + (—k — k12) 22
que se puede escribir en notacién matricial como
iy 0 L 0 0 1
1| | “k—k2 O k12 0 D1
o= 0 0 0 1 - (3.2.12)
P2 k12 0 —k—kao O P2
bajo la notacién
. 1
1 . 0 ) - kO 0
_| m _| “k—Fk2 O 12 0
x= | A= 0 0 0 1 (3.2.13)
D2 k1o 0 —-k—Fkso O
el sistema 3.2.12 se escribe como
% = Ax (3.2.14)

Los ejemplos anteriores motivan la siguiente definicion.

La forma normal de un sistema de ecuaciones n x n de primer orden es un sistema de la
forma

x =A(t)x + £(t) (3.2.15)

donde
x1(t) an(t) aa(t) -+ a(t) J1(t)
x(t) = x2:(t) At) = a21:(t) a22:(t) a27i(t) f(t) = f2Ft)
Tn (t) anl (t) an2 (t) te ann(t) fn(t)
(3.2.16)

Una solucion de 3.2.15 consiste en un vector de funciones x(¢) que satisface 3.2.15. El
sistema homogéneo asociado a 3.2.15 es el sistema

X =A(t)x (3.2.17)

Y el sistema se llama autonomo si A(t) y £(¢) no dependen de ¢, es decir, tienen coefi-
cientes constantes.

Muchos resultados para los sistemas de ecuaciones lineales son anélogos al de las
ecuaciones lineales de orden n, por lo que solo se van a enunciar. Primero que todo, el
principio de superposicién sigue siendo véalido.
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Primer Principio de Superposicion: Si xyp, X9, son dos soluciones al sistema lineal ho-
mogéneo

x = A(t)x (3.2.18)

entonces c1xX1j + coXop también es solucion del sistema homogéneo.
Segundo Principio de Superposicion: Para resolver el sistema

X = A(t)X + f; (t) + fg(t) (3219)
basta resolver por aparte los sistemas
x=A(t)x+f1(t) %x=A(t)x+ f5(¢) (3.2.20)

y si x1,X2 son las soluciones respectivas entonces x3 = x7 + X2 es solucién del sistema
original.

Otra forma de hallar soluciones al sistema homogéneo es tomando la parte real e

imaginaria de la solucion.

Si z(t) es una solucion del sistema
z=A(t)z (3.2.21)

donde z(t) = x(t) + iy(t) entonces x(t) y y(t) también son soluciones del sitema homo-
géneo.

También hay un concepto anédlogo de independencia lineal de las soluciones de un
sistema de ecuaciones y un sistema homogéneo lineal de orden n tiene una base de

dimensioén n.

148



3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Six1(t),x2(t), - ,xx(t) son soluciones del sistema lineal homogéneo
x = A(t)x (3.2.22)
entonces se dicen linealmente dependientes si existen constantes cqi,co, - , ¢ no todas

nulas de forma que
axi(t) + - cpxp(t) =0 (3.2.23)

para todo t € R. Aqui O es el vector nulo. Para verificar si n soluciones

x1(t),x2(t), - ,xn(t) son linealmente independientes o no se calcula el Wronskiano
11 212t Tin
x21 Lon
W (X17 X2, 7Xn) = . . (3224)
Inl Tp2 0 Tnn
donde
11 L12 T1n
T21 T22 Ton
X = : X3 = : Xp = , (3.2.25)
Tnl Tn2 Tnn

En tal caso las n soluciones son linealmente independientes si y solo si el wronskiano de
las soluciones es distinto de cero.

También, en forma parecida a las ecuaciones lineales un sistema homogéneo lineal
de orden n posee n vectores soluciéon linealmente independientes y la solucién general
del sistema no homogéneo puede descomponerse como un vector particular mas uno
homogéneo.

Si se tiene n vectores solucion x;(t),x2(t),- - ,x,(t) linealmente independientes del sis-
tema lineal homogéneo

X =A(t)x (3.2.26)

entonces cualquier otra solucion xj del sistema homogéneo puede escribirse como com-
binacién lineal de tales vectores, es decir,

Xp, = C1X] + CoXg + - - -+ cpXn (3.2.27)

De manera similar, si x, es una soluciéon particular del sistema lineal no homogéneo
x =A(t)x + £(t) (3.2.28)

entonces cualquier otra solucién x del sistema no homogéneo puede escribirse como

X =X, +Xp (3.2.29)
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Para los sistemas lineales homogéneos de ecuaciones resulta 1util representar las solu-
ciones no como varios vectores sino como una matriz, llamada una matriz fundamental
1 De 3.2.27 se tiene

Xp = C1X] + CoXo + -+ + CcpXp (3.2.30)
si se representan los vectores como vectores columna la ecuacién anterior se puede escribir
como

c1
C2
xp = . (3.2.31)
Cn
donde ® es la matriz cuyas columnas son x1(t),x2(t), -+ ,x,(t), es decir,
P=(x1 x2 -+ Xy ) (3.2.32)

tal matriz se conoce como una matriz fundamental del sistema homogéneo.

Si x1(t),x2(t), -+ ,xp(t) son n vectores solucion linealmente independientes del sistema
homogéneo
x =A(t)x (3.2.33)
entonces la matriz fundamental formada por los vectores xi(t),x2(t), -+ ,x,(t) es la
matriz cuyas columnas son los vectores x1(t),x2(t),- - ,x,(t), es decir,
o = ( X| Xo -+ Xp ) (3.2.34)

la matriz fundamental tiene tres propiedades bésicas:
> La matriz fundamental es no singular, es decir, siempre es invertible

= La derivada de la matriz fundamental (que se realiza derivando individualmente
las componentes de la matriz) cumple

d(t) = A(t)d(t) (3.2.35)

=> La solucién general del sistema homogéneo puede escribirse como

xp = @(t)c (3.2.36)

donde ¢ es un vector de constantes.

len general siempre hay varias matrices fundamentales pero todas cumplen el mismo papel
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3.3. Solucidon de Sistemas Auténomos

3.3.1. Solucién de Sistemas Homogéneos

Ahora se van a estudiar los sistemas lineales homogéneos auténomos, es decir, sistemas

de la forma
% = Ax (3.3.1)

donde A es una matriz constante. En analogia con el caso de ecuaciones lineales se
buscan inicialmente soluciones de tipo exponencial, dado que ahora las soluciones deben
ser vectores, se va a intentar con una solucién de la forma

x =My (3.3.2)
donde se toma v constante. Derivando 3.3.2 se tiene
x = \eMv (3.3.3)

y sustituyendo en 3.3.1 se tiene
My = Aty (3.3.4)

por lo tanto, A debe cumplir la ecuacién
Av = v (3.3.5)

es decir, A\ debe ser un valor propio de A y v un vector propio de A. Como se veré
mas adelante, es necesario considerar valores propios tantos reales como complejos de la
matriz A.

Para hallar los valores propios de la matriz A se hallan las raices del polinomio caracte-
ristico de A, es decir, se resuelve la ecuaciéon

det(A—A)=0 (3.3.6)
Luego los vectores propios se hallan resolviendo el sistema homogéneo
(A=A)v=0 (3.3.7)
Si v es un vector propio con valor propio A entonces
x = My (3.3.8)

es una solucion del sistema

(3.3.9)
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%:236—1—3/

Ejemplo 81. Resuelva el sistema dy
=T+ 2y

En notacién matricial se tiene

<§>:<?§><§> (3.3.10)

para hallar los valores propios se tiene que

2—A 1

det(A—)\I):‘ 1 9.

‘:(2—)\)2—1: (1-=X)(3—=2A) (3.3.11)
por lo que los valores propios son
AM=1 =3 (3.3.12)
Para hallar un vector propio asociado a A\; = 1 se resuelve el sistema homogéneo
(A—I)v=0 (3.3.13)
es decir (como es homogéneo no es necesario considerar la matriz aumentada pues solo

serfa una columna de ceros)
11
() s

reduciendo la matriz por Gauss Jordan, por ejemplo, haciendo —f; + fo se obtiene

( (1) (1) ) (3.3.15)

y el sistema homogéneo asociado es
v1+v9 =0 (3316)

por lo que
(1)1,1)2) = (1)1, —1)1) =1 (1, —1) (3.3.17)

vi = ( _11 > (3.3.18)

Para hallar un vector propio asociado a Ay = 3 se resuelve el sistema homogéneo

De esta forma un vector propio es

(A—3)v=0 (3.3.19)

( _11 _11 > (3.3.20)

es decir se considera
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reduciendo la matriz por Gauss Jordan, por ejemplo, haciendo f; + fo se obtiene

< _01 (1) ) (3.3.21)

V1 = U2 (3.3.22)

y el sistema homogéneo asociado es

por lo que
(v1,v2) = (v1,v1) = v1 (1,1) (3.3.23)

De esta forma un vector propio es
1
vy = < 1 ) (3.3.24)

Luego la solucion general del sistema homogéneo es
A1t Aot t 1 3t 1
xp(t) = cre™'vy + cpe”?'vy = cre 1 + coe 1 (3.3.25)

También se puede escribir la solucién con la ayuda de la matriz fundamental

xp(t) = ( _e; ZZ > < 2 > = dc (3.3.26)

Las soluciones en 3.3.25 son curvas en el plano zy con pardmetro ¢t. Conforme t — oo
las soluciones tienden a alejarse del origen del plano xy lo cual significa que dos soluciones
que comienzan cerca del origen con el tiempo van a separarse mucho, de ahi que cuando
ambos valores propios son positivos se dice que el origen es un punto de equilibrio
inestable o una fuente. (En la figura se representan los dos vectores propios vi,vs)

T
!
t
1

NN
AR NRNANN

NANANNNNYN

AR A K T YR NRNNN
\
AR N N NN
NN
R ARNRNN
NN NN

\

VNN N NN
NN
N\

NN

P

AN N N
~

-

e e - o

NN SNAXN VNN RN

o
N

Figura 3.3.1: Soluciones en el plano zy, valores propios positivos
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dx

@ _ _ 9
Ejemplo 82. Resuelva el sistema gt Ty

#=y—2

En este caso el sistema en forma matricial es

T -2 1 x
<y>‘<1 —2><y> (33.27
Es facil hallar que los valores y vectores propios son

)\1 = —3 V] = (—1, 1)
o= 1 vy (L) (3.3.28)

por lo que la solucién general del sistema homogéneo es

_ —1 _ 1 —e 3t et c1
Xp = cie 3t< 1 )—l—cze t( 1 ) = < P > < o (3.3.29)

Este caso es el opuesto al del ejemplo anterior ya que cuanto ¢ — oo todas las soluciones
se acercan al origen independientemente de los valores iniciales. De hecho, cuando todos
los valores propios son negativos se dice que el origen es un punto de equilibrio estable

o un sumidero.

8 N N N L S S R
D N T S O T T T R T A A
AN NN N N N T T T T ' L e 4

PO NN N N N N N N I PR

ARONCN NN NN NN NN AR

NN NI NN NN N NN [
NN N ~ S\ N -

PSS N NN NN N i

LI SN NN [
~ o~ >~ N ol -
N N - —_ — =

.~~~ N o~
O ~ ~ ~ -~ ~ o~~~
~ s = - ~ e =
\\\\\\\\\\ ~ AN N
- - ~ X NN N N
= = - NN ~ AN NG NN
«««««« NN PENENENEN N
- - - - NERNEN AN ~ NN N
***** Vo NN N N NN NN
2= - - - LI NN N NN N AN
) P IR NN N N N NI NI NN NN
Foaosor T U U NN N VAN R R T T N N
AV I SR UL N N UL N N N N N N N SR Y
-3 [ ! 1 i \ LN "\‘ \ \
- -2 - 0 1 2 3

Figura 3.3.2: Soluciones en el plano zy, valores propios negativos

dx
Ejemplo 83. Resuelva el sistema { % T+ 5y
it =2r+y

La forma matricial del sistema es
T 2 3 T
<y>_<21><y> (3.3.30)
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Los valores propios de la matrices son

det (A —\I) = ' 2;A 1EA ' =2-N1-XN)=-6=X-3\—-4=A+1)(A-4)=0
(3.3.31)
Por lo tanto los valores propios son
A =-1 Ao =4 (3.3.32)
para hallar un vector propio asociado a Ay = —1 se considera la matriz
3 3
A+1T= ( 9 9 > (3.3.33)
que al reducirla se llega a
11
(1) 2230
por lo que
Vo = —U1 (3.3.35)
luego un vector propio es
vy = (1,-1) (3.3.36)
Para un vector propio asociado a Ao = 4 se considera la matriz
-2 3
A—4] = ( 9 _3 ) (3.3.37)
que al reducirla se llega a
-2 3
< 9 0 > (3.3.38)
por lo que
3’02 = 2’01 (3339)

luego un vector propio es

(1. 20) = (1.2 a0

como cualquier otro multiplo funciona se toma
vy = (3,2) (3.3.41)

Luego la solucién general es

_ 1 3 et 3e* c1
ot (Y (3) = ) (0 .

En este caso el comportamiento de la solucién depende del valor de co. Si co # 0 la
solucién se aleja del origen cuando ¢ — oo mientras que si co = 0 la soluciéon se acerca
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al origen. Se dice que en este caso el origen es un punto de ensilladura cuando los valores
propios tienen signos distintos.

Figura 3.3.3: Soluciones en el plano zy, valores propios signos distintos

De algebra lineal se sabe que un valor propio puede tener asociados distintos vectores
propios. En ese caso, mientras la multiplicidad geométrica del valor propio sea la misma
que la multiplicidad algebraica del valor propios, es decir, la dimensiéon del subespacio
caracteristico es igual a la multiplicidad con la que aparece el valor propio como raiz
del polinomio caracteristico, se puede aplicar la misma construccién que la anterior para
encontrar la solucién general.

Suponga que se tiene el sistema lineal homogéneo auténomo
x = Ax (3.3.43)

Si la matriz n xn A posee tinicamente valores propios reales y posee n vectores linealmen-
te independientes vy, --- , v, que corresponden a los valores propios ( no necesariamente
distintos) Aq,- -+, A, entonces la solucion general del sistema homogéneo anterior es

xp, = c1eMtvy + ce™tvg + -+ cpe’tvy, (3.3.44)

Ejemplo 84. Resuelva el sistema x=| -2 1 -2 |x
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Se hallan primero los valores propios de la matriz.
det(A—X)=| -2 1—-X =2 (3.3.45)
2 -2 1-A

por las propiedades del determinante la operacién fs + f3 no cambia el valor de este por
lo que

1-x -2 2 1—x -2 2 1-x -2 2
—2 1-X -2 |=| -2 1-X -2 |=(1+A)] -2 1-X -2
2 -2 1-2A 0 —1-X —1-2A 0o -1 -1

(3.3.46)

donde también se us6 la propiedad de que puede factorizarse un término que esté repetido
en una misma fila o columna. Luego se realizan las operaciones 2f3 + f1 vy —2f3 + fo
obteniendo

(I+XN] =2 1-X —2|=(1+XN] -2 3-x 0 (3.3.47)

luego se desarrolla el determinante a lo largo de la tercera columna y se obtiene
(NI =NB=N)=8) =1+ N -4 =5 =—A+1)>(A-5) (3.3.48)

Los valores propios son

AM=—-1 X=5 (3.3.49)
Los vectores propios asociados a A\; = —1 se calculan con
2 =2 2
A+I=1 -2 2 =2 (3.3.50)
2 =2 2
simplificando se llega a
1 -1 1
0 0 O (3.3.51)
0 0 O
que da el sistema
vy = V1 + U3 (3.3.52)
por lo que
(v1,v2,v3) = (v1,v1 +v3,v3) =01 (1,1,0) + v3(0,1,1) (3.3.53)
y dos vectores propios son
vi = (1,1,0) vy =(0,1,1) (3.3.54)
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El vector propio asociado a Ao = 5 se calcula con

-4 -2 2
A-b5l=| -2 —4 =2 (3.3.55)
2 -2 -4
que se reduce para obtener
1 0 -1
01 1 (3.3.56)
0 0
que da
V1 = V3 VU = —Us (3.3.57)
por lo que un vector propio es
vy = (1,—-1,1) (3.3.58)

Finalmente, como hay tres vectores propios linealmente independientes la solucién
homogénea es

1 0 1 et 0 edt c1
Xp = cleft 1 + czeft 1 + 03e5t -1 = et et —ebt Co
0 1 1 0 et et c3

(3.3.59)

Para el caso de valores propios complejos se utiliza el hecho de que la parte real e
imaginaria de una solucién compleja vuelve a ser solucion del sistema homogéneo.

—_ = 6 —
Ejemplo 85. Resuelva el sistema g; Ty
a = 9Tty

En notacion matricial
T 6 —1 z
(y>_(5 4)<y) (3.3.60)

Los valores propios de la matriz son

‘ 6gA 4__1A ‘ =(6-N)(4—-AN)+5=2—10A+29=(A— (5+2i) (A — (5 — 2i))
(3.3.61)
Por lo que los valores propios son
AM=5+2 Ay =5—2¢ (3.3.62)
El vector propio del valor propio A; = 5+ 2i se halla con
(Ljiqj%> (3.3.63)
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reduciéndola se llega a

1—-2i -1

< 0 0 > (3.3.64)
o bien

Vo = (1 - 21) U1 (3365)
por lo que

(Ul, Ug) = U1 (1, 1-— 22) (3366)

luego un vector propio es

vy = (1,1 — 29) (3.3.67)

El vector propio del valor propio Ay = 5 — 2i se halla con la matriz

142 -1
( 5 149 ) (3.3.68)
reduciéndola se llega a
142 -1
( 0 0 ) (3.3.69)
o bien
ve = (1+ 2i) vy (3.3.70)
por lo que
(1)1, 1)2) = (1, 1+ Qi) (3.3.71)
luego un vector propio es
vy = (1,1 + 29) (3.3.72)

Luego la solucién compleja del primer valor propio es

= (1) o isen (1) i )]

1 0 0 1
_ 5t . o . 5t :
=e <0052t< 1 ) 81n2t< 9 >> + ze <0082t< 9 ) +81n2t< 1 >>

_ ot cos 2t 4 iedt sin 2¢
o cos 2t + 2sin 2t —2cos 2t + sin 2t

(3.3.73)

La solucién compleja del segundo valor propio es

4 1 1

oty _ o(5-2i)t _ 5t i :

zo(t) = eMlvg =€ 142 e’ (cos 2t — isin 2t) 1 —i—z(
1
1

= e <0082t< 1 > +sin2t< (2) >> + jedt <c082t< (2) ) —sin2t<

T cos 2t 4 et —sin2¢
o cos 2t + 2sin 2t 2 cos 2t — sin 2t

3l
))

(3.3.74)
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Es facil observar que en realidad basta estudiar una de las dos soluciones por lo que si
se toma la parte real e imaginaria de z;(¢) la solucion general del sistema homogéneo es

ot cos 2t 5t sin 2¢
xn(t) = cre ( cos 2t + 2sin 2t ) T e < —2cos 2t + sin 2t (3.3.75)

en este caso cuando t — oo las soluciones nuevamente se alejan del origen, sin embargo,
ahora tienen la particularidad de que lo hace en forma de espiral debido a los cosenos y

Senos.

Figura 3.3.4: Soluciones en el plano xy, valores propios complejos

Para hallar la solucién correspondiente a un valor propio A = a + ib de la matriz A con
vector propio v se toma la parte real e imaginaria de la solucién compleja, es decir, se

toma

c1Re (e(“+bi)tv> + coIm (e(“+bi)tv) (3.3.76)

Y

Ejemplo 86. Resuelva el sistema x B A
y=—dx

En forma matricial el sistema es

(95):(—043)(5) (3.3.77)

Los valores propios de la matriz son

-2 1

Gy =X Ha=02) (A - 2i) (3.3.78)
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Basta analizar el valor propio A = 2i.

. —2i 1
A—2il = < Y ) (3.3.79)
que se reduce y da la condicién
Vo = inl (3380)
un vector propio es
v =(1,2i) (3.3.81)

Luego la solucién compleja asociada es

et 1. = (cos 2t + isin 2t) L +1 0
2 0 2 (3.3.82)
_ cos 2t 4 sin 2t e
| —2sin2t 2cos 2t
Por lo tanto, la solucién homogénea es
cos 2t sin 2t
X =a ( —2sin 2t ) T < 2 cos 2t > (3.3.83)

en este caso en el que los valores propios solo tienen parte imaginaria el movimiento de
la solucién es de elipses como se observa en la figura.
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Figura 3.3.5: Soluciones plano xy, valores propios imaginarios

Con la teoria desarrollada hasta el momento puede resolverse el problema de los osci-

ladores acoplados 3.2.12

i1 0 L 0 0 1
p1 | | “k—ki2 O k12 0 D1

Dol = . . ;oo n (3.3.84)
D2 k12 0 —k—Fka2 O D2
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3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Los valores propios de la matriz se calculan con

-2 1 0 0
—k—kis =X ki 0
0 0 -\ 1
k1 0 —k—kip =\

Se desarrolla el determinante a lo largo de la primera fila

- k‘12 0 1 -k — k‘12 k?12 0
—A 0 Y Lo — 0 - L
0 —k—Fkyp —\| M k1o —k—kip —\

luego se desarrollan ambos determinantes a lo largo de la primera columna

Y 4 1 A 1 k 0
Gl —A' m<( L —A‘Hm A o >
desarrollando los determinantes da
22 A2+l(k+k ) L (—k — k12) A2+l(k:+k ) LYY
m 12 m 12 m 12 m 2

Agrupando los términos de acuerdo con la potencia de A
Nt 2 (k+k )AQ—L@2 —(k+k )2) =0
- 12 2\ M2 12

2 a ambos lados y realizando la diferencia de cuadrados

multiplicando por m
m* A 4 2m (k + k12) A2 + k (k4 2k12) = 0

se puede aplicar la formula cuadratica para A? que da como resultado

2 —2m(k: + k?12) + \/4m2(k‘ + k12)2 — AmZ2k (kj + 2]{312)
N 2m?2

A

simplificando un poco

)\2 _ —(k‘ + k‘lg) + \/kﬁQ + 2k3k312 + k%Q — k2 — 2]{3]{312 _ —(]C + k?12) + kj12
m m
es decir,
—k - 4
N j:\/ k — k12 &= k12
m

por lo que los cuatro valores propios son
k k k+ 2k k+ 2k
DUy S VA Y B VAN Y i E R W Y i
m m m m
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3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Todos los valores propios son imaginarios. El vector propio que corresponde a A1 se halla
considerando el sistema homogéneo

(3.3.95)

haciendo la operacién f4 + fo se obtiene

—i\/% 1 0 0
ok _i\/g ok _i\/g (3.3.96)

0 0 —iy £ L

k12 0 —k—kip —iy/E

luego se hace la operacion i,/7 f1 para obtener

1 iy 0 0
;| k [k
Fiaw TE L i (3.3.97)
0 0 —iy/ £ L
ki 0 —k—kip —iy/E

luego se hacen las operaciones kfi; + fo v —ki2f1 + f4 y se obtiene

1 iy 0 0
0 0 —k —iy /£
m (3.3.98)
0 0 —iy /£ —
0 —ikioy/ 7 —k—kip —iy/Z
luego se realiza i,/ f3 y se obtiene
1 iy 0 0
0 0 —k —iy /£
m (3.3.99)
0 0 1 i/ =

m
. 1 . k
0 —Zklg Tm -k — /{?12 —1 m
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3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

haciendo kfs + foy (k+ k12) fs + fa se obtiene

- /1
1 1 Em 0 0
0 0 0 0

3.3.100
0 0 1 iy ( )
0

. /1 . 1
—Zk12 Tm 0 Zklg Tm

la ultima fila se puede reescribir como

1
1 ¢ Em 0 0
0 0 0 0 - (3.3.101)
0 0 1 iy 5
0 -1 0 1
por lo que es claro que el sistema en forma mas reducida es
-/
1 0 0 Em
000 _ 0 - (3.3.102)
0 1 14/ Tm
0 -1 0 1
o bien
= —1y/ L = — iy (3.3.103)
V1 = —1 km’U4 Vg = Vg4 V3 = —1 m .
por lo que

/1 /1
= —i/—, 1, —n/—.1 3.3.104
(7}17?}27?}37?}4) (% ( ? k:m’ y — 1 kma ) ( )

luego un vector propio es

v = <—2', VEm, —i, \/k:m) (3.3.105)
v la solucién correspondiente se escribe como
—1i 0 -1
i vV [k [k v
Z1=¢€ \/Et k:m = | cosy/—t+isiny/ —t hm +1 0
- m m 0 -1
vVkm vVkm 0
(3.3.106)

o bien

sin\/ﬁt —cos\/ﬁt
m m

Vkm cos \/gt Vkm sin \/%t

71 = +1 (3.3.107)
sin\/%t —cos\/%t

\/%cos \/gt Msin \/%t
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3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Por otro lado, el vector propio que corresponde a A3 se halla considerando el sistema

homogéneo
iy 2k 1
? = — 0 0
—k—kyp  —iy/ 2R k12 0
0 0 —ia B2k 1
m m
k12 0 —k—kip  —iy) 2k

haciendo la operacion fy + f5 se obtiene

@)
o

|
NA
|
~.
o o En —
_£3|
3??‘
3
|
= |
! =~
=~
ke
[\
| |
~. ~.
ol ol
TER T
3R 3R
S 3

luego se hace la operacion 7 o, f1 para obtener

1 m 0 0
Kk —iy /2R —k —iy ) B2k
o0 e
k1 0 —k— ki —iy) P2

luego se hacen las operaciones kf1 + fo vy —ki2f1 + f1 y se obtiene

./ 1
1 v (k+2k12)m 0
o 1 2k
0 ik ok ¢ p— —k
. k42K
0 0 i T

1
(k+2k12)m —k — k2
luego se realiza 7, | 57580 f3 vy se obtiene

- 1
1 v (k4+2k12)m 0
. 1 - [ k4+2k
0 Zkﬂ/(k+2k12)m AV —k

)

E
+
[~}
E
ks
(]

~.

|
]3|~
-

0 —ikio

> O
+
N
>
=
N

[
.

TS

1
0 0 1 k+2k12)m
. 1 - [ k+2k
0 _2k12 (k+2k—12)m —k — klg 1 m 12
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3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

haciendo kfs + foy (k+ k12) fs + fa se obtiene

. 1
N o
0 ik /gt — iy /A2 g \/7 Ve
(k+2ki2)m m (k+2k12) (3.3.113)
0 0 1 \/M—Tm)m
. 1 k+2k
0 _Zk12\/% 0 i(k+ ki2) \/(k‘Jrle \/ .

la segunda fila se puede simplificar para obtener

1
1 (k+2k12) O 0
0 1 0
0 0 1
. 1 k+2k
0 —ikia,/ o 2kim 0 k: + k:12 1 S — k‘+2k12 / 12

/ (3.3.114)
(k+2k12
haciendo k1o mfg 4+ fay —i mfg + f1 se obtiene
1 0 0 —iy/ror—
(k+2k12)m
010 1 (3.3.115)
00 1 /o
(k+2k12)m
0 0 0 0
o bien
1 1
V] =iy | —————V4 Vg =—Vgy V3= —l4y]—-—— (3.3.116)
(k‘ + 2]{312)771 (k‘ + 2k‘12)m
por lo que

/ 1 / 1
= | —--— =1, 0y —1 3.3.117
(U17027U37U4) V4 (Z (k+2k12)m’ , 1 (k:+2/<:12)m’ ) ( )

luego un vector propio es

vy = (z /(& + 2Zki2)m, —i, \/(k + 2k12)m) (3.3.118)

y la solucién correspondiente se escribe como

0 1

( /k+2k12 [k +2k12> —/(k + 2k1)m 1o
“+1

0 -1

(k:—{—2k12)m 0

(3.3.119)
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3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

o bien

—sin y/ B2z cos |/ BtZk1zy
—/(k + 2k12)m cos |/ 212y | =k + 2k12)msin ) 12124
— +1

Zo —
sin /%t P /k+31k12t
(k + 2k12)m cos |/ B2z (k + 2k1z)m sin 4/ ST

(3.3.120)
por lo tanto, la solucién general es

sin \/gt — cos \/gt
E ; Vkm cos \/gt Vkmsin \/%75
xa(t) - a sin \/gt e — cos \/gt
Q \/%cos \/gt \/%sin \/%t
—sin\/%t cos@/kimkmt
s _\/mcos \/@t Yo _msm V %t
sin\/kimkmt —COS\/%t
T T Zhna)m cos |/ it2kizy (k + 2kip)msin |/ 2021

(3.3.121)

k+ 2k
o=/ EE 2 = L3 (3.3.122)
m m

y usando el hecho de que p; = mw1, ps = mus la solucién se puede escribir de forma méas
compacta como

Si se define

x1(t) sin wot — cos wat —sinwit coswit
vy (t W9y COS Wat W9 Sin wat —wq coswit —w1 sinwyt
(*) =C . + co +c3 . + C4
xa(t) sin wot — cos wat sinwit — coswit
va(t) Wy €OS wat wo sin wat w1 cos wit w1 sinwit
(3.3.123)

De la solucién general es posible extraer dos movimientos llamados los modos normales.
Primero que todo, evaluando 3.3.123 en t = 0 se tiene

x1(0) 0 -1 0 1
U1 (0) o w9 0 —w1 0
IQ(O) =C 0 + co 1 +c3 0 +cq 1 (3.3.124)
v2(0) Wy 0 w1 0

Por ejemplo, si se quisiera que las particulas solo oscilaran con frecuencia wy habria que
encontrar condiciones iniciales de modo que ¢; = ¢o = 0. De 3.3.124 se observa que para
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3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

garantizar los anterior basta con que
I (O) == *ZL‘Q(O) (%] (0) - *UQ(O) (33125)

lo cual significa que las particulas van realizar movimiento armoénico simple con frecuen-
cia wy. Tal comportamiento se llama un modo normal y este en particular es el modo
antisimétrico.

Por otro lado, si se quiere que las particulas oscilen con frecuencia wo se busca que
c3 = ¢4 = 0. Para garantizar esto basta poner como condiciones iniciales

Il(O) - ZL‘Q(O) U1 (0) - ’U2(0) (33126)

lo cual significa que las particulas van realizar movimiento armoénico simple con frecuen-
cia wo. Tal comportamiento se llama un modo normal y este en particular es el modo
simétrico.

Es decir, los modos normales consisten en el caso particular en el cual el movimiento
de las particulas se desacopla y cada una se mueve a la misma frecuencia en movimiento
armonico simple como si la otra no existiera.

A veces puede ocurrir que la multiplicidad algebraica de un valor propio no sea igual a
su multiplicidad geométrica. En tal caso no hay n vectores propios y hay que cambiar un
poco la construccién de la solucién homogénea. El analogo para las ecuaciones lineales
de orden n era que una raiz del polinomio caracteristico tenia una multiplicidad mayor
que uno y habia que introducir términos de la forma te”. Se va a intentar algo parecido
en esta situacién como se vera con el siguiente ejemplo.

T=3r+y
Y =3y

(;j):(ﬁ;,)(z) (3.3.127)

como es triangular superior los valores propios son los elementos sobre la diagonal, es
decir,

Ejemplo 87. Resuelva el sistema {

En notacién matricial

A=3 (3.3.128)

Para los vectores propios considere

01
A—3[= < 0 0 ) (3.3.129)

Luego es facil ver que un vector propio es
vi = (1,0) (3.3.130)

y no aparece un segundo vector propio linealmente independiente.
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3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Ahora bien, por notacién se va a reescribir el vector propio como
v = (1,0) (3.3.131)
Asociado a este valor propio solo hay un vector propio y la solucién
x11 = €e*viy (3.3.132)
Luego se intentara con una solucién de la forma
X192 = (Vi +tvig) e (3.3.133)

donde vi 2 es un vector desconocido, y no tiene que ser un vector propio. Derivando
3.3.133 se obtiene
)'(172 = V171€3t +3 (VLQ + tVl,l) e3t (3.3.134)

Como se quiere que Xp 2 sea solucién, debe cumplirse
X1,2 = Ax12 (3.3.135)
e igualando con 3.3.134

= vy + 3 (vig +tvyg) e (3.3.136)

A(vig+tvii)e
como vyq,1 es un vector propio de A con valor propio 3 se tiene en la ecuacién anterior
Avig+3tvii = Vi1 +3via+3tvi (3.3.137)
o bien agrupando los términos

(A=3I)viz=vi1 (3.3.138)

Es decir, hay que resolver el sistema

( 8 é ‘ é ) (3.3.139)

que tiene por solucion (en realidad hay infinitas pero se toma la mas sencilla)
V172 = (0, 1) (3.3.140)
Por lo tanto, la solucién general es

1 0 1 c1 + cot et tedt c
_ 3t 3t 3t 1 2 o 1
(3.3.

141)
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T =2x+y+62
Ejemplo 88. Resuelva el sistema { ¢y =2y + 52

z =2z
En notacion matricial
T 2 1 6
y |=10 25 (3.3.142)
z 0 0 2

Como es triangular superior, los valores propios son los valores sobre la diagonal, es
decir,
A=2 (3.3.143)

Luego, para calcular los vectores propios se tiene el sistema homogéneo

016
A-2I=| 0 0 5 (3.3.144)
0 00
que da
010
0 0 1 (3.3.145)
000
por lo tanto el sistema de ecuaciones es
Vg = V3 = 0 (33146)
y de esta forma un vector propio es
vi = (1,0,0) (3.3.147)
Ahora bien, por notacién se va a reescribir el vector propio como
vi1 = (1,0,0) (3.3.148)
Asociado a este valor propio solo hay un vector propio y la solucién
X1,1 = 62tV1,1 (3.3.149)
Luego se intentaré con una solucién de la forma
X190 = (vig +tvyg)e? (3.3.150)

donde vi 2 es un vector desconocido, y no tiene que ser un vector propio. Derivando
3.3.150 se obtiene
12 = vig€” +2(vig +tviy) e (3.3.151)

Como se quiere que X1 2 sea solucién, debe cumplirse
K

X120 = AX1 9 (3.3.152)
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e igualando con 3.3.151
A(vig+tvig)e® = vy +2(vig+tvyg) e (3.3.153)
como v es un vector propio de A con valor propio 2 se tiene en la ecuacién anterior
Avio+2tvig =vi1 +2vie +2tvy) (3.3.154)
o bien agrupando los términos
(A=20)viz =vi1 (3.3.155)
Es decir, hay que resolver los sistemas

161
0 5|0 (3.3.156)
000

o O O

que tiene por solucion (de nuevo se toma la mas sencilla)

vi2 = (0,1,0) (3.3.157)
Con esto la segunda solucion es
0 1
x19 = e 1L |+t| o0 (3.3.158)
0 0

Finalmente, se ocupa una tercera soluciéon que se propone de la forma

2
X1,3 = €2t <V1,3 + tV1,2 + 5V171> (3.3.159)
Derivando 3.3.159 y como se quiere que sea solucion, es decir, X1 3 = Ax; 3 se tiene

2

t
AX1,3 = 2% <V173 +tvig + 5V171> + 2t (V172 + tVl,l) (3.3.160)

usando 3.3.159 nuevamente en el lado izquierdo

t2 t2
A <V173 + tVLQ + 5V171> =2 <V173 + tVLQ + 5V171> + (VLQ + tVLl) (3.3.161)
agrupando los términos se puede escribir como
2
(A — 2[) vig+t (A — 2[) Vi2 + 5 (A — 2[) Vi1 = Vi2 +tvia (33162)

por las definicion de vy 2 y como vy 1 es un vector propio se llega a que

(A=20)vig=vi2 (3.3.163)
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Es decir, hay que resolver el sistema

016]0
0051 (3.3.164)
0000

que da (de nuevo, tomando la solucién mas simple)

0

vig = —12 (3.3.165)
5

Por lo tanto, la tercera solucién linealmente independiente es

0 0 o 1
x13 = e ¢+t 1|+ 7|0 (3.3.166)
: 0 0
De esta forma, la solucién general es
1 0 1 0 0 o 1
xp =c1e?t | 0 | +cge? 1 |+t o0 +cge?t —S o+t 1 |+ 710
0 0 0 i 0
(3.3.167)

De los ejemplos anteriores, se concluye que el método para hallar las soluciones cuando
la multiplicidad geométrica es menor que la algebraica es el siguiente.
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3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Si para el sistema lineal homogéneo
x = Ax (3.3.168)

el valor propio \; tiene multiplicidad algebraica r; (es decir, aparece como (A — \;)" en el
polinomio caracteristico de A) y su multiplicidad geométrica es 1, es decir, la dimension
del subespacio caracteristico de \; es uno, entonces si v; 1 es un vector propio de \; se
buscan vectores v; o, Vi3, , Vi,

(A= XNI)via = Vi1
(A= NI)viz = V2

(A= XNI)vij=Vij (3.3.169)

(A= NI) Vi, = Vi,
La solucién correspondiente es combinacion lineal de

Xj1 = 6MV7¢,1
X2 = etit (V@Q + tViJ)

Ait 2
Xij3 =€ (Vig+ivia+ FVi1

)

. . (3.3.170)

Xz}j = 6)\"’t (V@j + tVfL'"jfl —+ e+ va + mvm)

— At it tri—l
Xir; =€ Vig; T Vip—1 e+ ri—2)1 Vi:2 + CESALS

3.3.2. Exponencial de una Matriz

Como se ha visto, la forma de resolver un sistema de ecuaciones depende de si la
multiplicidad geométrica es igual o no a la multiplicidad algebraica. Hay otra forma
alternativa de resolver los sistemas de ecuaciones diferenciales que no ocupa tomar en
cuenta esta diferencia aunque en la practica puede ser més complicada de utilizar que
lo estudiado hasta el momento. Como analogia, para un sistema de una tnica ecuaciéon
diferencial habria que resolver

dx

3 = z(0) = xg (3.3.171)

Es facil ver que la solucion del “sistema” anterior es simplemente

z(t) = ey (3.3.172)
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3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Por lo tanto, seria perfecto que para resolver el sistema

dx

— =Ax  x(0) =x¢ (3.3.173)
dt

la solucién fuera a través de una “matriz exponencial” et4 de forma que

x(t) = etxg (3.3.174)

Afortunadamente, jes posible definir una matriz exponencial de forma que la solucion
anterior sea valida!

La solucién del problema de valor inicial

d
P _Ax x(0) =xo (3.3.175)
dt
tiene por solucién
x(t) = % (3.3.176)
La matriz exponencial es una matriz fundamental por lo que la solucion del problema

X (3.3.177)

= =

es simplemente

(3.3.178)

Ahora la tinica pregunta es como calcular (y definir) la matriz exponencial. Si A es
una matriz cuadrada, siempre tiene sentido multiplicar la matriz consigo misma, es decir,
formar las matrices A, A%, A3,... Ahora bien, la exponencial de un nimero viene dada
por el desarrollo de Taylor

(ta)’ o (ta)"

e — 3.3.179
2 + + n! ( )

e =1+ (ta) +

por lo tanto, tiene sentido definir la matriz exponencial como su serie de Taylor

. > AP
1A — 3.3.180
¢ ;} n! ( )

El problema con la definicién anterior consiste en definir que significa una serie de matri-
ces. Si bien es cierto es posible dar sentido a tal concepto, se evitara hacer esto porque se
requeriria mas teoria de la que se cuenta. De hecho, el calculo de matrices exponenciales
“a fuerza bruta” puede ser muy dificil por lo que se darédn algunas propiedadas basicas
v luego se comentaran algunas formas explicitas para matrices exponenciales de tamarmo
2 x 2.
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3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Si A es una matriz n X n su matriz exponencial e” se define como
o0
A7L
=" — (3.3.181)

Algunas propiedades de la matriz exponencial son:
= ¢% =1,, donde 0,, es la matriz nula e 1,, la matriz identidad

= la matriz exponencial conmuta con la matriz que la genera, es decir, Ae? = e4 A4

= Si dos matrices conmutan, es decir, AB = BA entonces eef = ¢ =c"e

= Si A es la matriz diagonal A = diag(dy,ds,- - ,d,), es decir, los elementos sobre
la diagonal son dy,ds,--- ,d, entonces la matriz exponencial es diagonal y nada
mas la exponencial de los elementos individuales sobre la diagonal, es decir, e? =

diag (e™, e, .- )

Nuevamente, solo se van a mencionar algunas matrices exponenciales cuando la matriz
es de cierta forma particular.

D Si A= a —b entonces e = e C.OSb —sinb
b a sinb cosb

ea

b
entonces e
a

T=3r+y

Yy =3y
Este sistema se resolvié anteriormente. En notacion matricial se tiene

<§>:<3§><§> (3.3.182)

Ejemplo 89. Resuelva el sistema {

por lo que la matriz A es

31
A= ( 0 3 ) (3.3.183)
usando 3.3.178 la solucién es
t( 31 > ( 3t t )
(x>:e 03 <01>:e 0 3t <01> (3.3.184)
Yy Co Co

por el cuadro anterior

(3t ! )
0 3t
e

3t 3t
(eo te’ ) (3.3.185)
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( gyc ) N ( egt t:?it ) ( 2 > (3.3.186)

que coincide con la soluciéon hallada anteriormente. Observe que aqui no fue importante
encontrar ni los valores ni vectores propios o saber la multiplicidad de estos.

por lo que la solucién es

3.3.3. Variacion de Parametros

Afortunadamente, es posible dar una férmula general para resolver el sistema lineal
no homogéneo

x = A(t)x + £(t) (3.3.187)
Primero que todo, la solucién general se puede escribir como
X =Xp + Xy (3.3.188)
v la soluciéon homogénea puede escribirse a través de una matriz fundamental como
xp = ®(t)c (3.3.189)

En analogia con la ecuacién diferencial lineal de orden n, en el método de variacion de
parametros se supone que la solucion particular es de la forma

X, = ®(t)c(t) (3.3.190)

donde ahora el vector c(t) es variable. Derivando 3.3.190

%, = dc + Bé (3.3.191)
y sustituyendo en 3.3.187 .
dc + &&= A(t)Pc + £(t) (3.3.192)
como P es una matriz fundamental,
d = A(t)® (3.3.193)
y sustituyendo en 3.3.192
A(t)Pc+ &¢ = A(t)Pc + £(1) (3.3.194)

por lo que usando el hecho de que la matriz fundamental es invertible ¢ debe cumplir
¢ =0 1(t)f(t) (3.3.195)

o bien
c= / O H(t)f(t)dt (3.3.196)
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Por lo tanto, la solucién general del problema no homogéneo es

x(t) = @(t)/cbl(t)f(t)dt + ®(t)c (3.3.197)
Una solucién particular al sistema
x = A(t)x +f(t) (3.3.198)
es
x,(t) = ®(t) /cbl(t)f(t)dt (3.3.199)
donde ®(t) es una matriz fundamental al sistema homogéneo asociado
x = A(t)x (3.3.200)
es decir,
xp(t) = @(t)c (3.3.201)

Por lo tanto, la solucién general al problema no homogéneo es

d(t) / OY)f(t)dt + (t)c
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Ejemplo 90. Resuelva el sistema x = < _23 _14 )X + < e?ft >

Primero hay que resolver el sistema homogéneo asociado

X = —3 1 b'e
- 2 -4

El polinomio caracteristico de la matriz es

-3-A 1

_ )2 _ 9 _
) _4_)\‘_>\ FIAF12-2= (A +2)(\+5)

por lo que los valores propios asociados son
A= —2 Ay = —b

Los vectores propios correspondientes son

Luego la solucién homogénea es

1 1 e~ 2 et c
_ —2t —5¢ _ 1
mmat () e ()= (G e ) (5

En este caso la matriz fundamental es
—2t —5¢t
e e
@ p—
(t) ( o2 95t >

usando la férmula para la inversa de una matriz dos por dos

a b\ 11 d —b
c d Cad—be \ —¢ a
por lo que

1 —2e % g5t
-1
T(t) = w( I
en este caso
comparando con 3.3.202 se tiene primero que

2.2t 1,2t 2t | 1.t
_ e =€ 3t 2tet 4+ ze
¢ l(t)f(t) = < %6515 _3%6515 ) < et ) = < tedt %?é4t )
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3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

por 3.3.199 la solucién particular es

o2t Bt 22t 1 %et o2t bt re2t _ %6215 11
Xp =\ -2t _g -5t / tedt — Ledt dt = o2t g5t Lyt _ Lest 3

6 27 1 _—t 2 12
6p 27 4 lo-

~(noari)
5 50 2

por lo tanto, la solucién general es

6 27 1 —t
_t - En + € — 92t 1 _5¢ 1
x={ 53 8 1 ) +cre ( + coe (3.3.214)
< st — 35 T 3¢ t 1 -2

5

Ejemplo 91. Considere dos recipientes A, B como el de la figura siguiente.
Suponga que el recipiente A contiene 50 litros de agua en los que hay disueltos
25 kilogramos de sal y que en el recipiente B hay 50 litros de agua pura. A
los recipientes ingresan liquidos como se indica la figura, se supone que los
liquidos estan bien mezclazdos en todo instante. Determine el ntimero de
kilogramos z(t) y x2(t) en los recipientes en todo instante.

agua, 3L/min 1 mezcla,1L/min

mezcla,4L/min mezcla,3L/min

Figura 3.3.6: Mezclas quimicas

En este caso el volumen neto en cada recipiente es constante. De esta forma, es claro

que
dl’l 3L Okg 1L ) 4L I 2 1
dzy _ (8L (Okg V(PN (A (ALY 2 3.21
dt <min> ( L ) * <min> <50L> <min> <5OL> 251+ ppez (3:3.219)
entrada salida
dZCQ 4L 1 1L i) 3L i) 2 2
e e - iy ) Y i Ry e [ S 3.21
dt <min> (50L) <min> (50L) min <50L> o5t~ g5 (3:3.216)
entrada safirda

Luego debe resolverse el sistema

s 2 1
TS a5 st (3.3.217)
g = 211 — 2T
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3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

que puede resolverse o bien con el método matricial o con el método de operadores. Se
puede verificar que la solucién general es

(t) = c1e”% + e
x = c1e 25 4 g€ 25
! T (3.3.218)
x9(t) = 2¢1€7 35 — 2c9€™ 25
' —dx +y =12
Ejemplo 92. Resuelva el sistema ¢ | %
r+z+y =0
En notaciéon de operadores se tiene el sistema
D —4)x + D%y = t?
(D —4) 4 (3.3.219)
(D+1)z+Dy=0

se multiplica la primera ecuacion por D + 1 y la segunda por (D — 4) para obtener

(D+1)(D —4)x + (D +1)D%*y = (D + 1)t? (3.3.220)
(D—-4)(D+1)z+(D—-4)Dy=0 o
luego se restan las ecuaciones y se tiene
(D+1)D%*) — (D —4)Dy = (D + 1)t (3.3.221)
o bien
(D? +4D) y = 2t + ¢* (3.3.222)

la ecuacion caracteristica es m? + 4m = 0 o bien m(m? +4) = m(m + 2i)(m — 2i) = 0.
Luego la soluciéon homogénea es

yn(t) = 1 + co cos (2t) + c3 sin (2t) (3.3.223)

Para la particular se propone y,(t) =t (At2 + Bt + C) y puede verificarse que A = %,
B = %, C= —%. Luego
1

1 1
y(t) = c1 + ca cos (2t) + c3sin (2t) + Et?’ + ZtZ - §t (3.3.224)

Ahora podria sustituirse y en la segunda ecuacion original para resolver

. . 1, t 1

T4z =— | —2cysin (2t) + 2c3 cos (2t) + Zt + 275 (3.3.225)
En este caso la ecuaciéon es lineal pero como puede observarse el calculo se volveria
muy tedioso debido a la forma del input. La otra alternativa es volver a eliminar las
ecuaciones. Por ejemplo, multiplicando la segunda ecuacién original por D se tiene

{(D — e+ Dy =t* (3.3.226)

DD +1)z+ DDy =0
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3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

y restando las ecuaciones habria que resolver
(D? + 4)z = —1? (3.3.227)
que tiene por solucién homogénea
xp(t) = cqcos (2t) + c5sin (2t) (3.3.228)

para la particular se toma z,(t) = At? + Bt + C y se llega a

1 1
x(t) = cqcos (2t) + c5sin (2t) — Zt2 + 3 (3.3.229)

Dado que se esperan tres constantes arbitrarias, se sustituyen x(t), y(¢) en cualquiera de
las ecuaciones, por ejemplo, la segunda y se llega a que

(c5 — 2c4 — 2c9) sin (2t) + (2¢5 + ¢4 + 2¢3) cos (2t) =0 (3.3.230)
de aqui se puede tomar ¢4 = —é (4dea +2¢3) y 5 = % (2co — 4cs) y la solucion es
1 1 , 1, 1
x(t) = —% (4ca + 2c3) cos (2t) + R (2c9 — 4cs) sin(2t) — Zt + 3 (3.3.231)
y(t) = ¢1 + co cos (2t) + 3 sin (2t) + Et + Zt - gt (3.3.232)

Ejemplo 93. Resuelva el siguiente sistema de resortes acoplados que se indica
en la figura bajo las suposiciones de ky =6, ko =4, m; = mo =1y x1(0) =0,
%1(0) =1, z2(0) =0, 2(0) = —1

Figura 3.3.7: Resortes verticales acoplados
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3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Si se toma el sistema de referencia desde la posicion de equilibrio donde el peso compen-
sa las fuerzas de los resortes pueden plantearse las ecuaciones de movimiento ignorando
el peso y tomando x1,x2 como las posiciones con respecto a tal equilibrio. Hay que

resolver las ecuaciones
mit1 = —k1z1 + kg(wg — xl)
mode = —ka(x2 — 1)

En este caso debe resolverse

T = —6x1 + 4($2 — xl)
jQ = —4($2 — xl)

que en notacién de operadores puede escribirse como

(D% +10)x1 — 429 =0
—4x1 + (D?> 4+ 4)13 =0

multiplicando la primera ecuacién por 4 y la segunda por D? + 10 se tiene

4(D? +10)x; — 1622 =0
—4(D? +10)z; + (D* +10)(D? + 4)23 =0

sumando las ecuaciones se obiene
(D?+10) (D* + 4)zy — 1622 = 0
que tiene ecuacioén caracteristica
(m? +10) (m? +4) — 16 = m* + 14m® + 24 = (m® + 2)(m* + 12) = 0
luego las raices son
my=—V2 mo=+V2 mg=—-2V3 my=2V3i
De esta forma

xo(t) = ¢1 cos <\/§t) + ¢ sin (\/it) + c3 cos (2\/§t) + ¢4 sin (2\/§t)

(3.3.233)

(3.3.234)

(3.3.235)

(3.3.236)

(3.3.237)

(3.3.238)

(3.3.239)

(3.3.240)

Para hallar x; se multiplica la primera ecuacién por (D2 + 4) y la segunda por 4 para

obtener

(D% +10)(D? + 4)x1 — 4(D? + 4)x3 =0
—1621 +4(D? +4)23 =0

sumando se obtiene
(D* +10) (D* +4)z1 — 1621 =0
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3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

claramente la solucion es
x1(t) = c5 cos <\/§t) + ¢g sin (\/525) + c7 cos (2\/525) + cgsin (2\/525) (3.3.243)

Como solo pueden haber cuatro constantes arbitrarias, se reemplaza en una de las ecua-
ciones originales, por ejemplo, en la primera se tiene

—2cs5 cOS (\/Et) — 2¢g sin (\/it) — 12¢7 cos (2\/525) — 12¢g sin (2\/525)
+10c¢5 cos (\/it) + 10c¢g sin (\/it) + 10c7 cos (2\/§t) + 10cg sin (2\/§t) (3.3.244)
—4c¢q cos (\/it) — 4cy sin (\/it) — 4¢3 cos (2\/31?) — 4c¢y sin (2\/31?) =0

esto da el sistema de ecuaciones
c1=2c; c3=2c6 c7=—2c3 cg=—24 (3.3.245)

por lo que

x1(t) = ¢5 cos (\/525) + cg sin (\/§t> — 2c3 cos (2\/525) — 2¢4 8in <2\/§t> (3.3.246)

x9(t) = 2¢5 cos <\/§t) + 2¢¢ sin <\/§t) + c3 cos (2\/§t> + ¢4 sin <2\/§t> (3.3.247)

Las condiciones iniciales se traducen en el sistema

Cy — 203 =0
2c6 —4v3cy = 1
V2 — 43y (3.3.248)
2c5 +c3=0
2v2¢6 4+ 2v/3c4 = —1
el sistema puede reescribirse como
Cy = 203
2c6 =1+ 43
V2eg =1+ 4v3ey (3.3.249)
503 =0
2+ 8v3cs +2v3cy = —1
luego cs =c5 =0y cy = _T%/ﬁ = —%)’ por lo que ¢g = —\1/—05. De esta forma
2 3
21(t) = —% sin (\/it) + % sin <2\/§t> (3.3.250)
2 3
(1) = —% si (\/it) - % sin <2\/§t> (3.3.251)
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4 Soluciéon de Ecuaciones Diferenciales por
Medio de Series

4.1. Puntos Ordinarios

Hasta el momento la mayor parte de los esfuerzos se han enfocado en resolver ecua-
ciones diferenciales lineales de segundo orden. La solucién de tales ecuaciones puede
describirse como la suma de una solucién particular y otra homogénea. Para hallar la
homogénea, si la ecuacion es de coeficientes constantes o de Euler hay un método efec-
tivo para resolverlas, sin embargo, la mayor partes de las ecuaciones no cumplen esta
condicion. Sin embargo, siempre y cuando los coeficientes de la ecuacion sean analiticos,
es posible encontrar soluciones “explicitas”. Antes de seguir, es importante recordar que
una funcion f(x) es analitica si es posible representarla como una serie de potencias, es
decir, se puede escribir

f@)=> e (x—m0)" (4.1.1)
k=0

donde en tal caso se dice que el desarrollo de potencias es alrededor del punto zg y los
coeficientes ¢, son los coeficientes de la serie de Taylor

JARNE

- (4.1.2)

cp =

Las propiedades mas importantes de una serie de potencias son las siguientes.
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4 Solucién de Ecuaciones Diferenciales por Medio de Series

Si

f)=> e (x—m0)" (4.1.3)
k=0

define una serie de potencia centrada en o entonces:

> Una serie de potencias siempre converge al menos en un punto que es xy. En
general, la convergencia de una serie de potencias siempre ocurre en un intervalo
de la forma (xg — R, 29 + R) donde R es el radio de convergencia y puede hallarse
de distintas formas. Por ejemplo, si se utiliza el criterio de la razén primero se
calcula

Chi (SL' o xo)k+1

e (x — xo)k

Ck+1

L= lim

k—o0

(4.1.4)

= lim |z — x|
k—00

Si L > 1 la serie diverge, si L < 1 la serie converge y el radio es R = % ysiL=1
el criterio no es concluyente.

> Una serie de potencias puede derivarse término a término un namero ilimitado de
veces, por ejemplo,

= cpki(z — o) (4.1.5)
k=1

=> Una serie de potencias puede integrarse término a término un nimero ilimitado de
veces, por ejemplo,

/f(:v)da: = kck (z — 20)* (4.1.6)

©> Si una serie de potencias es idénticamente cero dentro del intervalo de convergencia,

es decir,
oo

Va, Z er(x—20)" =0 (4.1.7)
k=0

entonces cada coeficiente debe ser cero, es decir,

Vk, cp=0 (4.1.8)

= El indice de sumatoria de una serie de potencias es mudo, es decir, da lo mismo
usar otra letra o simbolo en vez de k, por ejemplo,

o0 o0
ch (z — 20)F ch (z —z0) = Zcm (w—wo)m:ch (. —z0)" (4.1.9)
; m=0 n=0

Como se dijo antes, para el caso en que una ecuacion diferencial lineal posee coeficien-
tes analiticos es posible hallar una solucién lo suficientemenete explicita, para ser mas
precisos, es posible hallar una solucién analitica, que si bien no estd dada necesariamen-
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4 Solucién de Ecuaciones Diferenciales por Medio de Series

te en términos de funciones elementales como senos, cosenos, exponenciales, etc, por lo
menos siempre puede expresarse por una serie de potencias.

Suponga que se tiene la ecuacion diferencial lineal de segundo orden en forma estandar

y" +p(x)y + qlz)y =0 (4.1.10)

y que xg es un punto ordinario , es decir, un punto para el cual p(x), ¢(z) son analiticas
en un intervalo I centrado en xg. Entonces existen dos soluciones analiticas linealmente
independientes que pueden representarse como serie de potencias alrededor de xq, es

decir, de la forma
o

y(x) = cla — wo) (4.1.11)

k=0

De forma mas general, si se tiene la ecuaciéon diferencial lineal no homogénea de orden n
Y™+ a1 (2)y" Y + - ay(2)y + aola)y = fx) (4.1.12)

y las funciones a,,—1 (), ap—2(x), -+ ,ao(z), f(x) son analiticas en un intervalo I centrado
en x( entonces existe una tnica solucion y(x) al problema de valor inicial

y(ro) = a0 o'(z0) =ar y" V(wo) = an1 (4.1.13)

Mas atn, tal solucién es analitica y puede representarse como una serie de potencias
centrada en xg.

Ejemplo 94. Resuelva la ecuacion de Airy v’ + zy =0

Si no se indica lo contrario en todos los ejemplos se supone que zg = 0. Como los
coeficientes son funciones analiticas sobre toda la recta la solucién que se encuentre es
valida en todo R. Luego se propone la solucién como una serie de potencias

o
z) =Y cpat (4.1.14)
k=0

derivando dos veces

o o
() = chkxk_l Zk — 1)t 2 (4.1.15)
k=1 k=2

Se sustituye en la ecuacion diferencial original para obtener

[o¢]
> k(k = 1)egpa® 2—|—ch$ =0 (4.1.16)
k=2 k=0

e 2)

186



4 Solucién de Ecuaciones Diferenciales por Medio de Series

La primera potencia de z en (1) es 2° mientras que la primera potencia en (2) es z'. Por
lo tanto, se reescriben las sumas como

D k(k =12 = (n+2)(n+ Depgaz™ = > (k+2)(k+ D)cpyor®  (4.1.17)
k=2 n=0 k=0

o o (o]
chxkﬂ = Z Cp_12" = ch,lxk (4.1.18)
n=1 k=1

N
n=k+1

Sustituyendo en 4.1.16 se obtiene

> (k+2)(k + 1)cpyor +ch zF =0 (4.1.19)
k=0 k=1
o bien -
2cy + Y ((k+2) (k+ 1)ckyn + cro1) 2 =0 (4.1.20)
k=1

igualando los coeficientes respectivos a cero

202210

4.1.21
(k+2)(k+1)cgyo+c1=0 k>1 ( )
las relaciones anteriores pueden escribirse como
62220
Cho (4.1.22)
¢t2 = ~graarn kP21

Para hallar una forma explicita de los ¢; se prueban con algunos valores la relacion
de recurrencia anterior.

- . 6-
cs=—%=0 (4.1.23)

n 1 . _ n
c3n = (—1) 235:6-(3n—1)(3n) 0 = (=1) W co

_ n 1 _ n
et = (1) sremaneen @ = CU" mmmesm @
c3nt+2 =0
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De esta forma la solucién general se escribe como
y(x) = > 0sp cpxh = o + ez + cox? + Y ohes cpxk
=co+ T+ D00 3T+ D 00 | cgppr it
— oo 1\n 1 3n oo 1\n 1 3n+1
= o |1+ o ()" o™ o |2+ o ()" e

(4.1.24)
por lo tanto, la solucién general puede escribirse como
y(@) = coy1(x) + c1y2(x) (4.1.25)
donde
= 1 1
yi(z) =14 (-1)" 4 — " =x+ ot
@0 =142 (V" ) Z )G+ 1)
(4.1.26)
Ejemplo 95. Resuelva (22 +1)y" +zy —y =0
En su forma estandar la ecuaciéon se escribe como
1
R =0 (4.1.27)

ﬂ:2—i—1y _x2+1y

Se puede ver que el término mg—lﬂ se indefine solo cuando x = +7 lo cual significa que la

convergencia alrededor de cero puede garantizarse cuando |z| < 1. Se propone la solucion
como una serie de potencias

z) =Y cpat (4.1.28)
k=0

derivando dos veces

[e.e] oo
= Z kepah ™t Z k(k —1)cpat=2 (4.1.29)
k=1 k=2

Luego se sustituye en la ecuaciéon diferencial original por lo que

oo o0
x + 1 Zk -1 ckxk 24 kackx chmk =0 (4.1.30)
k=2 k=1 =

Realizando los productos se tiene

Z k(k —1)cpaz® + Z k(k —1)epat2 4 Z kepz® — Z ezt =0 (4.1.31)
k=2 k=2 k=1 k=0

—— N——
) 2) ®3) (4)
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4 Solucién de Ecuaciones Diferenciales por Medio de Series

ahora se agrupan los términos segun la potencia de x. La primera potencia de z en (1)
es 22, la primera potencia en (2) es 20 | la primera potencia en (3) es x y la primera
potencia en (4) es 2°. Por lo tanto, todas las series comparten potencias a partir de z2.
Antes de agruparlas, se utiliza el hecho de que los indices son mudos en (2) para escribir

D k(k =g = (n+2)(n+ Depyor™ = (k+2)(k + Depsoa®  (4.1.32)
k=2 n=0 k=0

n=k—2

sustituyendo en 4.1.31 se tiene

Z k(k —1)cpa® + Z(kz + 2)(k 4 1)cpyaz® + Z kepzh — Z cra® =0 (4.1.33)
k=2 k=0 k=1 k=0

o bien agrupando segun la potencia de x

(2¢5 — o) 2"+ (6c3 + 1 — 1) ﬂc—i-z (k(k —1)ep + (k+2)(k + V)eppo + kep —cp)z® =0

k=2
(4.1.34)
Cada coeficiente por aparte debe ser cero, lo cual implica
Cy = %CO
c3=0 (4.1.35)
(k+2)(k+1)ckyo+ (k—1)(k+ 1), =0
es decir se tienen las relaciones
Cy = %CQ
c3 =0 (4.1.36)

1-k
Ck42 = k_+26k k Z 2
En general no es posible hallar explicitamente una expresion para los coeficientes y més

bien quedan en funcién de una relaciéon recursiva como cgyo = }C;_'_gck. Sin embargo, en
este caso hay una expresion explicita. Por ejemplo,

_2
5
3
Cg — _604
4
G

g = —Beg = — L350 (4.1.37)
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Por lo tanto reemplazando en 4.1.28 se tiene

y(r) = co + 17 + cax? + 3 + D70, cpa”

=co+cx+ %CQCEQ + 2?22 C2nx2n (4138)
= o[+ 422 + S~y I ]

Por lo tanto la solucién general puede escribirse como

y(z) = coyr(x) + c1y2(z) (4.1.39)

donde ¢y, c1 son constantes arbitrarias y

n

1135 (2n=3) ,

S yo(z) = (4.1.40)

n(a) =1+ 5o+ 3

4.2. Puntos Singulares y el Método de Frobenius

Los ejemplos anteriores demostraron como la clase de ecuaciones que pueden resolverse
ha aumentado significativamente. Sin embargo, una ecuacién como

1
(x—1)y" + Ey' —2y =0 (4.2.1)

no podria resolverse con el método anterior alrededor de cero puesto que la funcion %
no es analitica en tal punto. A su vez, no podria resolverse alrededor de uno pues al
escribirla en su forma estandar la funcién ﬁ no es analitica alrededor de uno. Sin
embargo, tales coeficientes no difieren mucho de ser analiticos, en el sentido de que si se
multiplican por ciertos polinomios, se convierten en funciones analiticas. El método de
Frobenius caracteriza aquellos puntos que aunque no son ordinarios una leve modificacién

del método de serie de potencias funciona para resolver la ecuaciéon de ese punto.

Considere la ecuacién diferencial lineal homogénea

y' + @)y +q(z)y =0 (4.2.2)

Si en el punto zg la funcién alguna o ambas de las funciones p(x), g(x) no son analiticas,
se dice que x( es un punto singular.
En el caso particular en que las funciones

P(z) = (z — x0) p(x) Qz) = (z — x0)%q(x) (4.2.3)

son analiticas alrededor de xg, se dice que el punto zg es un punto singular regular. De
lo contrario es un punto singular irregular. .
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4 Solucién de Ecuaciones Diferenciales por Medio de Series

El Teorema de Frobenius permite hallar al menos una solucién en forma de serie de
potencias para la ecuacion 4.2.2 alrededor de xy cuando el punto es un punto singular
regular.

Teorema de Frobenius: Suponga que z( es un punto regular singular de la ecuacion
y'+p@)y +a(z)y=0 (4.2.4)

Entonces la ecuaciéon 4.2.4 posee al menos una solucioén de la forma
o0
y(@) = (z—20)™ Y _ cxla —zo)" (4.2.5)

donde m es un nimero por determinar. Tal serie converge en el intervalo comun de
convergencia de

P(z) = (z —z0)p(z)  Qlz) = (z —x0)°q(2) (4.2.6)

excepto quizas en el punto x = xy.

Sin pérdida de generalidad, puede tomarse xg = 0 pues siempre puede realizarse un
cambio de variable o traslacién para centrar el problema alrededor del origen. En tal
caso, para resolver 4.2.4 primero se escribe en funcién de 4.2.6 como

Y+ @y’ + %f)y =0 (4.2.7)
xr X

2

luego puede multiplicarse por x* a ambos lados para obtener la ecuacién

2*y" +zP(z)y + Q(x)y =0 (4.2.8)

Luego, como P(z),Q(x) son analiticas alrededor de cero puede escribirse
[e.e] o0
P(z) = Zakxk Qz) = Z bra” (4.2.9)
k=0 k=0
y sustituyendo en 4.2.8 se escribe
o o
z2y" + Z apztly + Z braky =0 (4.2.10)
k=0 k=0

Por el Teorema de Frobenius se busca una solucién de la forma

o0
y(@) =™ cpa® = (coz™ + cra™ ! 4 ™ 4 ) (4.2.11)
k=0
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4 Solucién de Ecuaciones Diferenciales por Medio de Series

sin pérdida de generalidad puede tomarse cg # 0 pues de lo contrario puede factorizarse
un z en la serie y escribir 2+ en vez de 2™. Sustituyendo 4.2.11 en 4.2.10 se obtiene

z? (m(m — 1)coz™ 2 + (m + Dmera™ 1t + (m + 2)(m + 1)cga™ + - - - +)
+ (apx + a12% 4 aga® + - +) (meez™ 1 + (m + 1)crz™ + (m + 2)cpz™ ™ + -+ )
+ (bo + bix + box? 4 -+ ) (cox™ + cra™ T + oz T2+ ) =0

(4.2.12)

se puede observar que la menor potencia de x que aparece al realizar los productos res-

pectivos es 2, de hecho si se agrupan los términos segin la potencia de z, el coeficiente
que multiplica a ™ es

m(m — 1)co + maopcy + boco (4.2.13)

dado que ¢y # 0 y la serie de potencias estd igualada a cero, cada coeficiente que
multiplica a cada potencia de x debe ser cero, en particular, el coeficiente que multiplica
a =" debe ser cero, lo cual significa que m debe cumplir la ecuacién

m(m — 1) +mag + by =0 (4.2.14)

La ecuacion 4.2.14 se llama la ecuacion indicial. Dado que es una ecuacion cuadrética,
en general hay dos raices mi, ms. Dependiendo de tales raices, el método de Frobenius
garantiza una segunda solucién como se vera a continuaciéon

4.2.1. Casos Especiales

4.2.1.1. Raices con Diferencia no Entera

Si my, mgy son las raices de 4.2.14 y m; — mgy ¢ Z entonces el método de Frobenius
oo
y(x) =™ Z cpa® (4.2.15)
k=0

genera dos soluciones linealmente independientes para la ecuacién 4.2.4

0.9} o0
y1(x) = 2™ Z apzt  yp(x) = 2™ Z ba”
k=0 k=0

Ejemplo 96. Resuelva 2zy" + (1 + )y +y =0
Escribiendo la ecuacion en forma estandar se tiene

, 14z 1

Y+ =0 4.2.17
v+ 5y oy ( )
en este caso 14 1
T
- = 4.2.18
p)=—— q()=5 (4.2.18)
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4 Solucién de Ecuaciones Diferenciales por Medio de Series

como las funciones

1+

5 Q) =a"q) =3 (4.2.19)

P(x) = xp(z) =

son analiticas siempre entonces el método de Frobenius garantiza al menos una solucién
de la forma

o o
x)=a™" Z cpah = Z cphtm (4.2.20)
k=0 k=0
Derivando dos veces
oo oo
Y (z) = Z(k: + m)epzF Tt g Z (k+m)(k +m — 1)zt t™2  (4.2.21)
k=0 k=0

Sustituyendo en la ecuaciéon original

oo
23:2 (k4+m)(k+m—1) b2 4 (1+4x) Z (k4+m)cpahtm= 1—{—2 ezt =0 (4.2.22)
k=0 k=0 k=0

realizando los productos

oo o0 00
22 k+m k:—i—m 1)Ck1’k+m 1+Z k:—i—m k+m—1+2(k+m)ckxk+m+z Ck$k+m _
k=0 k=0 k=0 k=0

(4.2.23)

Las primeras dos series se reescriben como

n=—1

o
Z 2k +m)(k+m — 1)zt =30 9(n+1+m)(n+m)eppz" ™
k=0

/

n=k—1

= Y 20k 4 L m)(k 4 m)cpp

(4.2.24)
00 0 i
(k +m)cpartm=t = n+1l4+m)ey 12"t = k+14m)cpa™™ (4.2.25
+ +
k=0 n=—1 k=-1
n=k—1
sustituyendo en 4.2.23 se tiene

St q 2(k + 1+ m)(k+m)epa @™ £ 300 (k4 1+ m)eg T (4.2.26)

Yrzo(k +m)epzt 4+ 32 epat T = 0
agrupando los términos segtn la potencia de = se tiene

(2m(m — 1)co + mep) M+
Sonto 2k + 1 +m)(k +m)egr + (k+ 14+ m)cppr + (k+m)eg +cp) 2™ =0
(4.2.27)
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4 Solucién de Ecuaciones Diferenciales por Medio de Series

Igualando cada coeficiente a cero se tiene

2m(m — 1)co + mey =0
2k +1+m)(k+m)cgp1 +(k+1+m)cprr + (K +m)ep + ¢, =0

simplificando los términos las ecuaciones anteriores se vuelven

m(2m —1)=0
(k+m+1)2FKk+m)+ 1) g1+ (k+m+1)e =0

La primera ecuacién es la ecuaciéon indicial que da como valores

(4.2.28)

(4.2.29)

(4.2.30)

Como la diferencia entre las raices no es un entero, el método de Frobenius garantiza
dos soluciones como series. La segunda ecuaciéon da la relaciéon de recurrencia que puede

escribirse como

%k k>0

Ck+1:_—2(k—|—m)+1 Z

(4.2.31)

Dependiendo del valor de m la forma explicita de los ¢, cambia. Para valores pequenos

se tiene la siguiente tabla

m = 3,Ck+1 2(k+1) m=0,Cr11 = — g7
C C
1= =37 cg=—9
_a _ — _ca _ <o
€2 = —33 T 22.9] €2="%3 =13
_C2 _ €0 =2 - __%
€3 = 23 2531 = 5T I35
_ <3 0 — _ 83 0]
G4 = —394 = oA €4 7 = 1357
_ (=1D"co _ _ (=D)"co
Cn = “ompl n = T35-(2n-1)
De esta forma, la solucién asociada con m = % es

z! <CO+Z 2n;'0x )-cx <1+Z ] >

o bien ignorando la constante cg

m@%=fﬂ<1+§:t§$#v
n=1

La solucién asociada con m = 0 es

%+§:13 5.

ignorando la constante cgy

2n—1)

<1*'§:1_3 5. 2n——D n)

o0

-1+3 (=1
- A—1-35-(2n-1)

(4.2.32)

(4.2.33)

(4.2.34)

(4.2.35)

(4.2.36)
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4 Solucién de Ecuaciones Diferenciales por Medio de Series

4.2.1.2. Raices Distintas con Diferencia Entera

Si mq,mo son las raices de 4.2.14 y si m; — mo € Z suponga que my > mo. Defina
N =mq —msy (4.2.37)

1. Si después de expandir 4.2.8 en series de potencias se llega a que el coeficiente que
multiplica a z™2 TN
se pueden hallar dos soluciones en series de Frobenius.

es automaticamente cero entonces usando la raiz méas pequena

2. Si después de expandir 4.2.8 en series de potencias se llega a que el coeficiente
que multiplica a 22V no es automaticamente cero entonces usando la raiz mas
grande hay una solucién en serie de la forma

yi1(x) = 2™ Z cpat (4.2.38)
k=0
y la segunda solucion es de la forma
o0
Y2 = —byyr(z) Inz + 22 Z byz” (4.2.39)

k=0

Ejemplo 97. Encuentre una solucién general de z2y"” + zy’ + ( %) y=20
Se propone una soluciéon de la forma

o0
=zm Z cpat Z cpattm (4.2.40)
k=0
derivando dos veces
o0 oo
Y (x) = Z(k: + m)epzF Tt g Z (k+m)(k +m — 1)epaft™=2  (4.2.41)
k=0 k=0

sustituyendo en la ecuacién original

Yoreolk+m)(k+m— 1)ckxk+m + > ok + m)ckazk‘””

+ ZZO:O Ckxk+m+2 _ i ZZO:O Ckm'ker =0 (4'2'42)
Antes de continuar se reindexa la tercera serie
o0 o o
Z cpattmt? = Z Cpox T = Z oz t™ (4.2.43)
k=0 n=2 k=2
n=k-+2
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4 Solucién de Ecuaciones Diferenciales por Medio de Series

Sustituyendo en 4.2.42 se tiene

o
Zk+m k+m—1)ckxk+m+z k+mckxk+m+20k Gz tm
k=0 k=0 k=2 k=0

agrupando segun las potencias

(m (m —1) co+meo — 2eo) 2™ + ((m+ 1) mey + (m+ 1)ey — 2ey) 2™ 4 (4.2.45)
S0y ((k+m)(k+m—1)cg + (k+m)ey, + cpo — Jck) @ K _ 0 -
igualando los coeficientes a cero se tiene

m(m—1)+m—1=0
(m+1)mey + (m+1)e; — e1 =0 (4.2.46)
(k+m)(k+m—1)cg + (k+m)ek + cp—2 — 3¢, =0

que se pueden simplificar como

2 1 _
A B
a((m+1)?-7)=0 (4.2.47)
— Ck—2
Ck Term)? k>2
la ecuacion indicial da 1 1
—— - _Z 4.2.48
mi=g M 5 ( )
en este caso la diferencia entre las raices es
N = mi1 —Mmyg — 1 (4249)

segin lo indicado anteriormente, hay que considerar el coeficiente que multiplica a
aNtm2 = g1/2 el cual es (m + 1) mey + (m + 1)e; — 1. Usando m = —3 este se anula
automaticamente independientemente del valor de ¢; por lo que se estd en el primer
caso, lo cual significa que se pueden encontrar dos soluciones linealmente independientes

con la raiz mas pequena. Sustituyendo m = —% en la tercera linea de 4.2.47 se tiene
Ck—2 Ck—2
cp = — 5 = — k>2 (4.2.50)
Ty

Para valores pequenos la relaciéon de recurrencia da

2

€3 = —35
__ _ €2 __ _C
C4= —43 = 132
5= —5 &

= 5432 (4.2.51)

can = (=1)"5375-@n)

Con+1 = (_1)n 2.3.4.5....(621n)(2n+1)
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4 Solucién de Ecuaciones Diferenciales por Medio de Series

Sustituyendo los valores anteriores en la expresion para la solucion se tiene que la solucion
general es

y(a) =1 [CO tart Zﬁ:l(_l)nmx% + 2 (=" 2.3.4-5....(621n)(2n+1)xznﬂ]

x2n+1]

= COCC_l/z |:1 + Z?Zl(—l)nWI(MQTQn} + C1$_1/2 |:CC + z;o:l(—l)n 2_3_4_5____én)(2n+1)
(4.2.52)

Ejemplo 98. Encuentre una solucién general de z2y" — (2 —z)y' + (2+22)y =0
Es facil verificar que el origen es un punto regular singular por lo que se propone una
solucién de la forma

o o
x)=a™" Z cpah = Z cphtm (4.2.53)
k=0 k=0
derivando dos veces
o o
Y (z) = Z(k: + m)epatmTt Z (k4+m)(k+m —1)eaz*™2  (4.2.54)
k=0 k=0

sustituyendo en la ecuacién original

S ok +m)(k+m — Degabtm — 23570 [(k + m)ega® ™™ + 32 (b + m)epaktmHl
49 ZZO:(] Ckl’ker 4 ZZO:O Ck.%'k+m+2 -0

(4.2.55)
se reindexa la tercera serie como
o o (o]
Z(kz + m)epaktmtl = Z(n —14+m)ep_12"t™ = Z(kz — 14 m)ep_128t™ (4.2.56)
k=0 , n=1 k=1
n=k+1
también se reindexa la tltima serie
o o0 o
Z cpat T2 = Z Cpox T = Z Cp_ozt™ (4.2.57)
k=0 n=2 k=2
n=k+2
sustituyendo en 4.2.55
SR gk )k 4 m = D — 255 (k& m)aat 4 52 (k- 1+ m)a_ 2kt
+2 Zk 0 cprFtm™ 4 > o Che pxktm =
(4.2.58)

agrupando segin la potencia de x

(m(m — 1)ecg — 2mey + 2¢0) 2™ + ((m + 1)mey — 2(m + 1)ey + meg + 2¢1) 2™
30 (k+m)(k+m — Vg — 2(k +m)cg + (k— 1 +m)cg_1 + 2¢p, + cp_o) ™ =0
(4.2.59)
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4 Solucién de Ecuaciones Diferenciales por Medio de Series

igualando los coeficientes a cero se obtienen las ecuaciones

m(m — 1)eg — 2meg + 2¢9 =0
(m+ 1)mey —2(m + 1)cp +mep +2¢1 =0 (4.2.60)
(k+m)(k+m—1)cp —2(k+m)cp + (k—1+m)cg—1 + 2¢c + cx—2 =0

que simplificando se convierte en

m? —3m+2=0
(m? —m) ¢ = —mep (4.2.61)

(k+m)(k+m—3)+2)cy =—(k—14+m)cp_1 — ck—2

la ecuacion indicial dice que
mi = 2 mo = 1 (4262)
por lo que
N=1 (4.2.63)

luego el coeficiente que multiplica a ™2+ = 22 es (m + 1)mey — 2(m + 1)e1 +mey + 2¢1
el cual no se anula automaticamente cuando m = 1 por lo que va a existir una solucién
en serie usando la raiz m; = 2. Sustituyendo tal valor de la raiz en 4.2.61 se obtiene

Cl1 = —(

4.2.64
/{?(k + 1)Ck = —(k + 1)0]?,1 —Cp_9 k>2 ( 6 )
La relaciéon de recurrencia da
662:—361—Co—>62:c§0
12c3 = —4cy — ¢ —> ¢c3 = _g_%
20cy = —dcg3 —co — ¢y = —ﬁCO (4265)

en este caso no hay un patron claro por lo que se plantea la soluciéon como

2 a3 ot 2d
y1(z) = 2 <1—x+§—%+---+> = (mz—x?’—}—?—%—i—---%—) (4.2.66)

La segunda solucién es de la forma

yo(x) = Cyr(z) Inx + = Z bre® = Cyi(x)Inz + Z bzttt (4.2.67)
k=0 k=0
donde C = —by = —by. Derivando dos veces

yp = Cyilnz + 4 530 by (k + 1)t
yy = Cyfina + 224 — Sy L 5% gy (k + 1)kak—!

xT

(4.2.68)

198



4 Solucién de Ecuaciones Diferenciales por Medio de Series

reemplazando en la ecuacién original

Cylz?Inzx + 20y,x — Cyr + > oo br(k + 1)kak*!
—2(2—2)Cyilnz — (2 —2)Cy1 — (2 — ) 122 be(k + D)k +1+ (4.2.69)
(2+2?) (Cyr(z) Inz + > 50 o bpztth) =0

agrupando los términos con logaritmo

(Cyfa? — (2 — 2)C + (2 + 2%)Cyn (2)) Inw
+2Cy 1z — Cy1 + Zzozl b (k + l)ijk"'l (4.2.70)

como ¥ es solucién la primera linea da cero por lo que hay que resolver

2Cy 1 — 3Cy1 + > ooy bi(k + Dkak L + 2Cyy
=230 o by (k A+ 1)ttt — 5700 by (k + 1) 2 (4.2.71)
DS byt S By = 0

Dado que no se encontré una forma explicita para los coeficientes de yp, solo se van a
encontrar los primeros coeficientes by para dar una idea general del método. Por 4.2.66

9 zt b

4 5
3 / 2 3 4
— _ oo = —3 cte 4.2.2
Y1 =2 x—i—3 3 + 4+ Y (z) =2z x+3x 3690—1— (4.2.72)

sustituyendo en 4.2.71 y solo indicando las potencias hasta x? se tiene
20 (227 — 323 + 32t 4+ - ) —3C<x2—x3+§+
+ (2b12% + 6bga® + 12bga? + -+ +) + C (2 — 2?) (4.2.73)

—2 (boz + 2b12” + 3box® + dbgat + -+ - +) — (box? + 2b12% 4 3bozt + - +)
+2 (box + brx® + boa® + bgazt + -+ +) + (boz® + bzt + - 4) =0

agrupando de acuerdo con las potencias de x y usando el hecho de que C' = —b;

(—bl + 2by — 4by — bo + 2b1) 272—|—
(8[)1 + 6by — 6by — 2b1 + 2by + bo) .%'3+ (4.2.74)
+ (—2by + 12b3 — 8b3 — 3by + 2b3 + by )zt + -+ 4+ =0

igualando cada coeficiente a cero se llega al sistema

by = —bg
by = —3b; — &
by = —Lby + 1ty (4.2.75)
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4.2.1.3. Raices Repetidas

Simq = mo en 4.2.14 las soluciones son de la forma

oo [e.9]
x)=a"™ Z apz® yp(z) = yi(z) Inx + 2™ Z bx®
k=0

k=1

Ejemplo 99. Resuelva 2%y” + zy’ + 2%y =0

La forma estdndar de la ecuacion es
1
Y+ ;y' +y=0 (4.2.77)

es facil verificar que el origen es un punto singular regular por lo que se intenta

o o
x)=2a" Z et = Z cpaktm (4.2.78)
k=0 k=0
derivando dos veces
o0 oo
y'(z) = Z(kj + m)epzFtmTt g Z (k4 m)(k+m — D™ 2  (4.2.79)
k=0 k=0

y sustituyendo en la ecuacién original

o
Z E+m)(k+m— 1)ckxk+m + Z k -+ m)ckkarm + Z cpz T2 = (4.2.80)
k=0 k=0 k=0

la tercera serie se reescribe como

o o o
Z cpattmt? = Z Cpor T = Z ot (4.2.81)
k=0 n=2 k=2

n=k-+2

Sustituyendo en 4.2.80
oo
Z (k4 m)(k +m — 1)cpatt™ + Z (k 4+ m)cpzh ™™ + Z Chooz" ™ =0 (4.2.82)
k=0 k=0 k=2

agrupando segiin la potencia de x se tiene

(m(m — 1)eg + meg) 28 + (1 +m) mer + (1 +m) ep) 2™+

S ((k+m)(k+m—1)cg + (k+m)eg + cps) M =0 (4.2.83)

200



4 Solucién de Ecuaciones Diferenciales por Medio de Series

igualando los coeficientes a cero se tiene

m(m — 1)cg +meop =0
(I+m)mer+(14+m)ep =0
(k+m)(k+m—1)cp + (k+m)c, +cxg—2=0

simplificando las ecuaciones anteriores se tiene que

m =10

Ccl1 = 0
— _ _Ck—2
Ck = T htm)?

como solo hay una raiz se puede escribir

Ckz—cz—QQ kZQ

Algunos valores de los coeficientes son

Con = éafzéiifiziajfco
Cony1 =0

la solucién en serie es

S (=n"
-1 2n
yi(z) +;22-42-62---(2n)2x

Por 4.2.76 la segunda solucién se escribe como
oo
yo(z) = y1(z) Inz + Z ba”
k=1

derivando dos veces

vo(o) = yyna+ 8 4+ 3570 bkt
V@) =y I+ 2% — B+ S50, bk(k - 1ot

T

Sustituyendo en la ecuacion original se tiene

et ine + 22y, —y1 + D oo bik(k — Dak + ylzlnx +y; + 300, brka®

+ya?Inz + 350 bkttt =0
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se agrupan los términos con logaritmo

(2% + ayff + 2%y1) Ina + 2ay] — y1 + S oo, bk (k — 1)k
+y1 4+ D00 bkt + 30 ekt =0

como ¥ es solucién se elimina el término con el logaritmo y la ecuacién por resolver es

(4.2.92)

2ayf + Y bpk(k — Da* +>  beka® +) " bpat? =0 (4.2.93)
k=2 k=1 k=1

(1) 2) ®3)

primero que todo
o

r (_1)n4n 2n
2xy; = Z 27 2 6. (2n)23: (4.2.94)
n=1
luego se separan las demaés series en potencias impares y pares. Para (1)
oo oo [e.e]
k(e —1ab = > byp2n@n -2+ > by (2n+1)(2n)z !
k=2 n=1 n=
k=2n k=2n+1
(4.2.95)
Para la serie (2)
o0 oo oo
S bkt = Y bap2na®™ 4+ ) boppr(2n 4 D (4.2.96)
k=1 n=1 n=>0
k=2n k=2n-+1

Para la serie (3) primero se cambian los indices

o0 oo oo
D bt =) by pa" = bppat (4.2.97)
k=1 n=3 k=3

—_————
n=k+2

luego se separa la serie en pares e impares

o o o
Z bk,ka = Z bgn_21‘2n + Z bgn_1x2"+1 (4.2.98)
k=3 n =2 n=1

k=2n k=2n-+1

Sustituyendo todas estas relaciones 4.2.94, 4.2.95, 4.2.96, 4.2.98 en 4.2.93 se llega a

S %x% + 3000 ban2n(2n — 1)a® + 300 | bapt1 (20 + 1) (2n) 22!
+ 2?21 bgnan2” + ZZO:O bon+1 (277, + 1)x2"+1
+ Yoy ban 2?30 bop 2®" T =0
(4.2.99)
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Agrupando segin la potencia de x se tiene
bix + 22:1 (bgn+1(2n + 1)(2n) + b2n+1(2n + 1) + bgn_l) g2ntl
+ (=4 + 2by + 2bo) + (4.2.100)
D (% + bon2n(2n — 1) + ban2n + b%,z) 22 = ()

igualando cada uno de los coeficientes a cero se tiene las ecuaciones
by =

b2
bop— L.

anH:_(QZTl)Q ﬁzl (4.2.101)
(2n)2b2n + an_Q = 224_21%27(;2)2 n Z 2

= O

Como by = 0 todos los coeficientes impares se anulan y solo quedan los coeficientes pares.
Algunos valores de los coeficientes pares son

1
2 1 8 143
4 b4 + 92 = T 3242 ? b4 = _221.4221
9 12 _ l+5+3
6“bgn, + by = e bg = 324262 (4.2.102)

1+l+...+.l S 1
bon = (-1)"" By = ()M =

De esta forma, la segunda solucién es

(4.2.103)

Ejemplo 100. Encuentre la solucion de y"” + %y’ — m%y = 0 con condiciones
iniciales y(1) =1, ¥'(1) =0y (1) = 1.

Observe que en este caso dado que las condiciones iniciales son cerca de x = 1 tendria
sentido realizar la expansién en series de potencias alrededor de 1, es decir, proponer
y(x) = > ek (x — 1)*. De forma alternativa, se puede realizar el cambio de variable
u = x — 1 por lo que se puede resolver la ecuacién diferencial

d3y+ 1 dy 1
du?  u+1ldu (u+1

)2y =0 (4.2.104)
o de forma equivalente
d’y dy

3

(u2+2u+1)%+(u+1)@—y:o (4.2.105)
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Ahora se propone una serie centrada en cero, es decir,
oo
y(u) =Y bpu (4.2.106)
k=0

donde se escribe by para que no se piense que serian los mismos coeficientes que los cg.
En tal caso

Y (u) = Z kbpuft o (u) = Z k(k — Dbguf=2 " (u) = Z E(k —1)(k — 2)bput—3
k=1 k=2 k=3

(4.2.107)
Sustituyendo en la ecuacion diferencial y distribuyendo se tiene

i k(k —1)(k — 2)bpuf~1 + i 2k (k — 1) (k — 2)bru* 2 + i k(k —1)(k — 2)bjuf—3
k=3 k=3 k=3

(1) (2 3)

+ i kbpu® + i kbub—t — i bpu® =0
k=1 k=1 k=0

—— N——
(4) (5) (6)
(4.2.108)
se trabaja cada serie por aparte
1) D k(k— 1k —2)bpu* " =D (n+ Dn(n — Dby yu” (4.2.109)
k=3 n=2

n=k—1

(2): i 2k(k — 1)(k — 2)byu™"? = 12bgu + f: 2(n+2)(n+ 1)(n)byyou™ (4.2.110)
k=3

n=2

n=k—2

(3) : i k(k —1)(k — 2)bpu*3 = 6bg + 24bgu + i(n +3)(n +2)(n + )by, 13u™

k=3 n=2
n¥v;3
(4.2.111)
@) D kbuF =by+ > nbu” (4.2.112)
= n=2
k=1 -
(5): > kbpuF Tt =by+ 2bpu+ Y (n+ 1)bpyiu” (4.2.113)
= n=2
k=1
n=k—1
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4 Solucién de Ecuaciones Diferenciales por Medio de Series

(6) : Z bru® = by + byu + Z bpu' (4.2.114)
k= n=2
: k

Agrupando por potencias se tienen las ecuaciones

6b3 + b1 + b1 — b(] =0 (42115)

12b3 + 24by + 2bo — b1 =0 (42116)

(n+Dn(n = Dbpi1 +2(n +2)(n + 1)(n)bnya + (04 3)(n + 2)(n + 1)bnys

+nby, + (n+ 1)bpy1 — b, =0 n>2 (4.2.117)

Este sistema de ecuaciones puede escribirse como

by — 2b
N (4.2.118)

6
b1 — 2by — 12b3
by=——= """ 4.2.119
4 od ( )
by + (n? —n 4+ Dbpyq + 2(n + 2)nby o

b = — n>2 4.2.120
s (n+3)(n+2) - ( )

Antes de continuar se van a aplicar las condiciones iniciales. Primero que todo la serie
puede escribirse como

y=> bt = bp(x—1)" (4.2.121)
k=0 k=0

De y(1) =1 se tiene by = 1. De ¢/(1) = 0 se tiene by = 0 y de y”(1) = 1 se tiene by = 3.
Luego se puede sustituir en los sistemas para los coeficientes para obtener

1 1
I S T S 4.2.122
6 * s ° 15 ( )

de esta forma

y() =1+ + - + +ot (4.2.123)
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5 La Transformada de Laplace

5.1. Funciones Generalizadas

Suponga que se tiene un resorte que realiza movimiento armoénico simple, es decir, que
es modelado por la ecuacién diferencial

Ftwir=0 (5.1.1)

Para ser méas precisos, suponga que antes de t = 0 el resorte estd quieto y no realiza
ningin movimiento, entre t = 0 y t = /At se aplica una fuerza constante de magnitud F
y después de t = At la fuerza “se apaga’ y el resorte no es perturbado mas pero ahora
va a estar en movimiento debido a su interaccién en el pasado con la fuerza. Es decir, el
problema consiste en resolver la ecuacion diferencial !

F+twir=0 t<0
Pt+wiz=F 0<t<At (5.1.2)
F+wir=0 At <t

es importante notar que no se intenta indicar cual es la ecuacién diferencial sobre ¢t = 0
y t = At, de hecho, a lo largo de todo el tema de la Transformada de Laplace hay que
estar dispuestos a que puedan ocurrir comportamientos extranos con las ecuaciones y
las funciones, atn cuando tal comportamiento ocurra solo sobre un punto o un niimero
finito de puntos.

Figura 5.1.1: Fuerza escalonada

Como antes de t = 0 el resorte estaba quieto tiene sentido que la solucién en tal caso
sea
z(t)=0 t<At (5.1.3)

len realidad F representa la fuerza dividida por la masa m de la particula, pero se puede ignorar este
detalle para seguir diciendo fuerza en vez de fuerza sobre masa.
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5 La Transformada de Laplace

Para resolver la ecuacion entre 0 y /At la solucion homogénea es
xp(t) = Acos (wot) + B sin (wot) (5.1.4)

v luego es facil ver que una solucién particular es

F
1) =— 5.1.5
p(t) 2 ( )
por lo que
F
x(t) = — + Acos (wot) + Bsin (wot) 0<t <At (5.1.6)

wo

finalmente, para t > At la soluciéon es simplemente
z(t) = Ccos (wot) + Dsin (wot) t > At (5.1.7)

observe que la solucion anterior posee cuatro constantes arbitrarias A, B, C, D que hay
que eliminar de alguna forma. La primera condicién que es bastante natural es pedir
que z(t) es una funcion continua, es decir, que la particula no da saltos abruptos. De tal
forma, por la continuidad entre 5.1.3 y 5.1.6 se tiene que

F F
0=—=S+A4A—A=—-—— (5.1.8)
wo wo

por otro lado, de la continuidad entre 5.1.6 y 5.1.7 se tiene que

F
2 + A cos (wpAt) + Bsin (woAt) = C cos (woAt) + D sin (wo/At) (5.1.9)
0
o bien
F F . .
—5 — —5 cos (wpAAt) + Bsin (woAt) = C cos (woAt) + D sin (woAt) (5.1.10)
“o o “o

obviamente se tiene una ecuacion para hallar tres constantes B, C, D por lo que el pro-
blema no puede resolverse a menos que se introduzcan suposiciones adicionales. Por
ejemplo, tiene sentido pedir continuidad en la velocidad. Bajo tal condicién se tendria
por la continuidad de la velocidad en t = 0 que

B=0 (5.1.11)

por lo que la solucion entre 0 y /At se puede escribir como

F F
x(t) = — — —cos(wot) 0<t< AL (5.1.12)
Wi wp
y 5.1.10 se convierte en
F F .
5~ 5 C08 (woAt) = C' cos (woAt) + D sin (woAt) (5.1.13)
“o 0
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5 La Transformada de Laplace

la condicién de continuidad de la velocidad en t = At da a su vez la condicién

F
— sin (woAt) = —Cuwy sin (woAt) + Dwg cos (woAt) (5.1.14)
wo
es decir, C, D deben cumplir el sistema lineal
cos (woAt) sin (woAt) c\ w% - w% cos (woAt) (5.1.15)
—wp sin (wpAt)  wyg cos (woAt) D) ‘ o
como
cos (woAt) sin (woAt) - _ 1 [ wocos (woAt) —sin(wolit)
—wp sin (woAt)  wp cos (woAt) ~wp \ wosin (weAAt)  cos (woAt)
(5.1.16)
la solucién del sistema es

C\ _ 1 [ wocos(woAt) —sin(wolit) w% - w% cos (woNt)
D ) wo \ wysin(wpAAt)  cos (woAAt) L gin (woAt)
o (5.1.17)
_F < cos (woAt) — 1 )

T Wy sin (woAt)

Por lo tanto

0 t<0
x(t) = w% (1 — cos (wot)) 0<t<At (51.18)
L ((cos (woAt) — 1) cos (wot) + sin (woAAt) sin (wt)) At <t

Wi

Ahora bien, ;jqué pasa en el caso de que se aplica una fuerza F'(t) que es variable y que
cumple F'(t) =0 parat < 0yt > T? Una forma de atacar el problema anterior es dividir
el intervalo (0,7") en n subintervalos de la misma longitud At, es decir,

At== (5.1.19)

luego se considera la fuerza F(t) sobre los intervalos (0, At) , (At,2At), (240, 3At) - -+,
((n—=2)At,(n—1)At) ,((n—1)At,T) y aproximar la fuerza sobre cada subintervalo
por una fuerza constante.

F(t)

Figura 5.1.2: Descomposicién de una Fuerza
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5 La Transformada de Laplace

Por ejemplo, si I; representa el intervalo

L=(T;Ty) i=0,1,-- n—1 (5.1.20)
donde
Ti=iNt i=0,1,---,n (5.1.21)
se puede tomar
F(t) ~ F (T;) sobre I; (5.1.22)

Por lo tanto, en vez de resolver las ecuaciones

F+wir=0 t<0
Ftwiz=F@t) 0<t<T (5.1.23)
Ptwir=0 T<t
se resuelven las ecuaciones
P+wir=0 t<0
i+wizr=FT) T,<t<Ty; i=0,1,---,n—1 (5.1.24)
Ptwiz=0 T<t

Una forma més compacta de escribir el sistema de ecuaciones anteriores es con la ayuda

de la funcion de Heaviside . La funcién de Heaviside H(t) se define como?
0 t<0
H(t) = 5.1.25
(t) {1 . (51.25)

nuevamente, no es importante el valor de la funcién en t = 0 por lo que se deja indefinido.

A

\

Figura 5.1.3: Funciéon de Heaviside

2otra notaciéon para la funcién de Heaviside muy comtin es U(t)
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5 La Transformada de Laplace

Para saber cual es la grafica de H(t — a) donde a es una constante basta recordar que

El gréfico de la funcion f(t — a) es el grafico de la funcion f(t) trasladado a unidades a
la derecha del origen.

En el caso de la funcion de Heaviside esto significa que

0 t<
H(t—a) = {1 - Z (5.1.26)

La utilidad de la funcion de Heaviside radica en que se utiliza para encender o apagar
funciones o senales, es decir, si f(t) es una funcion cualquiera entonces

0 t<a

10 t>a (5.1.27)

JOH(t —a) = {

por lo tanto,

la funcion
H(t—a) (5.1.28)

la enciende la senal después de t = a.

Ahora bien, en la practica la mayoria de las senales solo duran un tiempo finitio, es
decir, puede querer encenderse una sefial en t = a y apagarse la sefial en ¢t = b. Como
f(t)H(t — a) enciende la senal en t = a para apagarla lo que hay que hacer es encender
la senal —f(t) en t = b, es decir, tomar — f(t)H(t — b). De esta forma,

Para encender una senal o fuerza f(t) en t = a y apagarla en ¢t = b se utiliza la funcion

fOH(t —a) = f()H(t —b) = f(t)(H(t —a) — H(t — b)) (5.1.29)

Ejemplo 101. Escriba la funcién

t3 0<t<?2
fit)y=1<5 2<t<20 (5.1.30)
et 20 < t

con ayuda de la funcién de Heaviside.

La funciéon anterior puede considerarse como tres senales distintas que se encienden y
apagan en tiempos tiempos distintos. Como t3 se enciende en ¢t = 0 y se apaga en t = 2
por 5.1.29 se considera

t3(H(t —0)— H(t—2)) (5.1.31)
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5 La Transformada de Laplace

como la senal constante 5 se enciende en t = 2 y se apaga en t = 20 por 5.1.29 se
considera

5(H(t —2) — H(t — 20)) (5.1.32)

finalmente la sefial e~! se enciende en t = 20 y nunca se apaga por lo que usando
5.1.28 se utiliza
e "H(t — 20) (5.1.33)

finalmente, la senal o fuerza completa f(¢) puede escribirse como la suma de las tres
senales, es decir,

ft)y=t3(H(t)—H(t—2)+5(H(t—2)— H(t —20)) + e 'H(t — 20) (5.1.34)

Con la ayuda de la funcién de Heaviside puede reescribirse 5.1.24 de la siguiente forma.
Como se esta aproximando la fuerza por una sucesion de fuerzas escalonadas constantes,
puede pensarse que cada subintervalo I; en el que se toma la fuerza F'(7;) es una senal que
existe solo en el intervalo I;, es decir, se enciende en t = i/At y se apaga en t = (i+ 1)At.
Gracias a 5.1.29 lo anterior se representa como

FUAL) (H(t —ilt) — H(t — (i + 1)At) (5.1.35)

Luego en vez de resolver el sistema 5.1.24 se resuelve el sistema equivalente

T+ w(z]:v =0 t<0
it wde =" FGAL) (H(t— i) — H(t — (i +1)At)  0<t<T (5.1.36)
i+ wir=0 T<t

Al igual que en el caso en que solo se considerd una fuerza F' en el intervalo (0, At), se
resuelve la ecuacion diferencial sobre cada intervalo I; y luego imponiendo la condicién
de continuidad de la posicién y la velocidad habria que resolver un sistema lineal para
encontrar los valores de las constantes que aparecen al escribir la solucién sobre cada
subintervalo. Luego habria que tomar un limite cuando At — 0 para encontrar la solu-
cion en que la fuerza F'(t) es arbitraria. La estrategia anterior se vuelve muy complicada
pues habria que aplicar la regla de Cramer para una matriz n x n y luego ser cuidadosos
en la forma en que se tomaria el limite cuando At — 0. Afortunadamente, hay una
mejor manera de resolver el problema anterior, que es a través de la delta de Dirac y la
teorfa de funciones generalizadas.

Debido a que la teorfa de las funciones generalizadas® requiere mucha teoria mate-
matica para que pueda desarrollarse en forma completamente consistente la siguiente
descripcién no es més que para motivar la idea detras de las funciones generalizadas
vy no puede considerarse completamente adecuada. La idea detras del concepto de una
funcién generalizada es la siguiente: cuando se realiza un experimento y se quiere medir
el valor de una funcion en un punto, por ejemplo, medir el valor f(0), en realidad no es

3¢l nombre de distribucion se tomara como sinénimo de funcion generalizada
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5 La Transformada de Laplace

posible medir con completa precisiéon el valor de la funcién en el punto, sino que mas
bien se miden los promedios del valor de f alrededor del punto. Conforme la medida sea
cada vez més precisa, los valores promedios se vuelven més cercanos al valor puntal de
la funcion f(0) y de esta forma, en vez de conocer todos los valores f(t) de una funcion,
podria intentar conocerse todos los valores promedios de f(t) para recuperar la funcion.
Ahora bien, en teoria de probabilidad si se quiere medir una cantidad u y se realizan N

mediciones uq, ug, -+ , uy entonces el promedio del valor de la cantidad x es
1 N
U= Z; u; (5.1.37)
1=

Ahora bien, los u; no tienen que ser necesariamente distintos. Por ejemplo, de las N
mediciones puede ocurrir que u; se midiera dos veces ya que u; = us. En tal caso, es
mejor nombrar los valores medidos distintos como w1, us, ---,u, y la frecuencia que se
midi6 cada valor distinto u; como f; (en el ejemplo anterior la frecuencia de u; es dos,
es decir, f; = 2). Ahora la formula del promedio toma la forma

u = N ,E1 fiui = ;1 <N> Uy = ;1 pit; (5.1.38)
donde se ha definido f

Pi ="y (5.1.39)

los coeficientes p; son muy importantes por las siguientes razones. Primero que todo, de
las condiciones del experimento 0 < f; < N por lo que

0<p <1 (5.1.40)

es decir, cada coeficiente p; esta entre cero y uno. Por otro lado

= 1 & 1
Zpi =¥ Zf =yN=1 (5.1.41)
=1 i=1
lo cual significa que los coeficientes p; son ntumeros que suman 1. Como las medicio-
nes de los distintos valores ui, uo, - --,u, son excluyentes, tiene sentido interpretar los

coeficientes p; como la probabilidad de medir el valor z;. Ahora bien, la férmula
n
0= piu (5.1.42)
i=1

se generaliza facilmente al caso continuo en que los valores medidos de la cantidad u no
son discretos sino que pueden tomar un continuo de valores. Por ejemplo, si u = u(z) es
una funcion del tiempo o la posicion y Si p(x)dz representa la probabilidad de medir el
valor u(z) entre © — dz y = + dx entonces el promedio de la cantidad u es

U= /OO u(x)p(x)dx (5.1.43)

—00
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5 La Transformada de Laplace

donde p(z)dz se conoce como una densidad de probabilidad y tiene la propiedad de que

/Oo p(z)dz =1 p(z) >0 (5.1.44)

—00
Es importante notar que el promedio de una cantidad depende de la densidad de proba-
bilidad que se escoja. Por ejemplo, para conocer el valor f(0) de una funcién se define una
sucesion de densidades de probabilidad alrededor de cero que serviran para aproximar el
valor de la funcién en el origen ya que si la densidad de probabilidad esté concentrada
en el origen el valor de la funcién no diferird mucho del valor promedio. Tales densidades
se denotaran d,(t) y se definen como

5a(t) = g (H (t + %) —H (t - %)) (5.1.45)

es decir, las densidades §,, se encienden en t = —% y se apagan en t = % Otra forma de
escribir las densidades es
t< -1
n
1 1
- < t < n (5146)
1
o <t

on(t) =

O s O

on

I IBIEIEES

Figura 5.1.4: Funciones §,, y sus integrales

Tales funciones 9, sirven como densidades pues siempre son positivas y sus integrales
dan siempre 1, es decir,

/5n(t)dt:/” Dt =1 (5.1.47)
R 12

Intuitivamente, se piensa en la Delta de Dirac § como el limite de las densidades 9y, es
decir
o(t) =" lim 6,(t) (5.1.48)

n—o0
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5 La Transformada de Laplace

donde se ha escrito la igualdad entre comillas pues si se toma el limite literalmente se

tendria que concluir que
0 t#0
5(t) = { 7 (5.1.49)
00 t=20

sin embargo, la idea detras de la delta de Dirac y mucho del tratamiento de las funciones
generalizadas es que los valores en un punto no es lo més importante de una funcién sino
sus promedios, es decir, cémo se comportan bajo el signo integral. Una idea més cercana
a la definicién de la Delta de Dirac es a través de la idea del limite distribucional, que
es distinto al limite ordinario del célculo.

Se define la delta de Dirac como .
= lim o, (5.1.50)

n—-:o0

donde la notaciéon anterior significa el limite distribucional y significa que la “funcién”
de Dirac cumple la propiedad de que

/OO 5(t)f(t)dt = lim /w O (t) f(t)dt (5.1.51)

—00 n—o0 —00

para cualquier funciéon f(t) que sea suficientemente bien portada, es decir, que cumpla
con propiedades como continuidad, derivabilidad, etc.
De manera mas general, se dice que la funcién generalizada g es el limite distribucional

de las funciones g,
d
g= lim g, (5.1.52)
o

n—:

si se cumple

—00 n—o0 —00

»00 00
/ g(t)f(t)dt = lim / gn(t) f(t)dt (5.1.53)
para cualquier funcién f(t) suficientemente bien portada.
Finalmente, dos funciones generalizadas ¢, h son iguales en el sentido distribucional,
escrito como

g=h (5.1.54)

si se cumple - -
/_ (0 (t)dt = /_ h(e)f () dt (5.1.55)

para cualquier funcién f(t) suficientemente bien portada. Lo anterior significa que las
funciones generalizadas (distribuciones) se definen a través de su comportamiento bajo
el signo integral.

Con las definiciones anteriores se puede derivar la propiedad mas importante de la
delta de Dirac, que muchas veces se toman como la definicién de la misma. El lado
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5 La Transformada de Laplace

derecho de 5.1.51 puede escribirse como?

i [ 6,(8)f()dt = 1im (g /”1 f(t)dt) (5.1.56)

n—oo [_ n—00

para calcular el limite anterior, si f es continua entonces alcanza un méaximo far, y un

minimo fi, , sobre el intervalo [—%, %] por lo que
11
oo < ft) < fum te|——,— (5.1.57)
n'n
por lo tanto
1 1 1
n n n n n n
5/1 Sfmndt < 5/1 ftydt < 5/1 fvndt (5.1.58)
o bien como fur, ¥y fmn son constantes
1
n n
frn < 5 / Pt < far (5.1.59)
luego se toman el limite a ambos lados y como f es continua
nﬁnoo Jmn = f(0) = nﬁnoo fyn (5.1.60)

por el Teorema del Sandwich se concluye que
oo

lim [ Sa.(t)f(t)dt = £(0) (5.1.61)

n—oo [_

con lo cual se deduce la propiedad més importante de la Delta de Dirac

Si f(t) es una funciom continua entonces

/m S f()dt = £(0) (5.1.62)

—00

De manera analoga, se tiene que

| s -t sa = st (5.169

b b
/5(tt0)f(t)dt:f(t0) i to € (a,b) /6(tto)f(t)dt:()sitogé(a,b) (5.1.64)

Por lo tanto, la delta de Dirac tiene la propiedad de localizar el valor de la funcién en

un punto especifico.

4De hecho hay varias escogencias de las densidades §,, que sirven para definir la delta de Dirac pero
esta es quizas la mas sencilla
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5 La Transformada de Laplace

Otra idea importante de las funciones generalizadas es que permiten “derivar” funcio-
nes en los puntos de discontinuidad. La idea es usar la integracién por partes

/ T W0t = (g(t)F) — / OO (5.1.65)

— 00 —00

ahora bien, si se consideran tinicamente funciones f(t), g(t) que se anulan en el infinito,
es decir,

lim f(¢t)= lm f(t)= lim ¢g(t) = lim g(t) =0 (5.1.66)

t—00 t——o00 t—o00 t——o00

en tal caso, la regla de integraciéon por partes es simplemente

| gwswi=- [ g (5.167)

—00 —00

lo importante de 5.1.67 es que en el lado derecho no aparece ¢'(t) lo cual significa que si
alguien no supiera que significa la derivada de la funcién g podria usar el lado derecho
de 5.1.67 como la definicion de la condicion que debe cumplir la derivada ¢'(t). Por lo
tanto se define,

Si g(t) es una funcion generalizada su derivada distribucional ¢/(t) se define a través de
la condicién
o] o]
| dwrwa=- [ gwro (5169
—o0 —o0
donde f(t) es cualquier funciéon derivable que se anula en el infinito. Es decir, se define
la derivada distribucional a partir de su comportamiento bajo el signo integral.

Por ejemplo, la derivada distribucional de la funciéon de Heaviside H(t) cumple

/ H'(t / H(t /f (5.1.69)

por el teorema fundamental del calculo y como f(¢) se anula en el infinito

- [ £ = —r0l= = 0 (5.1.70)
por lo tanto . .
/ H’(t)f(t)dt:f(o):/ 5(t)f(t)dt (5.1.71)

lo anterior significa que
H =46 (5.1.72)

o bien
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5 La Transformada de Laplace

La derivada distribucional de la funcion de Heaviside es la delta de Dirac.

Con la ayuda de la delta de Dirac es posible resolver el problema original de encontrar
la respuesta del resorte a una fuerza f(t). Primero que todo hay que recordar la definicién
de los limites por la izquierda y por la derecha de una funcién en el punto a, que se
denotaran respectivamente como

fla™)= lm f(t) f(a™)= lm f(t) (5.1.73)
t—a~ t—at
Por ejemplo, una funcién es continua en a si y solo si f(a~) = f(a) = f(a™). Ahora
bien, se busca resolver la ecuacién

i+ wiz = f(t) (5.1.74)
El problema se reduce a hallar una solucién particular pues la homogénea es
zp(t) = Acos (wot) + B sin (wot) (5.1.75)

por las propiedades de la delta de Dirac la ecuacién anterior puede escribirse como
o
i+ wie = / f(r)o(r —t)dr (5.1.76)
—00

dado que la integral es en cierto sentido una suma infinita y por el segundo principio
de superposiciéon para resolver una ecuacién diferencial en el caso en que el input es la
suma de dos input se puede resolver las ecuacién para cada input por separado y luego
sumar las respuestas se va a intentar resolver primero que todo la ecuacién diferencial

Ptwir=6(r—1) (5.1.77)

y luego superponer la respuesta que se encuentre. Es importante notar que en este caso
para la ecuaciéon 5.1.77 7 se estd tratando como una constante. Dado que la delta de
Dirac 6(7 — t) puede pensarse intuitivamente que es cero excepto en ¢ = 7 e infinito en
ese punto, la ecuaciéon 5.1.77 puede interpretarse como la respuesta del sistema a una
fuerza muy grande que ocurre en un instante. De ahi que la solucién de 5.1.77 se llame
la funcién respuesta a impulso o funcién de Green. El método que se va a presentar va
a servir para encontrar una solucién particular.

Primero que todo, dado que la delta de Dirac es cero excepto en t = 7 se tiene al igual
que en el caso de una fuerza constante la solucion (se toma el argumento en el seno y
coseno de esa forma para facilitar las condiciones de continuidad)

0 t<T

. (t) = { (5.1.78)

Acos (wo(t — 7)) + Bsin (wo(t — 7)) T<t

Por lo tanto, el problema estaria resuelto en el momento que se conozca los valores de
Ay B. A diferencia del caso de la fuerza constante, no se exigira la continuidad de la
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5 La Transformada de Laplace

velocidad pues el impulso aplicado en este caso fue “infinito” pero si se seguira exigiendo
la contuidad de la posicién. Aqui se puede observar nuevamente la filosofia de que se
permitirdn comportamientos anémalos en una cantidad finita de puntos. De hecho por
la continuidad de la posicién puede tomarse de una vez que la solucién debe ser

0 t<T

() = { (5.1.79)

Bssin (wo(t — 7)) T<t
Ahora bien, para encontrar B la solucion z,(t) al problema 5.1.77 debe cumplir que

2$
d d;(t) + Wiz, (t) = 6(r — 1) (5.1.80)

integrando la ecuacién anterior de 7 — At a 7 4+ At se tiene

T+AL de (t) T+AL TH+AL
/ T dt +w§/ x.(t)dt :/ S(r —t)dt (5.1.81)
T—NAt dt T—NAt T—NAt

Ahora bien haciendo el cambio de variable © = 7 —t y suponiendo que las reglas usuales
del célculo siguen siendo validas para la delta de Dirac se tiene que

/Hma(f byt = — /At 5(u)du = — /At = (H(=8) — H(AD) = 1

—At At At du
(5.1.82)
Por lo tanto, se tiene en 5.1.81 que
d " t=7+At TH+At
2-(t) n wg/ o, ()dt = 1 (5.1.83)
dt |y p T—At

de hecho como la posicién es una funciéon continua tomando At — 0 se tiene que
Ty (74) — 2 (7—) =1 (5.1.84)

como &(7—) = 0 la condicién que se estaba buscando es

T(r+)=1 (5.1.85)
de 5.1.79 se observa que
#(74+) = woB (5.1.86)
por lo que
1
B=_ 5.1.87
- (5.1.87)
v la solucién buscada es
0 t < 1
e () =14, T = Zsin(wolt — 7)) H(t — 1) (5.1.88)
50 sin (wo(t — 7)) T<t Wwo
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de esta forma, se propone como solucion particular del problema general 5.1.74 (se va a
suponer que f(t) = 0 para t < 0)

xp(t) = /000 f(r)z(t)dr = /Otf(T)wio sin (wo(t — 7)) dr (5.1.89)
Es decir, la solucién particular es
2y (t) = /Otf(T)insin (wolt — 7)) dr (5.1.90)
y la general es
t 1
x(t) = Acos (wot) + Bsin (wot) + / f(’]')w— sin (wo(t — 7)) d (5.1.91)
0 0

La solucién particular tiene varias propiedades interesantes que vale la pena resaltar.

1. El procedimiento utilizado para hallar 5.1.90 fue el siguiente. Primero se hall6 la
respuesta (output) de la ecuaciéon cuando la fuerza (input o bien senal) era una
delta de Dirac. Tal respuesta, llamada funcién de Green es independiente de la
funcién f. Luego se “superponen” las funciones de Green en cada instante con la
fuerza para hallar la solucién particular, es decir, independientemente de la fuerza,
siempre se utilizan las mismas funciones de Green, de ahi el poder del método
anterior pues no hay que estar calculando para cada fuerza especifica funciones de
Green particulares.

2. La respuesta final en 5.1.90 no involucra a la delta de Dirac por lo que atin cuando
el método para llegar a la solucién sea dudoso, una vez que se tiene la solucién no
importa céomo llegb a ella sino que simplemente funcione.

3. Sixg(t) = WLO sin (wpt) representa la respuesta en 7 = 0 el integrando de la solucion
particular consiste en el producto de la fuerza con las traslaciones de tal respuesta
original. Tales integrales aparecen frecuentemente y se llaman convoluciones . Por
lo tanto, la solucion particular consiste en la convolucion de la fuerza (input) con
la funcion respuesta a impulso.
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5 La Transformada de Laplace

Si f(t), g(t) son dos funciones definidas en [0,00) se define la convolucion de f con g
como la funcién f x g

fxg(t) = /0 f(r)g(t—7)dr (5.1.92)

En el caso en que alguna de las dos funciones sea una funcién generalizada se toma el
limite inferior como 07, es decir,

fxg(t) = 0 f(n)gt—r7)dr (5.1.93)

esto se hace para poder seguir manipulando las funciones generalizadas como si fueran
funciones ordinarias.
Algunas propiedades de la convoluciéon son:

1. Asociatividad:
(fxg)xh(t)=fx(gxh)(t) (5.1.94)

2. Conmutatividad:

(f+g) () = (g*f) (@) (5.1.95)

3. Convolver con una delta de Dirac traslada la funcion: si §, denota la delta de Dirac
trasladada a unidades

Sa(t) = 6(t — a) (5.1.96)

con a > 0 entonces

(do* f)(t) = f(t —a) (5.1.97)

siempre que a < t.

5.2. Definicién de la Transformada de Laplace

Hasta el momento se han estudiado cuatro clases de objetos mateméaticos. El primer
objeto son los niimeros, por ejemplo, nimeros naturales, reales o complejos, y se pue-
den considerar como la estructura bésica para el resto de objetos que se han estudiado.
El segundo objeto son las funciones, que se pueden interpretar como “méquinas” o “al-
goritmos” que toman ntmeros y producen nameros. El tercer objeto estudiado son los
operadores, que son una generalizacion de las funciones y al igual que ellas pueden in-
terpretarse como una méquina o algoritmo, solo que en este caso toman una funcién y
producen otra funcién. El cuarto objeto son las funciones generalizadas, que son en cierto
sentido objetos que aparecen dentro de las integrales y que pueden tener singularidades,
es decir, valer infinito en un punto o varios puntos.

Ahora se va a introducir un nuevo tipo de objeto matemaético, llamados transforma-
das, que lo que hacen es tomar un objeto definido sobre cierto espacio y enviarlo a un
objeto definido sobre otro espacio. La Transformada de Laplace es un tipo particular de
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5 La Transformada de Laplace

transformada, que se interpreta generalmente como un cambio del espacio de tiempo al
espacio de frecuencia compleja, aunque luego se estudiarda con mas detalle lo que esto
significa.

Primero que todo, es importante senalar que en cierto sentido ya se conocen algunos
ejemplos de transformadas. Por ejemplo, suponiendo que f(x) es una funciéon analitica,
entonces f(z) puede expanderse en una serie de potencias

fl@) =" ana" (5.2.1)
n=0

Ahora bien, lo usual siempre es pensar que uno comienza con la funciéon y luego halla la

serie de potencias (serie de Taylor), sin embargo, invirtiendo este razonamiento se puede
apreciar el concepto de transformada.

I” \\\
27T ’ \
P ~
Vi N\ 4 Z ((l )\
4 N ’ n) 'y
/! on kY = — \
’, @ \‘ f 1
( : \ i
[} bn, N z \‘ Z (bn) [
“ 7 [N >. Il
/
\\ P \\ ,I
AN e N S
~ Pid 4

Figura 5.2.1: Transformada ) serie de potencias
Por ejemplo, suponga que alguien le da a uno una sucesién, digamos

ap = — (5.2.2)

entonces se podria pensar que la transformada ) toma la sucesion anterior y con ella
produce una funcion f(x) definida segin

flz) = Z anz" = Z %T =e" (5.2.3)
n=0 n=0
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Lo anterior puede denotarse bajo el siguiente esquema

(5.2.4)

N

= @)=

2
|
™

lo importante es que del lado izquierdo se comienza con una sucesion a,, es decir, un
objeto que depende de n, mientras que del lado derecho se termina con una funcién
depende de x, es decir, al sumar sobre todos los n posibles se ha “borrado” la dependencia
en n y se termina con algo que depende solo de la posicién. Es en este sentido que puede
pensarse en la serie Y, como una transformada que pasa del espacio de nimeros naturales
(pues las sucesiones estan indexadas por nimeros naturales) al espacio de posicion (pues
la funcién es una funcion del posicion). Ahora bien, dependiendo de la sucesion la funcion
que se produce puede existir en distintos intervalos. Por ejemplo, si se toma

an = n! (5.2.5)
entonces Y (a,) solo esta bien definida para = 0 mientras que si se toma
ap =1 (5.2.6)

entonces

1—=x

fa) =3 = — (5.2.7)
n=0

esta bien definida tinicamente para |x| < 1. De hecho, lo interesante de pensar en la serie
como una transformada es que seria una transformada lineal (puede suponerse por el
momento que las sucesiones definen funciones sobre toda la recta real), es decir, si ¢ es
una constante y a,, b, son sucesiones entonces

D ((an) +e(ba)) =D (an) +e) (ba) (5.2.8)

Lo més interesante es que la transformada Y~ es invertible® en el sentido de que es posible
recuperar la sucesion a través de la funcién. Esto ocurre gracias a la férmula de Taylor

F(0)

n!

(5.2.9)

Ay —

5como esta discusién es simplemente motivacional no se entraran en los detalles del significado preciso
de invertir la transformada )
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5 La Transformada de Laplace

La siguiente propiedad para series es la que servird como motivaciéon para la Transfor-
mada de Laplace. Suponga que se tiene una sucesion a, y asociada a ella una funcién
f(x), es decir, se tiene el siguiente diagrama

>
1 (5.2.10)

an — [D(an)] — f(w)ZZZO:oanm"

Ahora se define la sucesién
b, = na, (5.2.11)

es decir, b, consiste en multiplicar por n. ;Cual es la funcién g(x) que le corresponde a
b,?

>
! (5.2.12)

bn — [X(nan)] — g(x) =357 nana”
Dado que las series de potencias pueden derivarse término a término, se tiene que

vf () =x <Z am:") =z Z na,z" ! = g(x) (5.2.13)
n=0 n=0

Es decir, multiplicar por n en el espacio de niimeros se traduce en multiplicar por x la
derivada de la funcién original, o en términos mas visuales, se tiene el siguiente diagrama

conmutativo
(z
l l (5.2.14)

Es decir, hay una relacién estrecha entre la multiplicacién en un espacio y la deriva-
cién sobre el otro espacio. La Transformada de Laplace buscara tomar ventaja de este
fenémeno, solo que ahora con funciones en vez de sucesiones y series de potencias.

Primero que todo, para hallar la Transformada de Laplace, el andlogo continuo de una
serie es una integral y como se buscan estudiar problemas donde se aplica los inputs a
un sistema a partir de ¢ = 0 lo anterior sugiere en probar con algo como

F(s) = /:OK(S,t)f(t)dt (5.2.15)

donde se han realizado las siguientes “sustituciones”

Yoo — Jo.
" — K(s,t)
an — f(t)
f(z) — F(s)

(5.2.16)
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Las transformadas de la forma 5.2.15 se conocen como transformadas integrales y pueden
interpretarse diciendo que se esta pasando del espacio ¢ al espacio s pues al integrar sobre
t se pierde explicitamente la dependencia de tal variable. La funcion K(s,t) se llama
el kernel de la transformada . La transformada de Laplace . que se esta buscando es
bastante especial y se va a caracterizar por la propiedad de que convertira la derivada con
respecto al tiempo en una multiplicacién por s. Es decir, se busca el siguiente diagrama

f) — [Zf] — F(s)=2f= [ K(s,t)f(t)dt

&z (5.2.17)

4 — |24 — sFe) =24 = [ K 0Ga

Antes de seguir, es importante senalar que no es claro si se va a tener éxito en encontrar
una transformada que cumpla una propiedad tan particular. Es claro que la transformada
se encontrara en el momento en que se conozca su kernel, y por el diagrama lo que se
esta pidiendo béasicamente es que si

F(s) = /0 T K (s, 1) f ()t (5.2.18)

entonces

sF(s) = /000 K(s,t);l—J;dt (5.2.19)

Para la derivacién que sigue se supondréa que el kernel es derivable en ambas variables.
De esta forma se puede aplicar la integracién por partes al lado derecho de 5.2.19 para
obtener

SF(s) = /O h K(s,t)fl—idt (K (s ) f(0)]= — /O h % Ot (5.2.20)

también puede multiplicarse 5.2.18 por s para obtener

sF(s) = /OOO sK(s,t)f(t)dt (5.2.21)
comparando con 5.2.20 se tiene que
> _ t=00 > 3K(S,t)
/0 sK(s,t)f(t)dt = (K(s,t)f(t))];—g —/0 Tf(t)dt (5.2.22)
o bien - K (s.1)
/0 <sK(s,t) + T) f)dt = (K(s,t)f(1))i= (5.2.23)
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5 La Transformada de Laplace

claramente no se quiere que el kernel dependa de la funcion f(¢) que se haya elegido por
lo que se ignoraré deliberadamente el término derecho y se resolvera un nuevo problema,
el de encontrar una funcion K (s,t) que cumpla

/OOO <3K(s,t) + %) f)dt =0 (5.2.24)

para cualquier funcion f(t) suficientemente bien portada. Nuevamente, para garantizar

esto es suficiente que

0K

la ecuacién anterior es una ecuacion diferncial lineal homogénea en t y tiene por soluciéon
K(s,t)=e " (5.2.26)

Lo anterior conduce a la siguiente definicién

Si f(t) es una funcion definida en [0, ¢) su transformada de Laplace F' = Z f es la funcién

F(s)=2(ft) = /OOO e Stf(t)dt (5.2.27)

si f es una funcién generalizada entonces se toma

F(s) = /OO e Sf(t)dt (5.2.28)

Lo que hay que responder ahora es:
1. ;Sobre cudles funciones esta definida la transformada de Laplace?
2. ;Qué propiedades posee la transformada de Laplace?

3. (Convierte la transformada de Laplace derivadas en multiplicaciéon tal como se
estaba buscando?

4. ;Es la transformada de Laplace invertible?

5. (Por qué se interpreta la transformada como un cambio del dominio temporal al
domino de frecuencia (complejo)?

6. {Como ayuda la transformada de Laplace a encontrar funciones de Green (funcio-
nes respuesta a impulso)?

5.3. Propiedades de la Transformada de Laplace

Generalmente se escribiran las funciones en mindscula cuando son funciones del tiem-
po, es decir, f(t). Por otro lado, salvo la delta de Dirac y la funciéon de Heaviside, las
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5 La Transformada de Laplace

funciones en mayuscula representan las funciones como funciéon de s (dominio de fre-
cuencia), por ejemplo, F(s) = £ f(t). También es importante senalar que la variable
s en 5.2.27 puede ser compleja, es decir, s = ¢ + iw, sin embargo, la mayor parte del
tiempo se haran los calculos suponiendo que s es real y cuando sea tutil se mencionara
que sucede en el caso en que s toma valores complejos

La primera pregunta por responder es la clase de funciones en las que esta definida la
transformada de Laplace. Primero que todo como la funcién exponencial es continua y
por lo tanto integrable. Para garantizar que la funcién e~*!f(t) vaya a ser integrable es
suficiente pedir dos condiciones: la primera es que f(t) sea continua por partes , es decir,
que la funcion f(t) tenga a lo sumo un numero finito de discontinuidades sobre cada
intervalo de longitud finita (esta condicién permite que la funcién vista sobre toda la
recta tenga un nimero infinito de discontinuidades, solo que deben estar separadas en el
sentido anterior). La segunda condicion es que la funcion f(t) sea de orden exponencial,
,es decir, que existan constantes M > 0, ¢> 0y T > 0 de forma que |f(t)| < Me® para
todo ¢t > T. Intuitivamente, una funciéon es de orden exponencial si eventualmente su
crecimiento es menor que el de cierta exponencial. En tal caso, se tiene que

Si f(t) es una funcién continua por partes en [0,00) y de orden exponencial, es decir,
que existan constantes M > 0, ¢ > 0y T > 0 de forma que |f(t)] < Me para todo
t > T, entonces la transformada de Laplace F(s) = Z f(t) existe cuando s > ¢

En la practica se supondra que las funciones con las que se trabajan poseen transfor-
madas de Laplace, ademés, como incluso se tomaran las transformadas de Laplace de
funciones generalizadas no se enfatizard mucho el problema de garantizar la existencia
de la transformada ni tampoco los valores de s para los cuales esté definido excepto en
los siguientes ejemplos.

Ejemplo 102. Calcule Zf(t) para f(t) =1
Aplicando la definicién 5.2.27

o0 efst t=00 1
F(s) = / e Stdt = — = - s>0 (5.3.1)
0 S lt=0 §
es decir,
1
Z(1)==- s>0 (5.3.2)
s
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A

f(t)

\

Figura 5.3.1: f(t) =1

F(s)

T T
0 1 2

Figura 5.3.2: F(s) =1

Ejemplo 103. Calcule Zf(t) para f(t) =t
Aplicando la definicién e integracion por partes

00 te—st t=00 0o 1
F(s) :/ te”Stdt = — + —/ et =— s>0
0 S =0 S Jo S
por lo tanto
1
Zt)=— >0
(== s
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f(t)

\

Figura 5.3.3: f(t) =t

F(s)

T T 1

0 1 2

Figura 5.3.4: F(s) = %

Ejemplo 104. Calcule la transformada .Z f(t) de Laplace de f(t) = ¢!
Usando la definicion 5.2.27

t=00
o0 o0 e(l—s)t 1
F(s) :/ e Steldt = / et g = — = s>1 (5.3.5)
0 0 1 — S S — 1
t=0
por lo tanto
1
Z (') = T s> (5.3.6)
5 —
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f(t)

Figura 5.3.5: f(t) = ¢!

Ejemplo 105. Calcule la transformada de Laplace de f(t) = cost
Aqui se realiza la integracion por partes dos veces.

F(s)= [y e costdt = —< " cost

—st . t=00 —
:%-%(—%smt‘ L +1 e StCOStdt> =3~ 2F()

por lo tanto

s
F(s) =
o bien <
< t) =
(cost) o
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f(t)

Figura 5.3.7: f(t) = cost

Figura 5.3.8: F'(s) = 25

Ejemplo 106. Calcule la transforma de Laplace f(t) =sint
Nuevamente se integra por partes dos veces:

—st o} t=00
F(s) = fOOO e Stsintdt = _% n % fooo ot oot
—st t=00 - t=0 (5310)
= % (—68 COSt‘tZO — %f(] Sinte_Stdt> — s% _ S%F(S)
por lo tanto
1
F(s)= 5= (5.3.11)
o bien 1
SRR (5.3.12)
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|

Figura 5.3.9: f(t) = sint

F(s)

; . _ 1
Figura 5.3.10: F(s) = a1

Ejemplo 107. Calcule la transformada de Laplace de la delta de Dirac §(t)
Como la delta de Dirac es una funcion generalizada se toma 5.2.28

F(s) = / et = 0 = 1 (5.3.13)

Es decir,
Z () =1 (5.3.14)
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o(t)

Figura 5.3.11: f(t) = d(t)

£(t)

\

Figura 5.3.12: F'(s) =1

La siguiente es una tabla con algunas de las Transformadas de Laplace mas impor-
tantes.

INICHEZION

1 <
bl
n n!
t gnt1
., S
cos wt P
: w
sin wt Fao?
cal T
s—a
cosh wt 22
smh wt 2?2

De los graficos anteriores se puede observar que cuando s — oo entonces F'(s) — 0
(la excepcion a esto es la delta de Dirac pero hay que recordar que esta es una fun-
cion generalizada y no una funcion normal). De hecho, si f(¢) es una funcion de orden
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exponencial entonces

[F(s)] = [ [y~ e~ f(t)dt| < [° ‘Stlf()ldt Temst | f(6)| dt + [ st £(1)] dt
S(maX0<t<T|f ) Ji e _Stdt+Mf ele=o)tqt

e—st T elc—s)t t=0c0
= (méxozicr 1) (—57|_, )+ M <=2
(5.3.15)
Por lo tanto
L BV 5.3.16
F < ) = .3.
Fel < (s 0]) (F ) - i (5.3.16)
tomando s — oo se obtiene que
lim F(s)=0 (5.3.17)

S§—>00

Si f es continua por partes en (0,00) y de orden exponencial entonces

lim F(s) =0

§—00

Otra propiedad que no se ha mencionado pero que es fundamental es el hecho de que
la Transforma de Laplace es lineal.

Si f(t) y g(t) son dos funciones con transformadas de Laplace Zf(t) y £g(t) entonces
la transformada de Laplace de f(t) 4+ cg(t) donde ¢ es una constante es

L(F(t) + cg(t)) = LF(t) + cLy(t) (5.3.19)

Con la linealidad de la transformada es posible derivar varias transformadas sin la

necesidad de estar recordando muchas propiedades. Por ejemplo, como
iwt —twt
coswt = % (5.3.20)

tomando la transformada a ambos lados

Z coswt = 2 T2 \s—iw | s+iw 2\s2+w?  s24w?) s+ w?
(5.3.21)

Ahora se puede determinar la relacion entre la Transformada de Laplace y la derivada,
que fue la razon principal por la que se construyd. Nuevamente, suponga que f(t) tiene

transformada F'(s), es decir,

Peiwt | pe—iwt 1( 1 1 ) 1<s—|—iw s—z‘w)_ s

F(s) = / e St (t)dt (5.3.22)
0
Si G(s) es la transformada de Laplace de % entonces
o0 d
G(s) :/ et Y gy (5.3.23)
0 dt
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usando integracién por partes
G(s) = [P et%at = e~ f(t) Zgo +5 [y e S f(t)dt = sF(s) — f(0) (5.3.24)

El calculo anterior significa que la transformada de la derivada se convierte en multipli-
cacion por s excepto por un término f(0) que debe restarse. Sin embargo, la aparicion
del término anterior va a ser una gran ventaja pues significa que para las ecuaciones
diferenciales la transformada de Laplace incorporara automéaticamente las condiciones
iniciales en ¢t = 0.
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Si F(s) es la transformada de Laplace de f(t) entonces la transformada de Laplace de

% es sF(s) — f(0), es decir,

&z (%) = sF(s) — £(0) (5.3.25)

se tiene el siguiente diagrama

l l (5320

Anélogamente, se tienen las siguientes relaciones

»
& (%) = 52F(s) — s£(0) — f'(0) (5.3.27)

que se puede obtener con el siguiente diagrama

ity % F(s)
@ =2, sF(s) — f(0) (5.3.28)

En general se tiene que
d3_f _ 3 .2 o ! Y
Z 3 ) = F(s)—s“f(0) —sf(0) — £7(0) (5.3.29)
Z (fﬁf ) = " F(s) — " J(0) = s"2(0) — - — sf"2(0) - FD(0) (5.3.30)

Un fenémeno que ocurre con frecuencia al utilizar transformadas es el fenémeno de
dualidad, es decir, la similitud entre las distintas propiedades de una funcion al cambiar
de un espacio al otro. Por ejemplo, el resultado anterior dice que diferenciar con respecto
al tiempo es igual a multiplicar con respecto al dominio de frecuencia. Ahora bien, ;qué
pasa si se deriva con respecto a la frecuencia? Es decir, dado que

F(s) = /Oo e St(t)dt (5.3.31)

0

235




5 La Transformada de Laplace

se tiene que

iy _4 ( [ eStf(t)dt> = [ g ey ar == [ et = 2 (-0)

(5.3.32)
es decir, jderivar con respecto a la frecuencia corresponde a multiplicar la funcion original
en el dominio temporal! Esto es una manifestacion del fenémeno de dualidad que acaba
de mencionarse.

Dualidad diferenciacién-multiplicacion:
Si F(s) = Z(f(t)) es la transformada de Laplace de f(t) entonces

R (%) = sF(s) — ,i'(O) (5.3.33)

dF (s ,
==L (1)
Es decir, se tienen los siguientes diagramas

&

l l (5.3.34)
l l (5.3.35)

Mas atin, se tiene que

(5.3.36)

1) f (1))

Por ejemplo, con la propiedad anterior se sigue que

& (tsinwt) = —i< — 2) - s (5.3.37)
ds \ s*+w (2 + w?)

En las aplicaciones es frecuente encontrar que las seniales (inputs) estan definidos por
partes, para tales funciones definidas por partes se puede utilizar la funciéon de Heaviside
para escribirla como una sola. A su vez, dado que la definiciéon de la transformada de
Laplace involucra una exponencial también es tutil saber el efecto de multiplicar una
funcion por una exponencial. Por ejemplo, si f(t) tiene transformada F(s) entonces la
transformada de H (¢t — a)f(t —a) (con a > 0) es

L(Ht—a)f(t—a)= [ e H({t—a)f(t—a)dt = ["e 5 f(t—a)dt  (5.3.38)
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5 La Transformada de Laplace

haciendo el cambio de variable

r=t—a (5.3.39)
se tiene - ~
/ e ) f(r)dr = e_as/ e *Tf(r)dr = e “F(s) (5.3.40)
0 0
es decir,
Z(H({t—a)f(t—a)) =e “F(s) (5.3.41)

la ecuaciéon 5.3.41 se interpreta como sigue: si se traslada temporalmente la senal a uni-
dades y se activa en t = a entonces la transformada de Laplace de tal senal corresponde
a la transformada de Laplace de la senal original multiplicada por una exponencial.

A su vez, la transformada de Laplace de e f(t) es (aqui a es cualquier niimero real)

o o

Z (e f(t)) = / et f(t)dt = / eI F()dt = F(s — a) (5.3.42)
0 0

es decir, multiplicar una senal por una exponencial traslada en el domino s la trans-

formada a unidades a la derecha. Se pueden resumir los dos resultados anteriores con

los siguientes diagramas. Nuevamente, estos dos resultados son una muestra méas de
dualidad:

Dualidad traslacion-multiplicaciéon exponencial:
Traslacion en el eje t: Si F'(s) = Zf(t) y a > 0 entonces trasladar una sefial en el dominio
temporal equivale a multiplicarla por una exponencial en el dominio de frecuencia

L (H({t—a)f(t—a)) =e “F(s) (5.3.43)
f(t) < F(s)

l l (5.3.44)

H(t—a)f(t—a) 5 e ®F(s)

Traslacion en el eje s: Si F(s) = Zf(t) y a € R entonces multiplicar una sefial en
el dominio temporal por una exponencial corresponde a trasladarla en el dominio de
frecuencia.

L (e"f(t)) =F(s —a) (5.3.45)

J J (5.3.46)
: &z ;
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5 La Transformada de Laplace

Ejemplo 108. Calcule .% (e5t?) , £ (H(t — 7)cost),

Como 3
Z (%) = = =G (5.3.47)
por 5.3.45 se tiene
L () = G(s—5) = 0 - (5.3.48)
(s —5)
Como )
Z (cost) = 11 F(s) (5.3.49)

No se puede aplicar directamente 5.3.43, sin embargo,
cost =cos(t—m+7) =cos(t—m)cosm —sin (t —7)sin (1) = —cos (t —7) (5.3.50)

por lo tanto usando 5.3.43

S

L (H({t—m)cost)=—L (H(t —m)cos(t —m)) =—e " F(s) = S

e™™ (5.3.51)

Otra alternativa hubiera sido derivar a partir de la definicion .Z (H (t — a) f(t))y aplicarlo
a este caso particular. Si se hubiera hecho esto se hubiera obtenido que

L (H(t—a)f(t) = e “ZL(f(t + a)) (5.3.52)

Con las propiedades de la traslacion la tabla de transformadas de Laplace se puede
ampliar.

IFICIREEZION

1 -
T
" T
cos wt bgjwz
e cos wt (Q_Z)}‘sz
<2 2
t cos wt =
(s+w?)”
sin wt bgiwz
eat Sin wt (Q—a)ﬁ
: 2wt
t sinwt ST
(s+w?)”
6at 1
S—a
cosh wt ez
sinh wt =
o(t) 1
5(t —to) e~ sto
—tns
H(t —tg) e
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5 La Transformada de Laplace

Siguiendo con la investigacion de la transformada de Laplace, al igual que en el algebra
lineal algunas transformaciones lineales eran invertibles y otras no, se puede preguntar si
la transformada de Laplace es invertible o no lo es. Para darle una respuesta satisfactoria
a la pregunta anterior, se requeriria desarrollar muchas més teoria de la que se posee en
este momento, por lo que el problema de invertibilidad o no de la transformada de Laplace
se planteara en los siguientes términos: si dos funciones poseen la misma transformada
de Laplace, Z(f(t)) = Z(g(t)) ipuede concluirse que son la misma funcion, es decir,
f(t) = g(t)? El siguiente resultado caracteriza la situacion anterior.

Transformada Inversa de Laplace: Si f(¢) y ¢(¢) son dos funciones con la misma trans-
formada de Laplace, es decir

Z(f(t) = Z(g(t)) (5.3.53)

entonces para todo a € [0,00) se tiene que f y g coinciden en cuanto los limites laterales,
es decir,

fla*)=g(a")  fla")=g(a") (5.3.54)
en el caso de que f y ¢ son funciones continuas, entonces se tiene que las funciones son
iguales, f = g.

En cualquiera de los dos casos, f y g son para todos los efectos practicos iguales por lo

que se define la transformada inversa de Laplace .2 ~! como la transformada que cumple
la siguiente propiedad:

F(s)=Zf(t) — f(t) = L 1F(s) (5.3.55)

De hecho, la transformada inversa es una transformada del dominio de frecuencia en el
dominio temporal. Al igual que la transformada de Laplace, la transformada inversa es
una transformacion lineal, es decir,

LV (F(s)+cG(s) = L7 F(s) + c271G(s) (5.3.56)

239



5 La Transformada de Laplace

Figura 5.3.13: Transforma de Laplace y la Transformada Inversa de Laplace

A partir de la tabla de la Transformada de Laplace, puede construirse una tabla para
la Transformada Inversa de Laplace

‘ F(s) ‘ L7 (s) ‘
2 1
T "
ﬁ cos wt
7(5_2)7;:_& e cos wt
(SS;J:;;)Q t coswt
SQJFLOﬁ sin wt
m e sin wt
(52%::;2)2 t sir:twt
— e
Pt cosh wt
e sinh wt
1 o(t)
e~ sto 5(t — to)
0 [ H(t —to)

Ejemplo 109. Halle .~} <—52+5+1>

$3+s
Primero que todo se utiliza el método de fracciones parciales.

s24+s+1 _A Bs+C

s(s24+1) s | 241 (5:3.57)
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5 La Transformada de Laplace

o bien
s +s+1=A(s>+1)+ (Bs+C)s (5.3.58)
tomando s = 0 en 5.3.58 se tiene
A=1 (5.3.59)
tomando s =1y s = —1 en 5.3.58 se tiene
3=24+B+C 1=24+B-C (5.3.60)
que da
B=0 C=1 (5.3.61)

Por lo tanto )
s“+s+1 1 1
_ =4+ —— 5.3.62
s(s2+1) s+52+1 ( )

Luego revisando la tabla de transformadas

2
1 (S +s4+1 _ -1 1 -1 1 . iy
<z (73(32—1—1) ) =Y <s> +Z <s2+1> =1+sint (5.3.63)

Ejemplo 110. Calcule .~} (752+is+8>

Para encontrar la transformada inversa adecuada primero se completan los cuadrados
en el denominador.

s2+4s+8=(s+2)+4=(s+2) 422 (5.3.64)
Luego se utiliza el siguiente diagrama

) 5 Fs)

(5.3.65)
e f(t) Z, F(s—a)
que en este caso se ve como
gfl
2 2
f(t) — s 12
= -2
l ¢ (5.3.66)
gfl
e f(t) - (8+—2)12+22
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5 La Transformada de Laplace
donde las flechas se han ajustado un poco para indicar la estrategia del problema. Como

_ 1 1 2 1.
R <m> = 53 1 <m> = 5 sin (2t) (5.3.67)

se puede completar el diagrama para obtener

. z-1
Tsin (2t) ¥ SQJF;?
a=—2
l (5.3.68)
ot . 7
%e Zgin (2t) ¢-- 7(8+2)12+22

por lo tanto
1

-1
((s +2)2 422
Otra forma alternativa de lograr el resultado es con la ayuda de nimeros complejos.
Como

Lo
) =g¢ " sin (2t) (5.3.69)

s 445+ 8= (s +2+2i) (s +2— 2i)) (5.3.70)

se puede utilizar fracciones parciales

! = A + B (5.3.71)
24+45+8 s+24+2 s+2—2 e
o bien
1=A(s+2—2i)+ B(s+ 2+ 2i) (5.3.72)
tomando s = —2 + 27 se tiene )
g 5.3.73
Py ( )
tomando s = —2 — 27 se tiene )
——=A 5.3.74
) ( )

por lo tanto

z (52+4s+8 T s — (=2 — 2) M s—(—2+2i) (5.3.75)

y en este caso las transformadas inversas se obtienen directamente de una tabla

— _Lo(=2-2i)t 4 1 (—2420)t _ e 2t (eQit _ 6722‘25)

que coincide con lo que se hall6é con el otro método.
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5 La Transformada de Laplace

Ejemplo 111. Calcule . 'In <823—2H>
Este calculo se ve mas complicado puesto que en la tabla de la transformada no aparece
el logaritmo por ninguna parte. Sin embargo, si se deriva el logaritmo se tiene

d [ s d 2 2s
=)= (2lns—-In(s2+1)) =2 — 5.3.77
ds <32+1> ds( ns—In (s +1)) s s2+1 ( )

y ciertamente esto ultimo si es conocido. Tomando el diagrama

ft)y  — F(s)
l l (5.3.78)

ajustado al problema se tiene

T l (5.3.79)

s2+1
Dado que
2 2s 1 s
-1 -1 -1
z —9 - —2(1 t 3.
Z (S 3 1> (.Z . Z =2 1> (1 —cost) (5.3.80)

por lo tanto, comparando con el diagrama se obtiene

—tf(t) =2(1— cost) (5.3.81)
o bien 5 -
f) = 7((:02 U (5.3.82)
2(cost—1 Z! 52
Aot m <m)

{ l (5.3.83)

2(1 — cost) g%i % — 52211
de aqui se deduce que
52 2(cost —1)
L1 = 5.3.84
" <52 + 1> t ( )
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5 La Transformada de Laplace

Como se vio cuando se analiz6 el comportamiento de un resorte a una fuerza arbitraria,
la convoluciéon aparece naturalmente en la forma de encontrar una solucién particular a la
ecuacion diferencial que describe al resorte con movimiento forzado. Dado que se quiere
utilizar la Transformada de Laplace para resolver ecuaciones diferenciales, es natural
preguntar que sucede con la transformada de Laplace de una convoluciéon de funciones.
Primero que todo, la convolucién de f con g se habia definido como

(f +g) / F)glt — 1) (5.3.85)
Por lo tanto, la transformada de la convolucién viene dada como

L(fxg) )= [Te " (f+g) ()t = [ e (fo g(t — T)dT> di (5.3.86)
_fo fo( —stf(r t—T)dT)dt

para continuar se invierte el orden de integracion.

ejeT

|
|
|
|
|
=
|
|
|
|
|

(0,0) ejet

Figura 5.3.14: Region de Integracion

En 5.3.86 los limites estan determinados con el vector vertical, pues primero se deja
correr la variable ¢ libremente de 0 a co y luego 7 toma los limites que indica el vector
vertical, es decir, de 7 = 0 hasta 7 = ¢. Si se quiere invertir el orden se utiliza el vector
horizontal. Ahora 7 viaja libremente de 0 a co mientras que ¢t va desde t = 7 a t = 00
Por lo tanto, 5.3.86 se convierte en

/000 /Ot (7 f(r)g(t — 7)dr) dt = /Ooo /TOO (e f(r)g(t — 7)dt) dr (5.3.87)

M)
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5 La Transformada de Laplace

Ahora se realiza la sustitucion u = ¢ — 7 para la integral (1). Con respecto a esta integral,
T es constante por lo que 5.3.87 se transforma en

[ ( [ f(T)g@)du) dr = ( | e‘”f(f)d7> < . 6‘8“9<U>dU> = F(5)G(s)

(5.3.88)

es decir, jla Transformada de Laplace transforma la convolucién en multiplicacion!

Dualidad convolucién-multiplicacion de funciones: Si F(s) = Zf(t) y G(s) = Lg(t) la
transformada de la convolucién es el producto de las transformadas, es decir,

Z(f*g)(t) = F(s)G(s)
frglt)y =271 (F(s)G(s)) (5.3.89)

es decir, se tiene el siguiente diagrama

(f*g)t) = F(s)G(s) (5.3.90)

Dualidad integracion-division: Tomando g(t) = 1 en 5.3.89 se tiene que

£ (fo fr)ar) = £&

jgff(r)dr — -1 (FE)) (5.3.91)
es decir, se tiene el siguiente diagrama
f L F(s)
(5.3.92)

Jo flrydr 5 £

Lo anterior significa que la transformada de Laplace convierte la integracién en el dominio

temporal en division en el dominio de frencuencia.

Ejemplo 112. Calcule ! (@)
Una opcién serfa utilizar el método de fracciones parciales, sin embargo se va a utilizar
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5 La Transformada de Laplace

el diagrama

(
l (5.3.93)

para obtener la respuesta. Hay que aplicar el diagrama dos veces de la siguiente forma

»-1 1
et — —1
fg efdr=¢e' —1 s(sll) (5.3.94)
t £t
Joler=1)dr=e"—t—1 %-- 32(3171)
Por lo tanto,
1
371 <m> = Bt —t—-1 (5395)

Ejemplo 113. Encuentre .¢ <fg Te™ cos TdT)

Se usa el mismo diagrama

OB 0)

(5.3.96)

junto con el diagrama
[ty = F(s)

J (2) J (5.3.97)

ef(t)y = F(s—a)

y la tabla de transformadas.
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5 La Transformada de Laplace

< 2_
tcost — (Ss2+11)2
(2)
tel cost ) W X

(52 =2542)" (5.3.98)

t < 2_ _
Jo €T cosTdr =+ %(528—233—32)2 =2 _82512)2
Por lo tanto
b ) 5—2
g o TE COS ’Td’T = m (5399)

En las aplicaciones es muy importante encontrar la respuesta (output) de un sistema
cuando la senal (input) es una funcion periodica, es decir, f(t) = f(t + T'). De hecho,
como se vera en el siguiente tema, tales senales peridédicas pueden estudiarse mediante
su desarrollo de Fourier, sin embargo, por el momento solo interesa la Transformada de
Laplace de tales funciones.

Si f(t) es periodica, se tiene que

0o T 00
.Zf(t):/o estf(t)dt:/o BStf(t)dt+/ e SLf(t)dt (5.3.100)

T

realizando el cambio de variable 7 =t — T para la segunda integral se obtiene usando la
periodicidad de f

/ et = / T e (r 4 T)dr = T / e = T2 ()

T 0 0
(5.3.101)
por lo tanto
T
ZLft) = / e Stf(t)dt + e T L f(t) (5.3.102)
0
con lo cual se ha hallado el siguiente resultado
Si f(t) es una funcion periodica de periodo T' entonces
1 T
F(s) = 2f(t) = 17T/ e~ F (1)t (5.3.103)
— e S 0
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5 La Transformada de Laplace

Ejemplo 114. Calcule la transformada de la Laplace de la onda cuadrada de
1 0<t<1

eriodo 2 t) =
p s f(t) 0 l<t<?

Se utiliza 5.3.103

2 1
F(s) = ;/ e " f(t)dt = ;/ et = —— (5.3.104)
1—e2 J, 1—e"2 J, s(1+4e79)

por lo tanto

(5.3.105)

\

Figura 5.3.15: Onda cuadrada en el dominio temporal

Antes de resolver ecuaciones diferenciales con la Transformada de Laplace, se va a
mencionar brevemente la Transformada de Laplace vista desde el plano complejo. Pri-
mero que todo, hay que justificar por qué se ha dicho que la Transformada de Laplace
pasa del dominio temporal al dominio de frecuencia. Se dice que toma una senal tem-
poral porque se ha estado interpretando ¢ como el tiempo (obviamente nada obliga en
pensar que la variable debe ser el tiempo, y conforme se interprete de distintas formas,
s también cambiaria su interpretacion). Luego, en la definicién de la transformada de
Laplace aparece la exponencial e~*!. La exponencial, al igual que las funciones trigono-
métricas y el logaritmo, no pueden tener un argumento con dimensiones, lo cual significa
que st debe ser adimensional, es decir, s debe tener unidades de tiempo~!, es decir, de
frecuencia.

De hecho, como se coment6 al inicio, aunque se considera en su mayoria s como una
variable real, en la practica lo mas ttil es tomar s = o+iw como una frecuencia compleja,
por lo tanto, la transformada de Laplace puede interpretarse como una transformada, del
dominio temporal en el que el input y el output son funciones del tiempo al dominio de
frecuencia (dominio s) donde los inputs y outputs son funciones de la frecuencia angular
compleja.

Esto significa que el verdadero potencial de la Transformada de Laplace es cuando
se toman numeros complejos, sin embargo, no se discutio la teoria en esta forma pues
se requeriria desarrollar la teoria de integraciéon en el plano complejo. Sin embargo, la
idea de representar la transformada de Laplace en el plano complejo es para estudiar
cualitativamente el comportamiento de una senal a través de su diagrama de polos y
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5 La Transformada de Laplace

ceros (zero-pole diagram en inglés). Se va a utilizar un ejemplo sencillo para explicar en
que consiste la idea (al menos el anélisis de los polos).
La transformada de Laplace (en el plano complejo) de

f(t) =e™cosbt g(t) = e™sinbt (5.3.106)
son respectivamente
s—a b
s )= 2 12
(s—a)>+b (s—a)?+b
donde ahora s = ¢ + iw. Primero que todo, las funciones anteriores son importantes
porque en la solucién homogénea de una ecuaciéon diferencial lineal aparecen frecuen-
temente. Las funciones F(s) y G(s) tienen una forma particularmente importante y se
conocen como funciones racionales (basicamente son de la misma forma que las funcio-
nes para las cuales se usa el método de fracciones parciales). Si se considerara s real los
denominadores nunca se anularian, pero como ahora s es complejo de hecho se van a
anular en dos puntos. De forma mas general, los puntos donde se anula el denominador

de una funcién racional se denominan los polos de la funciéon racional. Para 5.3.107 los
polos de ambas funciones ocurren cuando

(s—a)+b*=0 (5.3.108)

F(s) = (5.3.107)

o bien en
s=a=xib (5.3.109)

El diagrama de polos consiste en representar los polos de la transformada con una x en
el plano complejo como en la siguiente figura (aqui se supone que a,b > 0)

s=a-+1b
(0b) 8
(a,0)
0,0)
0,-b s=a—1b
(0:b)] g

Figura 5.3.16: Diagrama de Polos
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5 La Transformada de Laplace

De un diagrama tan simple es posible inferir ciertas propiedades que siguen siendo
validas para diagramas més complejos.

> Los polos se encuentran localizados en forma simétrica con respecto al eje o. Esto
es cierto siempre que f(t) sea una funcion real como ocurre en casi todas las
aplicaciones

=> Para los polos s = a + ib se tiene que Res = a y Ims = +b. Ahora bien, para
las funciones 5.3.106 es claro que el comportamiento cuando t — oo tiene que
ver Gnicamente con el término exponencial por lo que la parte real de los polos
determinan el decaimiento o no de la senial. Por otro lado, la parte imaginaria
de los polos esta relacionada con la frecuencia angular de oscilacién para tiempos
grandes. Es decir, el diagrama de polos sirve para estudiar el comportamiento para
tiempos grandes de una senal, no tanto asi su comportamiento para escalas de
tiempo pequeno.

> Dado que la parte real de un polo determina el decaimiento o no de la senal, el
polo més a la derecha en el plano, es decir, el polo con mayor parte real, es el
que domina el comportamiento en escalas de tiempo grandes. De hecho, si todos
los polos tienen parte real negativa entonces la senal decaerda exponencialmente
conforme t — oo

Con la tranformada de Laplace también es poder hallar una generalizacion del facto-
rial, es decir, intentar definir algo como v/2!. Primero que todo, de la tabla de transfor-

madas se tiene que
|

L") =7 n=0123-, (5.3.110)
Por lo tanto, si se define
o0
F,(s) =211 :/ e S tdt n=1,2,3,--- (5.3.111)
0

entonces por 5.3.110 (recordando que 0! = 1)

Y
Fo(s) = % n=1,2,3, (5.3.112)
S

evaluando para s =1

o
F,(1) = / e " dt = (n—1)! n=123,--- (5.3.113)
0

De hecho, como el lado derecho de 5.3.111 se puede calcular incluso cuando n no es
entero 5.3.113 sugiere definir la funcion

() = Fy(1) / e dt x>0 (5.3.114)
0
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La funcién 5.3.114 se conoce como la funcion Gamma y representa una generalizacion
del factorial ya que por 5.3.113

T(n) = F,(1) = (n — 1)! (5.3.115)

dicho de otra forma,
I'n+1)=n! (5.3.116)

Tal como esta definida la funcién gamma solo tiene sentido para x > 0. Sin embargo,
es posible extender la definicién con la ayuda del siguiente truco. Primero que todo se
observa usando integracién por partes que

D(z+1) = [[Ce ltdt = —e '" Z;O + [T et dE = aT () (5.3.117)
es decir, la funcion Gamma cuenta con la importante propiedad de que
I(x+1) =2 (x) x>0 (5.3.118)

Para definir la funciéon de Gamma para x < 0 se utiliza 5.3.118. Por ejemplo, para

hallar I'(—3) se usa
1 INEY! 1
I'f—=)=—2=-9or(= 5.3.119
(-3) I (3) (53.119)

por lo que el valor de F(—%) se sabra en el momento que se sepa el valor de I' (%), el cual
s{ se puede calcular con 5.3.114. De hecho, con tal estrategia, la funcion Gamma estéi
definida sobre toda la recta excepto en x = 0,—1,—2,—3,---. (la siguiente imagen fue
tomada de http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/5/52/Gamma_ plot.svg)

Figura 5.3.17: Funcion Gamma I'(x)
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5 La Transformada de Laplace

Se define la funcion Gamma
0o
I'(z) = / e 't ldt x>0 (5.3.120)
0
Cumple las siguientes propiedades:
> I'(z+1) =2l(x) x>0
2 I'(n+1) =n!

> Se puede definir la funcion Gamma sobre toda la recta excepto en x

funcién Gamma son

(1
2) = VT (5.3.121)

1 ‘ \/g 1
tﬂ—a 135<22"IL71)\/;S_(7’L+§) n = 17 27 37 .
T
" gt n>—1
1
t 2t /T
S—a
1 .3.5... _ 1
13 eat W(s—a}‘mﬁ) n=1,23,
tmet 7(57;‘)!”“ n>—1

0,—1,—2,-3,---. usando I'(x + 1) = zI'(x). Algunos valores importantes de la

5.4. Solucién de ODEs Lineales con Laplace

La Transformada de Laplace es un método muy poderoso para resolver ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes (se llaman a tales sistemas LTI por sus
siglas en inglés linear time invariant systems). Antes de dar la teoria general para tales
sistemas, se resolvera un ejemplo para dar una idea de como funciona el método.

Ejemplo 115. Resuelva la ecuacion ‘575 +2% 7 =1 con 2(0) =2y &(0) = -2
Esta ecuacion podria resolverse primero encontrando la solucién general y luego una
solucién particular. Sin embargo, dado que la ecuacién diferencial es un PVI pues ya
indica las condiciones iniciales la idea es usar la Transformada de Laplace que incorpora
naturalmente las condiciones iniciales en 5.3.30. Como la ecuacién diferencial es
d’x dx

W‘FQE-FI':l (5.4.1)
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5 La Transformada de Laplace

Aplicando la transformada de Laplace a ambos lados y usando la linealidad de ella se
obtiene

A’z dx
— + 2 — = %1 4.2
P Lo = (5.4.2)
y por 5.3.30 se tiene
S2X(s) — 52(0) — #(0) + 2 (sX(s) — 2(0)) + X (s) = % (5.4.3)

utilizando las condiciones iniciales

$2X(s) — 25+ 2+ 2(sX(s) — 2) + X(s) = % (5.4.4)

o bien .
$2X(s) +2sX(s) + X(s) =25 —2 =~ (5.4.5)
S
es decir, jla Transformada de Laplace ha transformado el problema de resolver una
ecuacion diferencial en el problema de resolver una ecuacion algebraica! De hecho, fac-
torizando X (s) en 5.4.5 se tiene

(s*+25+1) X(s) = % +2(s+1) (5.4.6)

o bien
(s) 1 N 2
S) =
s(s+1)2  s+1
Para obtener la solucién del problema original, se toma ahora la transformada inversa
de Laplace a ambos lados y se utiliza la linealidad de la misma.

(5.4.7)

21X (s) = 2! (ﬁ) +og! (8 i 1) (5.4.8)
o 2(t) = 2 (ﬁ) + et (5.4.9)

Para hallar £ ~! <m) se puede utilizar fracciones parciales o el diagrama

(5.4.10)
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5 La Transformada de Laplace

y el hecho (que se obtiene revisando cualquier tabla) de que .£~1 <ﬁ) = tet. En

este caso el diagrama conmutativo se ve como

_ K7 1
te™? — I
h (5.4.11)
gfl
f(f e Tdr=1—et—te™t «-- s(si1)2
por lo tanto
1
371 <m> =1- Git — t@it (5412)
y la respuesta final es
z(t)=1+e " —tet (5.4.13)

La estrategia de la solucién del ejemplo anterior puede resumirse de la siguiente formas:

1. Se tiene un problema de valor inicial que quiere resolverse en el dominio temporal
pero a primera vista es muy complicado.

2. Se toma la transformada de Laplace al PVI anterior para pasar al dominio de
frecuencia.

3. Con respecto al dominio de frecuencia, el problema se ha convertido en un problema
algebraico, es decir, en vez de resolver una ecuacién diferencial hay que resolver una
ecuacion algebraica. Mas aun, la Transformada toma en cuenta automaticamente
las condiciones iniciales

4. Una vez resuelto el problema en el dominio de frecuencia, como interesa la solucion
en el dominio temporal se toma la transformada inversa de Laplace para encontrar
la solucion buscada.

0 0<t<m

Ejemplo 116. Resuelva el PVIy/'+y = f(t) con y(0) =5y f(t) =
Jcost t>m

Primero que todo hay que escribir f(¢) con la ayuda de la funcion de Heaviside.
Basicamente, f(t) es una senal que se enciende en ¢t = 7 y nunca se vuelve a apagar por
lo que la ecuacion es

Y +y=3H(t—m)cost (5.4.14)

Tomando la transformada de Laplace a ambos lados

Ly + Ly =3L(H(t—)cost) (5.4.15)
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5 La Transformada de Laplace

en un ejemplo anterior se hallo que £ (H(t — m)cost) = ™ por lo tanto la

ecuacion en el domino de frecuencia es

_S
- 52+16

3s
sY(s) —y(0) +Y(s) = —me_” (5.4.16)
o bien <
(s+1)Y(s)=5— 352 T 1677“ (5.4.17)
por lo tanto
) S

Y(s) = s (5.4.18)

tomando la transformada inversa

y(t) = 5.2 (S%) — 397! <me—”> (5.4.19)

Para hallar £ ! <me*“) se utiliza primero fracciones parciales

s 1 1 s+1 1 1 s 1
I == 5.4.20
(s+1)(s2+1) 2( s—|—1+52—i—1> 2( S—|—1+82—|—1+82—|—1> ( )
por lo tanto
s 1 6_7T8 Se_ﬂ's 6_7T8
371 —ms | _ — _371 371 371
((5+1)(s2+1)6 > 2( <s+1>+ 211) " 2+ 1
)

usando la formula .Z (f(t —a)H(t — a)) = e **F(s) se tiene en 5.4.21 que

L2t (s5)+ 27 (5m) + 27t (o)) = (5.4.22)
% (_6—@_”)]—[(75 —m)+cos(t—m)H(t—m)+sin(t —m) H(t _77))

-3
s+1 (,9—1—1)(,92—1—1)e

por lo tanto
3
y(t) =5 + SH(t - ) (e—(t‘”) + cost + sin t) (5.4.23)

La transforma de Laplace también es 1til para resolver ecuaciones integrodiferenciales,
es decir, ecuaciones en las que aparecen tanto las derivadas de una incognita como su
integral. Por ejemplo, en un circuito en serie RLC
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5 La Transformada de Laplace

Cc

Figura 5.4.1: Cirucito RLC

se habia hallado a través de la Ley de Kirchhoff la ecuacion

dg? dg 1
— — 4+ —=q=v(t 4.24
Ldt2+Rdt+C’q v(t) (5 )

sin embargo, si se quiere estudiar la ecuacién diractamente con la corriente en vez de la
carga se llega a la ecuacion integrodiferencial

L— + Ri+ — i (1) dr = v(t) (5.4.25)

Ejemplo 117. Resuelva la ecuacién 5.4.25 para L = 0,1, R=2,C =0,1,4(0) =0
y u(t) =120t — 120H (t — 1)t

Primero se va a resolver simbélicamente y luego se reemplazaran los valores. Tomando
la transformada de Laplace a ambos lados de 5.4.25 se obtiene

LZ <%> + RZi+ éf (/0 i(T)dT) = Zv(t) (5.4.26)
o bien
L (sI(s) —1i(0)) + RI(s) + % =V(s) (5.4.27)
factorizando I(s) se obtiene
<Ls + R+ %) I(s) = V(s) + Li(0) (5.4.28)

o bien

V(s) + Li(0)

I(s) = 5.4.29
(s) Ls+ R+ % ( )
sustituyendo los valores en 5.4.29 se tiene
v 10sV 10sV
I(s) = ) Vi(s) _ 10sV(s) (5.4.30)

Ls+24+ 20 5242054100 (s +10)
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5 La Transformada de Laplace

solo queda determinar V (s).
V(s) = 120.2¢ — 120.Z (H(t — 1)t) (5.4.31)
usando la propiedad Z (f(t)H(t —a)) = e”* Z(f(t + a)) se obtiene

120 1 1
V(is) = — —120e"° | = + — 5.4.32
()= - 10e (5 47) (5.4.32)
por lo tanto
1 e * 1

I(s) = 1200 — — s 5.4.33
(s) <s(s +1002  s(s+102  (s+10)2° ) (5.4.33)

usando fracciones parciales

1 1 1 e ® e~ ? e ® e’
I(s) =1200 - - _ _
() [1003 100(s +10)  10(s+10)?>  100s + 100(s + 10) * 10(s +10)2 (s +10)?

(5.4.34)

usando la forma inversa de .Z (f(t — a)H(t — a)) = e”**F(s) se obtiene

i(t)=12[1— H(t —1)] — 12 [e710 — 7 0C-D (¢ — 1)]

4.
—120te=10 — 1080(t — 1)e~ 0D H (¢ — 1) (5.4.35)

Ahora que se ha desarrollado lo suficiente la Transformada de Laplace, puede resolverse
el problema original que inici6 toda la discusion

i+ wiz = f(t) (5.4.36)
De hecho, para mayor generalidad, se comentara el problema
ai + bt + cx = f(t) (5.4.37)

donde se supondrén condiciones iniciales de reposo, es decir, x(0) = #(0) = 0. Nue-
vamente es importante recordar que tales ecuaciones se pueden ver como un operador
diferencial actuando sobre el output para producir el input

d? d
— +b— t) = f(t 5.4.38
al +be e at) = £ (54.38)
_— output input
operador

tomando la transformada de Laplace a ambos lados y utilizando las condiciones iniciales
de reposo se tiene
(as® +bs +c) X(s) = F(s) (5.4.39)

por lo tanto la funcién en el dominio de frecuencia

output  X(s) 1

W(s) = = =
() input  F(s) as?2+bs+c

(5.4.40)
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5 La Transformada de Laplace

depende tnicamente de los coeficientes de la ecuacion diferencial y caracteriza al sistema
intrinsecamente. Tal funcién se llama la funcion de transferencia del sistema.
Por ejemplo, la funciéon de transferencia de 5.4.36 es
1
W)= 5 oy (5.4.41)
0
Ahora bien, la funcién de transferencia se estd describiendo con respecto al dominio
de frecuencia, pero jcoémo se ve con respecto al dominio temporal? Utilizando 5.4.40 se
tiene

as*W(s) + bsW(s) + cW(s) = 1 (5.4.42)

y tomando la transformada inversa de Laplace
aw(t) + bw(t) + cw(t) = 6(t) (5.4.43)

es decir, jla funcién de transferencia en el dominio temporal no es mas que la funciéon
respuesta a impulso, es decir la solucién a la ecuacion 5.4.38 cuando el input es la delta
de Dirac!

Ahora bien, regresando a la solucion del problema de 5.4.40 se puede escribir
X(s)=F(s)W(s) (5.4.44)

y ahora tomando la transformada inversa de Laplace y utilizando el teorema de convo-
lucion

2(t) = F(8) % wit) = /0 FOw(t — 7)dr (5.4.45)

es decir, para hallar la solucién del problema 5.4.38 con condiciones iniciales nulas se
toma la convolucion del input con la funcién respuesta a impulso (llamada también
funcién de Green). El resultado anterior se conoce como el Teorema de Convolucién. ©
De esta forma, la transformada de Laplace justifica la observacion inicial del capitulo
de que es suficiente hallar la funciéon respuesta a impulso y luego aplicar 5.4.45 para
obtener cualquier el output al input que se quiera.
En el caso de que las condiciones iniciales no sean nulas hay que resolver el problema
de valor inicial
at + bk + cx = f(t)
2(0) = 2o (5.4.46)

#(0) = o

SEs importante notar que para hallar la funcion de Green o funcién respuesta a impulso habria que hacer
algo similar a como se hizo al inicio del capitulo, pues la delta de Dirac si introduce discontinuidades
en las condiciones iniciales, es decir, las condiciones iniciales apropiadas para hallar la funcién de
Green serian z(07) = ©(07) = 0 en vez de z(0) = #(0) = 0. Tales condiciones se llaman a veces
pre-initial conditions.
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5 La Transformada de Laplace

Por el principio de superposicion es facil verificar que esto es equivalente a resolver por
aparte los PVI

ai + bx + cx = f(t) ai + bt +cx =0
(1) qz(0)=0 (2) { 2(0) = xo (5.4.47)
#(0)=0 #(0) = o

La respuesta del primer sistema (1) es la que se acaba de hallar y es la que comtnmente
se conoce como la respuesta de estado cero del sistema (pues las condiciones iniciales son
nulas o cero, en inglés zero state response). Por lo tanto si x; es la solucion del sistema
(1) por 5.4.45

/ f)w(t —7) (5.4.48)
o bien en el espacio de frecuencia
X1(s) = F(s)W (s) (5.4.49)

Para resolver el sistema (2) se toma la transformada de Laplace y hay que resolver

a(s2Xo(s) — sx(0) — 2(0)) + b(sXa(s) — (0)) + cXa(s) = 0 (5.4.50)
o bien
(as® + bs + ¢) Xa(s) = aszo + aig + bxg (5.4.51)
por lo tanto
Xa(s) = (aszo + atg + bzo) W(s) (5.4.52)
la solucion
2o(t) = L7 ((asxo + ado + bag) W(s)) (5.4.53)

se conoce como la respuesta de entrada cero (zero input response en inglés) y por el
principio de superposicién la solucién superpuesta

x(t) = z1(t) + x2(t) (5.4.54)
resuelve el PVI original.
t 0<t<1
Ejemplo 118. Considere la siguiente funciéon definida a trozos: f(t) = {2 —¢ 1<t<?2
0 2<t

Calcule Zf(t) y & (fo Jo v*fu—v) dvdu>

Primero se escribe f(t) en términos de la funcion de Heaviside como

F)=t(HE) —HE—1)+2—t) (H(t—1) — H(t — 2)) (5.4.55)
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5 La Transformada de Laplace

se escribe f(t) como
f&)=tH({t)—tH(t—1)—(t—2)H({t—1)+ (t —2)H(t — 2) (5.4.56)

Ahora se utiliza la propiedad de traslacion 5.3.43 .Z (H(t —a)f(t —a)) = e"**F(s)

1
LtH(t) = 2 (5.4.57)
LtH(t—1) = .Z(ti—s 11)H(2€7;11) + ZH(t-1) (5.4.58)
=€ ) +e s
X(t—?)H(t—l):%gtl—l Ii(tl—l)—.,iﬂH(t—l) (5.4.59)
=€ 27€¢ 5
1
L(t—2)H(t—2) =e > (5.4.60)
s
por lo tanto
1 .1 1 1 1 a1 e e 41 et —1)7
210) = e et e e e g = T ()
(5.4.61)
Para hallar .Z ( fot fou v f(u — v)dvdu) se va a utilizar el siguiente diagrama
) 5 Fs)
J (5.4.62)
fg f(r)dr Z, Fis)
en este caso hay que adaptar un poco la notacién. Se define
g(u) = / v? f(u — v)dv (5.4.63)
0
por lo tanto
t U t
/ / v f(u — v)dvdu :/ g(u)du (5.4.64)
0 Jo 0
luego el diagrama en este caso es
<
g(t) — G(s)
l (5.4.65)

Jy Ji 02 = o)dvdu = [} glwdu %> €
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5 La Transformada de Laplace

por lo tanto el problema se reduce en hallar G(s), es decir, hallar

& (/Ot V2 f(t — v)dv) (5.4.66)

pero esto no es més que la convolucién ya que

/0 "V F(t — v)dv = B(t) * (1) (5.4.67)

donde
h(t) = t* (5.4.68)

como la transformada envia convolucién en producto

% ( /0 "R A - U)d@) — H(s)F(s) = = (es - 1>2 (5.4.69)

Luego

Gls) = = (6_8 — 1>2 (5.4.70)

y por el diagrama

Z (/Ot /Ou v f (u — v)dvdu) = Gis) = 32—4 (e:_ 1>2 (5.4.71)

Ejemplo 119. Utilice la transformada de Laplace para resolver el siguiente
d d
G+ G +10x =120 — 120H(t — 2)
sistema de ecuaciones diferenciales —2‘2—? + Ccll—?l{ +y=0
z(0)=0 y(0)=0
Se aplica la transformada de Laplace a cada ecuacién para obtener el sistema algebraico
(utilizando de una vez las condiciones iniciales)

2s

sX(s) + sY(s) + 10X (s) = 12 —120<= (5.4.72)
26X (s) + sY(s) + Y(s) = 0 B

agrupando X (s) y Y (s)

(5.4.73)

(s +10s) X + %Y = 120 — 120e2*
25X+ (s+1)Y =0

se puede escribir en notacién matricial como

s24+10s  s2 X 120 — 12028
(T ) ()= () (511
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5 La Transformada de Laplace

el determinante de la matriz es
s(s+10) (s + 1) + 253 = 35> + 115% + 10s (5.4.75)
y por la regla de Cramer

120 — 120e2¢ &2
v 0 s+1 ] 120(1-e2)(s+1)  120(s41) __—2s 120(s+1)

5(352+11s+10) T T s(3s2411s+10)  s(352+11s+10) 5(3s2+11s+10)
52 +10s 120 — 120e~2¢
y — —2s 0 _ 240s(l—e”?) _ 240 _ e—2s____240
s(3s2+11s+10) 5(3s2+11s+10) 352+11s+10 352+11s+10
(5.4.76)
dado que
352 +11s +10 = (35 +5) (s + 2) (5.4.77)

se tiene que

X = 120 120 _ 6723 120 _ 6725 120

+ L — - &y @
(3s+5)(s+2) v s_(33+5)gs4462) B 67§i3+5)§$2) 5(35+5)(s+2) (5.4.78)
T (3s+5)(s+2) (35+5)(s+2)
por lo tanto, hay que desarrollar por fracciones parciales S35 +§) o Y G +5§(s T3y Para
la primera es facil verificar que
1 1 9 1
= — 5.4.79
sBs+5)(s+2) 105 5B3s+5) 20512 (5.4.79)
para la segunda
1 3 1
= — 5.4.80
(B3s+5)(s+2) (3s+5) s+2 ( )
como .Z (H(t—a)f(t—a)) =e *F(s)y
X =120 #—L>+120<L—L+#>
<(s+§) 542 10s 5(s+§) 2(s+2) (5481)

_ —2s__ 1 =251 |\ _ —2s_ 1 _ _—2s 3 —2s__ 1
120 <e —(s+§) e 8+2> 120 <e T0s — € —5(S+g)+e —2(S+2)>

por lo tanto tomando la transformada inversa
2(t) = 1206”5t — 12062 + 12 — 72~ 5t + 60e 2!
—120H (t — 2)e~ 372 — 120H (¢ — 2)e~2(t=2) — 12H(t — 2) — T2H (t — 2)e~ 32 4+ 60H (t — 2)e~2(t=2)

(5.4.82)
para Y (s)

Y = 240 <(S+1%) - %) — 240 G*@ - e—QSH%) (5.4.83)

por lo que

y(t) = 2406~ 3" — 240672 — 240H (¢t — 2)e 32 — 240H (¢t — 2)e 272 (5.4.84)
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Ejemplo 120. Determine la funcién f(t) si f(f u?6(u— W)f(t—u)du = e 2 cos (2t) H(t—

—i—ft H\/z—” dz y la transformada de Laplace de e~ % cos (2t) H(t—) , J H(j:::) dz

y fo u?6(u — ) f(t — u)du

Primero se van a hallar las transformadas de los términos. Si se define

g(u) = u?6(u — ) (5.4.85)
entonces
/Ot u?S(u — ) f(t — u)du = /Otg(u)f(t —u)du = (g* f)(t) (5.4.86)
por lo tanto,
.,Sf/ S(u—m)f(t —u)du = G(s)F(s) (5.4.87)

para hallar G(s) se puede utilizar la definicion
G(s) = / eSS (t — m) dt = e” "o (5.4.88)
0

Ahora hay que hallar Ze~2! cos (2t) H(t — 7) usando la propiedad . f(t —a)H(t —a) =
e~ % F(s). Para aplicarla se observa que

e 2 cos (2t) H(t — m) = e 2" 2" cos (2(t — 7)) H(t — 7) (5.4.89)
luego

Le 2cos (2t) H(t — 1) = e 27 Le 2™ cos (2(t — 7)) H(t — )

_ 6_27r€_7r8$6_2t cos 2t = 6—27re—7r5 (sf$§+4 (5490)

Solo falta determinar . fg %dz . Si se define

H(z—m)

= 5.4.91

entonces . .

H(z — X
.iﬂ/ Mdz = X/ z(z)dz = (s) (5.4.92)
0o Vz—m 0 s

Por lo tanto, hay que hallar

2(He=D) g (1) a0

si se tiene buena memoria se observa que

7 <i> _ VT (5.4.94)
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5 La Transformada de Laplace
que sale gracias a la funciéon Gamma. De lo contrario, se utiliza la definicion.

i (%) = /Ooo est% (5.4.95)

bajo el cambio de variable u = v/t se tiene u? = t o bien 2udu = dt por lo que se necesita
calcular

o0 dt o0 2ud > &
/ e St — :/ o5 uet 2/ e du, :/ e gy = \/—E (5.4.96)
0 Vit 0 u 0 —00 Vs

Para hallar la funcion f(t) se puede definir la funciéon

VH(z —m)
t)=e *cos(2t) H(t — +/ —=d 5.4.97
i) = e Heon (20) H(t =)+ [ =T (54.97)
por lo tanto la ecuacion original se puede escribir como
t
/ uw?S(u — ) f(t — u)du = y(t) (5.4.98)
0
tomando la transformada a ambos lados y por los resultados anteriores
e 2 F(s) = Y (s) (5.4.99)
o bien .
F(s) = —€e™Y(s) (5.4.100)
77

volviendo a usar Zf(t —a)H(t — a) = e “F(s) se tiene que tomando la transformada
inversa
f(t) = 527 (™Y () =  H(t + m)y(t + 7)
t )

t)
- T ™ H(z—7 5.4.101
= #H(t—i-w) (e 2447 cos (2(t + ) H(t) + f0t+ %dz) ( )

como t > 0 se obtiene

) =~ <6—2<t+w> cos (2(t + 7)) + / R dz) (5.4.102)

7T Z—T

observe que para obtener f(¢) no es necesario haber calculado las transformadas de
Laplace de los términos a la derecha sin embargo era un buen ejercicio hacerlo.

Ejemplo 121. Halle el sistema de ecuaciones diferenciales para el siguiente
circuito
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i1

&

L1
100 mH

R2
1Q

U

L2
200 mH

a11%

Figura 5.4.2: circuito

Como se conserva la corriente eléctrica se tiene
11 =19 + 13 (5.4.103)

Aplicando Kirchhoff a la primera malla, es decir, la que incluye las corrientes i1,is se
tiene (aqui es importante observar que las unidades deben estar en V', 2 y H por lo que
se usa 0,2H en vez de 200mH)

di
6— 2 —is—022% =0 (5.4.104)
dt
Aplicando Kirchhoff a la malla pequefia se tiene
di
0128 4y =0 (5.4.105)
dt
por lo tanto debe resolverse el sistema
11 =12 + 13
6 —2i; —ip — 0,291 =0 (5.4.106)

—0,1%8 44, =0

Ejemplo 122. Plantea un sistema de ecuaciones diferenciales para el siguiente
circuito donde aparezca tinicamente i, e i3 y sus derivadas
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i3

N

i
L

N 2018

V .

i2

N R2
E
——cC
R1
Figura 5.4.3: circuito
Como la corriente se conserva se tiene que
11 =19 + 13 (5.4.107)

a su vez, aplicando las reglas de Kirchhoff de a la primera malla se tiene que

o
E- L% —isR; =0 (5.4.108)

aplicando las reglas de Kirchhoff a la segunda malla se tiene que
1 t
—i3Ro — 5 / ig(T)dT + iR =0 (5.4.109)
0

sustituyendo la primera ecuacién en la segunda y derivando la tercera se llega al sistema

L% 4 19 4 Rijy=F il
P (5.4.110)
gt 2t T C
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6 Ecuaciones Diferenciales en Derivadas
Parciales

6.1. Funciones Ortogonales y Series de Fourier

En Algebra Lineal se estudi el producto punto entre vectores en R”. Por ejemplo,
paran =3, si v = (z1,y1,21) ¥y u = (22, Y2, 22) entonces

VU =TT + Y1Y2 + 2122 (6.1.1)

El producto punto era importante por varias razones: primero se puede escribir la norma
de un vector a través del producto punto

o] = v - (6.1.2)

Segundo, el angulo entre dos vectores se podia calcular con la ayuda del producto punto
como .
cosfh = ———— (6.1.3)
[[oll flul

Finalmente, y esta va a ser la propiedad més importante del producto punto para lo
que sigue, el producto punto permitia hallar un vector como combinacién lineal de una
base facilmente siempre y cuando la base fuera ortogonal. Por ejemplo, si vy, v9,v3 es
una base de vectores en R? entonces v puede escribirse como combinacién lineal de los
vectores base

v = 101 + Covg + c3v3 (6.1.4)

Si los vectores son ortogonales entre si, es decir, si
1)1-1)2:0 7)1-1)320 7)2-1)320 (6.1.5)

entonces para hallar ¢y, co, c3 simplemente se toma el producto punto en 6.1.4. Por ejem-
plo, para hallar ¢; se toma el producto punto con v; en 6.1.4

V-] = C1V] - V] + CoV9 - V1 + C3V3 - V] = C1 Hv1H2 (6.1.6)

es decir oo
o =— (6.1.7)

(1]

de forma analoga se hallaria lis coeficientes co, c3
V-1 v - V9 V- U3
cg=—5 3= —> (6.1.8)

1= 2 2
[|vz]] [[vs]]

2
[[or]]
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6 Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales

Lo maés sorprendente del producto punto es que hay una generalizacién natural para
las funciones de modo que lo anterior siga siendo valido. Para ver cual debe ser esa
generalizaciéon suponga primero que los vectores son vectores infinitos, es decir, que

v = (21,22, %3, %4, %5, , 2100, ") (6.1.9)
U= (yl,yz,y3,y4,y5,“' ,yloo,"')

para tales vectores infinitos (de hecho son sucesiones) es natural definir el producto punto
como

o0
v-u =21y + Tay2 + -+ TiooYi00 + 0 = szyz (6.1.10)
=1

Claramente, como en este caso el producto punto es una serie no necesariamente converge
por lo que deben imponerse ciertas restricciones sobre los vectores para los cuales puede
realizarse el producto punto anterior.!

Ahora bien, una funcién f(t) sobre un intervalo [a,b] puede considerarse en cierto
sentido como un vector infinito. Por ejemplo, si el intervalo fuera [0, 1] la funcion f(t)

seria el vector con entradas f(0), f(1),f (%), f (%), etc. La diferencia con el caso
anterior es que como el intervalo es un continuo no se pueden indicar las entradas en
forma ordenada ya que en un intervalo entre dos puntos cualquiera siempre aparece otro
punto por lo que hay que buscar una versién continua de la serie 6.1.10. La integral
puede verse como la versiéon continua de una serie por lo que tiene sentido definir el

producto punto entre f(t) y g(t) como

b
£(t) - g(t) = / F(Hg()dt (6.1.11)

La definicion anterior es la adecuada para generalizar el producto punto, sin embargo,
es usual hacer unos cambios notacionales. Primero que todo, en vez de producto punto
se utiliza el nombre de producto interior y como la notaciéon - puede confundirse con el
producto ordinario de funciones se modifca la notacion a la notacion bra-ket de Dirac.
Basicamente, la notaciéon bra-ket consiste en “adornar” las funciones para indicar que se
va a realizar un producto interior entre ellas. De esta forma, se escribe una funcion f(t)
como |f(t)) donde los simbolos alrededor de la funcion no sirven mas que para recordar
que se tiene la intencién de tomar un producto interior. Por lo tanto, si se quiere realizar
el producto interior entre |f(t)) y |g(t)) se le da “vuelta” a una de los funciones, por
ejemplo, se cambia |f(t)) por (f(t)| y de esta forma 6.1.11 se ve como

b
()] 9(t)) = / F (g ()t (6.1.12)

esta notacion da una mejor explicaciéon al nombre producto interior pues las funciones
f(t),g(t) quedan dentro (en el interior) de (). Bajo esta nueva notacion, las propiedades
usuales del producto punto se siguen cumpliendo.

1 p . . .
No se seguird en més detalle este tema porque no se van a estudiar a fondo las sucesiones, solo se
mencionan para motivar el producto punto entre funciones

268
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Si |f(t)), |g(t)) son dos funciones definidas sobre [a, b] el producto interior de |f(t)) con
lg(t)) se define como

b
(@) [g(t) = [ f)g(t)dt (6.1.13)
Algunas propiedades del producto interior son:

= Conmutatividad:

(F@) 1g(t)) = {g@) | £(2)) (6.1.14)

=> Linealidad: si |h(t)) es otra funcién y ¢ una constante entonces si se representa
g(t) + ch(t) como |g(t) + ch(t))

(F(&) 1 g(t) + ch(t)) = (f(t) | g(8)) + ¢ (f(#) [ h(E)) (6.1.15)

= Norma de una funcién: La norma de una funcion |f(t)) se define como
2 ? 2
I£OIF = (50| F0) = [ o (61.16)

= Angulo entre funciones: El angulo entre dos funciones |f(t)), |g(t)) se define como

(@) 19(t)
IF@OIHg@]

cosf = (6.1.17)

= Ortogonalidad de funciones: Las funciones |f(¢)),|g(t)) son ortogonales si su pro-
ducto interior es cero, es decir,

b

(@) [g@) = [ flt)g(t)dt =0 (6.1.18)

a

En la teoria de funciones hay muchas familias de funciones ortogonales. Sin embargo,
para la teoria de Fourier hay una familia particularmente importante, que es la familia
de funciones sinusoidales, es decir, la familia de senos y cosenos cuya frecuencia es un
multiplo de una frecuencia fundamental. Antes de ver que tal familia es ortogonal, se va
a recordar el concepto de funciéon periddica.

Una funciéon f(t) es periodica de periodo T > 0 si para todo ¢ se tiene

ft+T)=f(t)

Algunas funciones conocidas que son periodicas son senos, cosenos (que son de periodo
27) y como caso limite las funciones constantes (que serian funciones con cualquier
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periodo). Otra propiedad de una funcién periodica es que si T' es un periodo para la
funcién entonces 27,37, --- también funcionan como periodos segin la definicién por
lo que el periodo no es tnico. Sin embargo, el menor T que cumpla 6.1.19 se llama
generalmente el periodo fundamental. Una propiedad inmediata de la interpretaciéon de
la integral como el area bajo la curva o simplemente a partir de un cambio de variable
es que la integral de una funciéon sobre intervalos de longitud 7" siempre da lo mismo, es
decir,

Si f(t) es una funcion con periodo T entonces para cualquier a,b se tiene

a+T b+T
/ F(t)dt = / F(t)dt
G b

1

Esto significa que si f(t) es una funcion definida sobre toda la recta real con periodo T'
entonces se puede estudiar la funciéon alrededor de un intervalo simétrico con respecto al
origen, por ejemplo, el intervalo [—%, %] Maés atn, por el momento es suficiente pensar
que las funciones son de periodo 27 pues de lo contrario puede hacerse un reescalamiento

para que sea de periodo 27. Por ejemplo, si f(t) es de periodo T' se puede definir

gt)=f <%t> (6.1.21)

y g(t) es de periodo 27 porque

gt +2m) = f <%(t+27r)> _f <2T—; +T> _f <ﬂ> — g(t) (6.1.22)

Es decir,

Si f(t) es una funcion de periodo T entonces

gt) =71 (—t> (6.1.23)

es una funcion de periodo 27.

Por lo tanto, se puede estudiar sin pérdida de generalidad las funciones de periodo
2. Como se dijo antes, las funciones més importantes para las series de Fourier son las
funciones sinusoidales, es decir, expresiones de la forma

sin (wt) cos (wt) (6.1.24)

donde w es la frecuencia angular y el periodo es

2
T=2" (6.1.25)
w
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La idea de una serie de Fourier es que cualquier funcién periddica (que cumpla ciertas
condiciones matemaéticas) puede descomponerse como una serie infinita de senos y cose-
nos. Para dar una idea general antes de entrar en detalle, suponga que se tiene la funcién
f(t) =t definida sobre [—m, 7] y luego se extiende periddicamente tal como se indica en
la siguiente figura. La idea de las series de Fourier es aproximar la funcién por sumas
de senos y cosenos. Por ejemplo, pronto se vera que la serie de Fourier para la funcion
anterior es

41

Figura 6.1.1: Funciéon Diente de Sierra

i %%)nﬂ sin (nt) (6.1.26)
n=1

Las siguientes figuras ilustran la funcion f(¢) junto con las primeras sumas parciales
N 2(_ )n+1
Sy =) =———sin(nt) (6.1.27)

n
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Figura 6.1.2: f(t) =ty S1, S2, S5, S10 ¥ S100

Se puede observar como a medida de que se aumenta los términos en las sumas parciales
la aproximacion es cada vez mejor a la funcién original, sin embargo, en los extremos
de la funcién, que corresponden a los puntos en que es discontinua, pareciera que la
serie de Fourier no se aproxima bien a la funcion original. Tal fenémeno se conoce como
el fenomeno de Gibbs y aunque no se estudiara es bueno saber que ocurre cerca de los
puntos de discontinuidad de la funcién. Otra informacién util de la senal se puede obtener
a partir del espectro de la funcién. Basicamente, el espectro consiste en las frecuencias de
los armonicos (que es otro nombre que se utilzan para los senos y cosenos) que componen
la senal. Por ejemplo, como la serie de la funcion (senal) anterior es

N n
Sn=>)_ 20 sin (nt) (6.1.28)

n
n=1

el espectro consistiria en el conjunto de frecuencias de los armonicos, si se mide el dominio
temporal en segundos entonces como la senal era de periodo 27 entonces su frecuencia

seria, %HZ y los perfodos de los armoénicos en 6.1.28 son QT”, 27”, %’r, . 27”, por lo
que tienen frecuencias respectivas de == Hz, £ Hz, == Hz, ..., 2Hz, ..., . En el grafico
2m o ' 2w ’ ) 2w ’ ’
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de amplitud de la senal se grafica los valores absolutos de los coeficientes b,, = 21

contra la frecuencia angular (para eliminar los factores de 27). Por ejemplo, el grafico
de amplitud de la senal anterior es

8 9 10 M 12 13 14 15

Figura 6.1.3: Grafica de amplitud

De hecho, del espectro se puede observar que todas las frecuencias son multiplos de
una misma frecuencia, llamado el primer armoénico. Las demés frecuencias se llaman
respectivamente segundo arménico, tercer armonico, etc.

Regresando al tema de la ortogonalidad, se va a probar que las funciones |1) (es decir
la funcion constante igual a 1), |cos(nt)), |sin (nt)) son ortogonales sobre el intervalo
[—7, w]. Primero que todo, se van a calcular las normas de cada una de las funciones.

)2 =1 = / 12dt = 2 (6.1.29)

—Tr

Para calcular las normas de los senos y cosenos se usan las identidades trigonomeétricas.

[|cos (nt)||* = (cos (nt) | cos (nt)) = [T cos® (nt) dt

. t=m 6.1.30

_ firﬂ (1+co;(2nt)) dt = 7 + smé(lint)‘ -0 ( )
t=—m

||sin (nt)]|* = (sin (nt) | sin (nt)) = J7_sin? (nt) dt

= [T (1—cos®(nt))dt =21 —7m=m (6.1.31)

La ortogonalidad de |1) con |cos(nt)), |sin (nt)) es clara de la interpretacion de la integral
como el area bajo la curva.

(1] cos (nt)) = / " cos (ntydt = 2T (6.1.32)

-7 n t=—m

273



6 Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales

™

(1 sin ut)) = [ sin(nt) dt =

—T

cos (nt) |~ =0 (6.1.33)
. 1.

t=—m
Para la ortogonalidad del senos con los cosenos se pueden utilizar la respresentacion
compleja.

<COS (nt) | cos ( =/, ( e ) (et

2
= LT (gilnrmt . iln= )t e z(n mlt 4 eilntmt) gy (6.1.34)
. t=m
=1 f (cos(n +m) + cos(n —m)) dt = % <Sm1§Z;m) I s1néri;nm)) L_ =0

de manera anéaloga se demuestra:

(sin (nt) | sin(mt)) =0 (sin(nt) | cos (mt)) =0 (sin(nt) | cos(nt)) =0 (6.1.35)

El conjunto de funciones |1) , |cos(nt)), |sin (nt)) para n € N son ortogonales sobre el
intervalo [—, 7], es decir,

(1| cos(nt)) = (1]sin(nt)) =0
(sin (nt) | sin (mt)) =0 <cos (nt) | cos(mt)) =0 n#m (6.1.36)
(sin (nt) | cos (mt)) =0

Maés aun, las normas de las funciones anteriores son:

112 = (1] 1) =27
[cos (nt)||* = = (6.1.37)
||sin (nt)]|* = 7

Nuevamente, la idea de las series de Fourier es que las funciones anteriores forman una
base para las funciones periddicas, es decir, si f(t) es una funcion periddica de periodo
27 entonces f(t) se puede expandir como

o0

|£(t)) Z (ap |cos (nt)) 4 by, |sin (nt))) (6.1.38)

donde ag, a,,, by, son coeficientes por determinar (el % frente a ag es una convencion usual).
Para hallar los coeficientes se utiliza la ortogonalidad de las funciones?
Por ejemplo, para hallar ag se aplica (1| a ambos lados de 6.1.38 y se tiene

(1) = % (11]1)+ Z (an, (1 |cos (nt)) + by, (1 |sin (nt))) (6.1.39)

n=1

2 . . . . ., . . . L . .
la siguiente justificacién es heuristica porque omite varios detalles técnicos pero es suficiente para lo
que sigue

274



6 Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales

por 6.1.36 solo sobrevive el coeficiente ag y por 6.1.38 se tiene

(L] f(t)) =mao (6.1.40)
o bien . Lo
= (L) =— [ f)dt (6.1.41)

Para hallar a,, se aplica (cos (mt)| a ambos lados de 6.1.38 3

(cos (mt) |f(t)) = — (1 ]1) + Z ap, (cos (mt) |cos (nt)) + by, (cos (mt) |sin (nt)))
n=1

(6.1.42)
nuevamente por 6.1.36 solo sobrevive a,, y por 6.1.37

(cos (mt) |f(t)) = am, (cos (mt) |cos (mt)) = wan, (6.1.43)

o bien utilizando de nuevo la letra n

an = % (cos (nt) | f(t)) = %/j cos (nt) f(t)dt (6.1.44)
De forma analoga se tiene
by = % (sin (nt) | £(£)) = % / " sin (nt) F(t)dt (6.1.45)

—Tr

Lo anterior justifica la siguiente definicion.

3se utiliza una m pues la n se esta utilizando el indice de suma por lo que deberia cambiarse de letra

para que no halla confusion
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oo
%—l-z an, cos (nt) + by, sin (nt))

n=1

donde

T

=l =— [ fwar

—T

cm:%@mmﬂf@»:%/wmﬂmﬁﬁw

—Tr

%%@Mm”ﬁ»%ﬁ@ﬂmﬁ@ﬁ

—TT
Se utiliza la notacién

00
ao

f(t) ~ 5 T Z (ap, cos (nt) 4 by, sin (nt))

n=1

necesariamente la funcién sea igual en todos los puntos.

Si f(t) es una funcion definida sobre [—7, 7] la serie de Fourier asociada es la serie

(6.1.46)

(6.1.47)

(6.1.48)

(6.1.49)

(6.1.50)

para indicar que la serie de la derecha es la serie de Fourier asociada a f(t), aunque no

Ejemplo 123. Calcule la serie de Fourier asociada a la funcién f(t) =t sobre

[_77’ 7T]

Nada maés hay que calcular los coeficientes ag, a,, b,. Para hallar ag se utiliza 6.1.47

t=m
=0

t=—m

1 1 [™ 12
=—(1]t)=— tdt =
a= ity = 1 [ =

m T )

Para hallar a,, se utiliza 6.1.48
ap =% (cos(nt) [t) =L [T tcos(nt)dt =
1 ( tsin(nt) |7 ™ sin(nt) —
1 sin(n - _ f_ﬂ- Slnnn dt> —

™ n

Finalmente, para b,, se utiliza 6.1.49

by, =1 (sin(nt) [t) =1 [T tsin(nt) =

[—=

3

(_tcoi(nt) & + % firﬂ- cos (nt) dt> _ _ 2cos(nm) _ 2(—1)7*1

n n
por lo tanto, la serie de Fourier para f(t) =t es

n+1

Z sin (nt)

n=1

tal como se mencion6 antes.
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Antes de seguir, es importante tener presente las condiciones matematicas que garan-
tizan que una funcion sea igual a su serie de Fourier asociada (el teorema es exactamente
igual sobre cualquier intervalo, por lo que se presenta tGnicamente sobre (—m,7)

Suponga que f(t) es derivable y f(t ), < son funciones continuas por partes. Entonces la
serie de Fourier asociada a f converge a f(¢) en todo punto de continuidad de f. En un
punto de discontinuidad la serie converge al promedio, es decir, a

ft+) + f(i-)
2

(6.1.55)

0 —T<x<(
T—x 0<zr<m
Primero que todo hay una discontinuidad en el origen por lo que en ese punto la serie

Ejemplo 124. Calcule la serie de Fourier de f(x) =

de Fourier debe converger a

2 T2
En este caso la variable x juega el papel de t. Por 6.1.47

fOH) - f(0-) _ = (6.1.56)

1 1 (7 1 [" 1 21"
= (1| fe)=- [ fla)dz= —/ (1 — 2)dw = = [m - ”—} =2 (6.1.57)
T T J)_n T Jo m 2 1o
Por 6.1.48
ap = % (cos (nz) | f(z)) =1 [T f(x)cos nx) dx =
L[ (x — ) cos (na) de = L [( z) 3 ”’( + L [ sin (na) da (6.1.58)
__ 1 Cos(na:) _ 1-(=n"
nm n n2m
0
Finalmente usando 6.1.49 se tiene en forma parecida
1 1 (7 1
b, = — (sin (nx) | f(z)) = —/ (m —z)sin (nx) de = — (6.1.59)
s m™Jo n

Por lo tanto

»l>|>l

n

+ i (1 — U s (na) + L sin (mc)> (6.1.60)

n=1
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25F

Figura 6.1.4: f(.%') y Sl, 55, 510, SlOO

Ejemplo 125. Desarrolle f(t) = [t| para —1 < ¢ < 1 en una serie de Fourier
Aqui el intervalo no es de —m a 7 y maés bien el periodo es T' = 2. Usando 6.1.23 se

define
gt) = f <%t> =f <%) = % (6.1.61)

Se calcula la serie de Fourier sobre g(t). Por 6.1.47 y el hecho de que la funcion es par
ap=32(1]gt)y=% /" |t|=2 [Jtdt=1 (6.1.62)
Para a,, se utiliza 6.1.48 y el hecho de que el integrando es par

an = % (cos (nt) | g(t)) = # J7_|t| cos (nt) dt

™

= % o tcos (nt)dt = W—22 (M‘W —-1 Jo sin (nt) dt> = (6.1.63)

n
= # cos (nt)‘g = # (=)™ =1)

Para b, se utiliza 6.1.49 y el hecho de que el integrando es impar

by = % (sin (nt) | g(£)) = % /7r (¢ sin (nt) dt = 0 (6.1.64)

—T
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Por lo tanto

r(2 1 i 1"~ 1) cos ()
2\ = == —1)cos(n
T 9t 2 = 71'2

como sobreviven los términos impares se toma n = 2k + 1

t 1 4
— ) ==-- ———-cos ((2k+ 1)t

finalmente se obtiene

@ T 122 —— ——cos ((2k + 1) mt)

kh
||
l\.')lr—l
OM8

(6.1.65)

(6.1.66)

(6.1.67)

Las primeras aproximaciones son tan similares a la funcién original que solamente se van

a graficar las sumas parciales.

N
09— 09k N\
N e \\ /
0.8 \\ y / o8t /
\\ y, /
07r / Q07
\ / \ y
\ / N\
06 \ / 0.6 \ /
N\ /
\ / y
o5 \ y 05 \ /
N / N\ /
0.4 / o4t N\
\ “ / \ /
03 \ / 03 \ /
\ / \ /
\ / \ /
\ / N\ /
02t N o2} \ /
\ // \, /
N\
0.1 h 7 0.1 \ /
\_/
. . . . , . . . . 0 . . . . | . . . .
;108 s 04 02 0 02 04 06 08 15 08 06 04 02 0 02 0.4 06 08
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
< \
7N
09 \\ / Josot \
\ / \ /
0.8 N 4 0.8 \ /
. . Y, . \ /
N\ / \ /
\ / N
07k N\ S —0.7F \ y
\\ / \ /
0.6 \\ / 0.6 \ /
AN
\ / \ /
05} \ / o5t AN s
\ / \
\ / N\ Ve
0.41 N\ / 0.4} AN /
AN / \
0aL N\ / Joal \ /
’ \ / ’ \ J/
\
02 \ // o2t N //
\ y N\, /
o1 \\ / Q0.1 N\ /
N4 \\ /
I I I I I I I I 0 I I I I W I I I I
-1 -08 -06 04 02 0 02 04 06 08 1-1  -08 -06 04 02 0 02 04 06 08

Figura 6.1.5: Sumas parciales k =0, k=3, k=5, k=20

No es necesario definir una funcién auxiliar para hallar la serie de Fourier, se pue-
de desarrollar directamente a partir de la funciéon original. Si f(¢) tiene periodo T' su

semiperiodo es p = %
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La serie de Fourier de una funcién definida en el intervalo (—p,p) es

F(t) = % + Z (an cos (%t) + by, sin <n§t>> (6.1.68)
n=1

En el caso en que la funcién sea par o impar los coeficientes toman una forma més
sencilla todavia.

Una funcion es par si f(t) = f(—t), es decir, su grafica posee simetria con respecto al
eje y. Una funcion es impar si f(t) = —f(—t) o bien su grafica es simétrica con respecto
al origen. Las funciones pares e impares poseen las siguientes propiedades:

> el producto de dos funciones pares es par

el producto de dos funciones impares es par

el producto de una funcién par y una funcién impar es impar
si f(t) es par, jf)p f)dt =2 [7 f(t)dt

=
=
=
= si f(t) es impar, f]:pf(t)dt =0

Por ejemplo, si f(t) es par entonces los coeficientes de Fourier toman la forma

ap =3 [7, F()dt = 2 [7 f(t)dt

ap = %ffpf(t) Cos (% ) dt = %fopf(t) Cos <%t> dt (6.1.70)

_1(p - nm —
bn =5 f—p f(t)sin (7t> dt =0
por otro lado, si f(t) es impar entonces los coeficientes de Fourier toman la forma
ap = [7 f(t)dt =0
by =5 7, f(t)sin <%”t> dt =2 [ f(t)sin (%t) dt

En los casos anteriores la serie de Fourier se llama respectivamente la serie de cosenos y
serie de senos respectivamente.
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Si f(t) es una funcion par su serie de Fourier se llama la serie de cosenos y viene dada
por

ft) = % + Zan cos (%t) (6.1.72)
n=1

donde N
ap = 3 [o f(t)dt

o (6.1.73)
ap = %fé)f(t) Cos (725) dt
En el caso de que p = 7 la serie se simplifica en
ap - .
f(t) = ) + Zl an, cos (nt) (6.1.74)
donde Y m
ag =z o (M)t (6.1.75)

ap = 2 Jo f(t)cos (nt) dt

Si f(t) es una funcion impar su serie de Fourier se llama la serie de senos y viene dada

por £(t) = i by, sin <np_7rt> (6.1.76)

n=1
donde

2 [P . [ nm
by = ;/0 f(t) sin <?t> dt (6.1.77)

en el caso en que p = 7 la serie se simplifica como

f(t) =" bysin (nt) (6.1.78)
n=1

by, = %/OW f(t)sin (nt) dt

A veces se quiere desarrollar una funcién que esté definida tinicamente sobre [0, 7] (o
en el caso méas general [0,p] ) como una serie de Fourier. Una estrategia es extender la
funcion arbitrariamente sobre todo el intervalo [—m, 7] (o bien [—p,p]) para obtener la
serie de Fourier de la extension. Obviamente, no todas las extensiones son igualmente
utiles, en particular hay tres extensiones distintas que resultan igualmente utiles.

= Extension par de la funcion: se refleja f(t) con respecto al eje y la funcion. Ge-
neralmente la extension periodica se denota nuevamente como f(¢) por lo que se
tiene el desarrollo de cosenos

ft) = % + Zan cos (%t) (6.1.80)

n=1
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donde )
ap =2 [ f(t)dt

ap = % Iy f(t) cos (%t) dt
como se ve del célculo de coeficientes, en la practica la integral solo tiene que

calcularse sobre el intervalo en el que esté definida inicialmente la funcion por lo
que no es necesario escribir la extension explicitamente.

(6.1.81)

Figura 6.1.6: Extension par de la funciéon

= Extension impar de la funcion: se refleja la funcion f(t) con respecto al origen. En
este caso se tiene el desarrollo de senos de la funciéon

F(t) = nf:l by sin (%t) (6.1.82)

donde 5 v
by = —/ £(t) sin <"—7rt> dt (6.1.83)
P Jo p
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Figura 6.1.7: Extension impar de la funcién

= Extension periddica de la funcion: Ahora se extiende la funciéon de modo que tenga

periodo p, es decir, f(t +p) = f(t). En este caso la funcion tiene semiperiodo &
por lo que se puede usar 6.1.68 y 6.1.69 con el cuidado de que se reemplaza p por
B es decir,

2
f(t) = % + Z (an cos (27177%) + by, sin (?t)) (6.1.84)

n=1

donde

b
2

ap =2 [, f(t)dt=2 [7 f(t)dt
an =3 [y () cos (222¢) dt = 2 [ 1 (1) cos (2m¢) at (6.1.85)
b, = % ffg f(t)sin (2"7”15) dt = 1—2) fé)f(t) sin (2”77715) dt

[N1S]

3

donde para la ultima igualdad se usé la propiedad de que la integral de una funcién
periodica sobre intervalos de la misma longitud es igual.
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Figura 6.1.8: Extension periodica de la funcién

Ejemplo 126. Desarrolle f(t) = t> para 0 <t < 7 en una serie de cosenos, una

serie de senos y una serie de Fourier

Para la serie de cosenos se realiza la extension par de la funcién. Usando 6.1.80 y

6.1.81 con p = 7 se tiene
2 (" 2
ag = —/ t2dt = —n?
™ Jo 3

s
ap = —/ t cos (nt) dt = 5
0

s

por lo tanto la representaciéon como serie de cosenos de la funcién es

2

ft) =

ol

n2

+ Z A=L" cos (nt)
n=1

Como célculo interesante puede tomarse ¢ = m para obtener

N

A(=1)"
7'('2:%—{—2 (n ) cos(nm)

o bien
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Figura 6.1.9: Serie de cosenos para N = 1,3,5,15

Para la serie de senos se utiliza la extension impar de la funciéon y las formulas 6.1.82,
6.1.83 conp=m

[(—=1)" — 1] (6.1.91)

3w

by, = / t?sin (nt) dt = +
0

por lo tanto

=Y <2ﬂ(_1)n+ + ey 1]) sin (nt) (6.1.92)
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Figura 6.1.10: Serie de senos para N = 1,10, 50,100

Aqui se puede notar como se necesitan un mayor namero de iteraciones

grafica se asemeje mas a la grafica de la funcion.
Para la serie de Fourir se utiliza la extensién periddica y 6.1.84, 6.1.85

ag = %foﬂ t2dt = %772
an =2 [ t?cos (2nt)dt = L
by = 2 [ t*sin(2nt)dt = -
por lo tanto
72 /1 s
f(t) = 3 + nZ:l (ﬁ cos (2nt) — - sin (2nt)>
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Figura 6.1.11: Extensién periédica, N = 1,5,15,50

6.2. Ecuaciones en Derivadas Parciales

Las Ecuaciones Diferenciales Parciales o PDEs por sus siglas en inglés es la familia mas
importante de ecuaciones diferenciales pues permiten que una funcién dependa de mas de
una variable al mismo tiempo. Sin embargo, esto a su vez trae como consecuencia que sea
mucho més dificil caracterizar un método general para resolver las PDEs, de hecho, en
la practica lo que se hace es resolver problemas especificos que tengan intéres fisico y ver
que condiciones matemaéticas son necesitadas para garantizar la unicidad del problema.
A continuacion se presenta una de las cuantas PDEs importantes en aplicaciones.
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Nombre ‘ Ecuacion Diferencial
Transporte Uy + Uy =0
Burger U + uuy =0
Laplace Ugz + Uyy = 0
Onda Ut — Ugg = 0
Calor Up — Ugy = 0
KdVv Ut + Uz + Uggr = 0
Barra Vibrando Ut + Ugggr = 0
Telégrafo Uy = Uzz + qup + Pu
Schrédinger MU — Uy = 0

Cuadro 6.1: Algunas Ecuaciones Diferenciales Parciales

Por simplicidad, se resolveran ecuaciones parciales cuando dependen del menor ntimero
de variables posibles, es decir dos, y se hara utilizando el método de separacion de
variables , que reduce el problema de resolver una PDE al problema de resolver una
ecuacion diferencial ordinaria (de hecho infinitas de ellas). De hecho, algunos de los
métodos mas comunes para resolver PDEs son los siguientes:

1. Separacion de Variables

2. Transformadas Integrales

3. Cambios de Variable

4. Métodos Numéricos

5. Métodos Perturbativos

6. Funciones de Green

7. Ecuaciones Integrales

8. Métodos Variacionales

9. Expansion en vectores propios

A su vez, muchos de los conceptos de ODEs se pueden traducir a las PDEs. Por ejemplo,
el orden de una PDE es el orden de la mayor derivada que aparezca en la ecuacién
diferencial. Comparando con la tabla anterior, la ecuacion de Laplace y del Calor serian
de segundo orden, mientras que la de la barra seria de cuarto orden y la de transporte
de primer orden.

La PDE se llama lineal homogénea si es posible escribir la ecuaciéon en la forma Lu = 0
donde L es un operador lineal, es decir, L(u; + cug) = Luj 4+ cLusy. Por ejemplo, la

.2 1. 2 2 .
ecuacion de Laplace se puede escribir como Lu = 0 donde L = % + aa—yQ mientras que
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la ecuaciéon de Burger no es lineal. Si la ecuacién se escribe en la forma Lu = g donde
g es una funcién de las variables independientes la PDE se llama lineal no homogénea.
En esta parte se estudiaran tinicamente las ecuaciones lineal homogéneas por lo que no
enfatizara maéas este aspecto.

De hecho, se estudiaran las ecuaciones de la forma

Aty + By + Cy + Duy + By + Fu =0 (6.2.1)

donde A, B,C, D, E, F' son constantes y v, w son variables que generalmente significaréan
las variables de posicién o de tiempo. Las ecuaciones anteriores se clasifican en tres tipos
segtn el signo del discriminante B% — 4AC:

1. Parabolica: B2 —4AC =0
2. Hiperbolica: B? —4AC > 0
3. Eliptica: B> —4AC <0

A su vez, si se intenta hablar de una soluciéon general de una PDE, entonces en vez de
constantes arbitrarias aparecen funciones arbitrarias. Por ejemplo, la soluciéon general de
Uzy = 0 es u(x,y) = G(x) + F(y) donde G, F son funciones arbitrarias.

Dado que se quieren resolver problemas especificos, hay que estudiar el tipo de condi-
ciones que hay que imponer para garantizar la unicidad de la solucién. Como solo se van
a estudiar tres tipos de ecuaciones, se van a discutir por separado el tipo de condiciones:

= Ecuacion del Calor u; = a®uy, : En este caso se trabajara con un problema uni-
dimensional, es decir, la transmisiéon del calor a lo largo de una barra de longitud
L. Para que el problema tenga solucién es de esperar que hay que especificar la
distribucién inicial de temperatura de la barra, es decir, hay que dar una funcién
¢(x) de modo que

u(z,0) = ¢(x) distribucién inicial temperatura (6.2.2)

en analogia con las ODEs tiene sentido llamar tal condicién una condicién inicial.
A su vez, como la barra tiene una longitud finita, hay que especificar la interacciéon
de los extremos de la barra con el medio ambiente. Tales condiciones se conocen
como condiciones de frontera. Para los problemas de una dimensién hay tres tipos
de condiciones de frontera usuales, aunque solo se estudiarian las primeras dos en
lo que sigue.

1. Condicién de Dirichlet: Consiste en especificar la temperatura en los extremos de
la barra en todo instante, es decir, dar dos funciones f(t), g(t) de modo que

u(0,t) = f(t) u(L,t) = g(t) condiciones Dirichlet (6.2.3)

2. Condicion de Neumann: Consiste en especificar la derivada de la temperatura en
los extremos de la barra, es decir, especificar el flujo de calor en los extremos de la
barra

uz(0,1) = f(t) uz(L,t) = g(t) condiciones Neumann (6.2.4)
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. Condicion de Robin: Consiste en especificar una combinacién de u y u, en los
extremos de la barra.

Ecuacion de Laplace g, + uyy = 0: Se puede interpretar como la ecuacion de un
potencial electrostatico sobre una regién del plano zy o bien la distribuciéon de
temperatura en el caso estacionario para una placa o una regiéon del plano xy. En
este caso no hay que especificar condiciones iniciales pues la funcién no depende
del tiempo. Se estudiaran dos tipos de condiciones

. Condicion de Dirichlet: Si se trabaja sobre una lamina rectangular 0 < =z < a y
0 < y < b las condiciones de Dirichlet consisten en especificar los valores de la
temperatura (o el potencial) sobre todos los lados, es decir,

u(0,y) = fily)  wla,y) = fo(y) (6.2.5)

. Condiciones Mixtas: Para los lados de la placa se toman dos de las condiciones de
Dirichlet y las otras dos de Neumann, por ejemplo

uy(0,9) = Aily)  uyla,y) = fa(y)
u(x,0) = gi(r)  ulw,b) = ga(z) (6.2.6)

Ecuacion de Onda uy = v?ug,: En este caso se considera una cuerda de longitud
L. Como la ecuacion es de segundo orden en el tiempo, tiene sentido esperar que
haya que especificar la posicién inicial de la cuerda asi como su velocidad inicial,
es decir, dar

u(z,0) = ¢(x) ut(x,0) = 1(z) condicionesiniciales (6.2.7)

a su vez, hay que especificar como se relaciona la cuerda con su frontera y nueva-
mente se van a estudiar las condiciones de Dirichlet y de Neumann.

. Condicion de Dirichlet: Se especifica la posicion de los extremos de la cuerda, es
decir s

w(0,8) = f(t) u(L,t) = g(t) (6.2.8)

. Condicion de Neumann: Se especifica la forma en que se estan “jalando” los extre-
mos de la cuerda, es decir,

ua(0,8) = () ua(Lot) = g(t) (6.2.9)

Como se vera en los ejemplos siguientes, el método de separaciéon de variables consiste
en suponer que la solucién depende como un producto de funciones, cada una de las
cuales depende exclusivamente de una de las variables independientes. Para que tenga
éxito el método, se ocupard que varias de las condiciones de frontera estén igualadas a
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cero, de forma que se utilicen para restringir las soluciones a las ecuaciones diferenciales
ordinarias que aparecen.

Luego, dado que las ecuaciones son lineales se propone por el principio de superposiciéon
una combinacion lineal (de hecho una serie en la mayoria de los casos) de tales soluciones
v las constantes que aparecen se hallan tomando el desarrollo de Fourier de las otras
condiciones iniciales o de frontera que todavia no se han utilizado.

6.2.1. Ecuacién del Calor

6.2.1.1. Derivacion de la Ecuacion del Calor

Suponga que se tiene un cilindro delgado de longitud L como el de la siguiente figura.

y

0

L oemaa, ]

U

L

Sy S
8 Joommmsd

+ ~eaaes]
P
8

Figura 6.2.1: Cilindro

Se van a hacer las siguiente suposiciones:

1.

2.

el cilindro esté hecho de un material homogéneo (misma conductividad térmica)

el cilindro esta aislado lateralmente, es decir, el calor “escapa” inicamente por las
tapas

. la temperatura sobre cada seccion transversal es constante

. la energia térmica (calor) que contiene un cuerpo con masa m y temperatura u es

() = cmu donde c es el calor especifico. Estrictamente, como la temperatura no es
constante se escribe

dQ = cu(z,t)dm (6.2.10)

donde u(z,t) es la temperatura como funciéon de la posicion y el tiempo y dm es
el pequeno diferencial de masa que contiene el calor dg

. La ley de Fourier de transferencia de calor: la tasa de transferencia de calor por

unidad de area es proporcional al negativo del gradiente de temperatura, es decir,
1dQ ou
Adt — oz

donde K es la conductividad térmica y A es el area transversal.

(6.2.11)

. hay conservacién de la energia
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Por la conservacion de energia el cambio en energia térmica dentro de la seccién entre x
y « + Ax es igual al calor que entra o sale por las tapas de tal cilindro pequeno mas el
calor que sea producido dentro de tal region (sin embargo para lo que sigue se supondra
que no hay tal produccion de calor).

Primero que todo, la cantidad calor (energia térmica) dentro del cilindro entre z y
x4+ Az es por 6.2.10

r+Ax z+Ax
Q(z,x+ Ax) = / dg = cAp/ u(s,t)ds (6.2.12)

donde p es la densidad (constante) del cilindro.
El calor que escapa por la tapa x es por 6.2.11

1dQ ou

—— =—-Ko— 6.2.13
Adt|, 00|, (6.2.13)
el calor que escapara por la tapa x + Ax es por 6.2.11
1d 0
14Q = Ky (6.2.14)
A dt z+Ax Ox z+Ax

Luego la conservacion de energia significa que (para ver que signos utilizar se analizan
los casos extremos)

d A
dQz+az) [ 4 Ou _ AR, (6.2.15)
dt 0T |y ng x|,
por 6.2.12 y la regla de derivacién bajo el signo integral se tiene
THAT Gu(s, t) ou(z + Az, t) ou(z,t)
A ——2ds = AKp———"~> — AKj————= 6.2.16
cap /x a 0T o 0 o (6:2.16)
definiendo la difusividad térmica como (se define con el cuadrado para enfatizar que es
positiva)
K
o2==0 (6.2.17)
cp
la ecuacién anterior puede escribirse como
THAT Gu(s, t) ou(z + Ax,t)  Ou(z,t)
D gs = o b ’ 6.2.18
/x o ¢ ( Oz Oz > (6:2.18)
Ou(s,t)

sobre el intervalo (z,7 + Ax) =57~ alcanza un méximo y un minimo, es decir,

Ou(s,t)

Ar) <
m(z,xz + Azx) < Er

< M(z,x+ Ax) (6.2.19)
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por lo que

THAT A (s, t)
ot

ANxm(z,z + Ax) < / ds < AxM(z,x + Ax) (6.2.20)

xT

por lo tanto, en 6.2.18

1 A
m(m,m—i—Am) < A—QQ (8%6(1'4‘ .%'7t) . 8U($,t)> < M($,$+A.%') (6221)

x ox ox
tomando el limite cuando Az — 0 y usando la continuidad de 8“(%?”, es decir,
ou(z,t)
it Ax)= 1l M Azx) = ——= 6.2.22
alg M A0 = i Mlm e+ £0) =, (0:222)
se llega a la ecuacion del calor
ou 5 0%u
= at = 6.2.23
ot~ 02 (6.2.23)

6.2.1.2. Separacion de Variables para la Ecuaciéon de Calor

Para resolver 6.2.23 se intentara tinicamente el método de separacién de variables, es
decir, se propone
u(z,t) = X(x)T'(t) (6.2.24)

sustituyendo 6.2.24 en 6.2.23 se obtiene

XT = o?’TX" (6.2.25)
o bien )
T XI/

como el lado izquierdo depende tnicamente de ¢ y el lado derecho depende tinicamente
de x, deben estar igualadas a una constante, que se denota por conveniencia como — A,
es decir,

T XI/
- - 2.2
2T = X A (6.2.27)
de lo que se obtienen las ecuaciones diferenciales
T+ Xa?T =0
A (6.2.28)
X"+AX =0
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6.2.1.3. Condiciones de Dirichlet en la Ecuacién de Calor

En este caso se considera el problema de una varilla con longitud L y cuyos extremos
poseen una temperatura fijada (en este caso de cero por comodidad matematica)

ut:a2uww O<x<L
u(z,0) = f(x) (6.2.29)
u(0,t) =u(L,t) =0

Por el método de separacion de variables se observo en 6.2.28 que T satisface una ecuacion
lineal por lo que tiene sentido suponer 7T'(¢) # 0 siempre. De esta forma el problema de
Dirichlet se ha sustituido por

u(z,t) = X(x)T(t)

T+ \a?T =0

X"+ AX =0 (6.2.30)
X(@)T(0) = f(x)

X(0)=X(L)=0

Las soluciones de la ecuaciéon X” + AX = 0 son de la forma

X(z)=c1 4 cx A=0
X(x) = 1™ + coe™ % A= —a? (6.2.31)
X (x) = ¢1 cos (ax) + ¢ sin (ax) A\ =a?

sin embargo, por las condiciones iniciales tnicamente la tercera posibilidad produce una
solucion no trivial. De hecho, trabajando con X (z) = ¢ cos (az) + casin (az) y X (0) =0
se obtiene

c1=0 (6.2.32)

mientras que usando X (L) = 0 se obtiene
casin(al) =0 (6.2.33)
para obtener una solucién no trivial se requiere que
al =nr nez (6.2.34)

Sin embargo, para no contar dos veces la misma solucién se toma n positivo, es decir,

n=1,2,3, (6.2.35)

De esta forma la solucion en T es

2.2 2
anTr)t

T(t) = 636_( L2 (6.2.36)
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v la solucién asociada a tal n se escribe como

Un(z,t) = by sin (n—Lﬂa:> 67( ) (6.2.37)
por el principio de superposicién la solucién que se propone es
> (X27L27TQ
u(z,t) = Z by, sin (%x) e_< L2 >t (6.2.38)
n=1
falta garantizar una condicién inicial, aquella en la cual u(x,0) = f(x) o bien
oo
flz) = Z by, sin <%x> (6.2.39)

pero esto es equivalente a encontrar el desarrollo en series de senos de f(z) que tiene
por solucién

9 L
by, = 7 /0 f(x)sin (n%x) dr n=1,2,3,--- (6.2.40)
de esta forma la solucién al problema de Dirichlet es
2 i L o a?n272
u(z,t) = b7 Z </0 f(z)sin (%x) dx) sin (%x) e ( L >t (6.2.41)

n=1

Por ejemplo, tomando L = 1, o = 0,003, u(0,t) = u(1,t) = 0 y u(z,0) = 50z(1 — )
se puede verificar que la solucién es
400 1

. _ 2.2
F m Sin ((2n + 1)71'.%') e 07003(2714—1) G (6242)
n=0

u(z,t) =

que se ve de la siguiente forma

12 | \\\
W N\
10 | ' V‘*\\\\\}\\ ‘
o RORRN
= W
g " RN

100 1 eje x

ejet

Figura 6.2.2: Solucién Ecuaciéon del Calor Condiciones Dirichlet

295
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6.2.1.4. Condiciones de Neumann en la Ecuacién de Calor

En este caso se considera el problema de una varilla con longitud L y cuyos extremos
estan aislados
U = 0PUgy O<zx<lL

u(z,0) = f(x) (6.2.43)
uz(0,t) = ugy(L,t) =0
Por el método de separacion de variables se observo en 6.2.28 que T satisface una ecuacion

lineal por lo que tiene sentido suponer T'(¢) # 0 siempre. De esta forma el problema de
Dirichlet se ha sustituido por

(w(x,t) = X (2)T(t)
T + AT =0
X" 4+AX =0 (6.2.44)
X(@)T(0) = f(x)
X, (0) = X, (L) =0

Las soluciones de la ecuaciéon X” + AX = 0 son de la forma

X(z)=c1 4 cx A=0
X(z) = c1e™ + coe™ ™ A= —a? (6.2.45)
X (x) = ¢1 cos (ax) + c2sin (ax) A\ =a?

Para la primera posibilidad funciona se toma
X(x)=¢c (6.2.46)

en tal caso T satisface la ecuaciéon diferencial T'= 0 o bien

T(t) = cs (6.2.47)
y se escribe la solucién asociada como
1
ug(z,t) = 540 (6.2.48)

La segunda posibilidad solo produce la solucién nula. La tercera posibilidad produce una
solucion no trivial. De hecho, trabajando con X () = ¢; cos (az)+cgsin (ax) y X,(0) =0
se obtiene

=0 (6.2.49)

mientras que usando X, (L) = 0 se obtiene

cysin(al) =0 (6.2.50)
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para obtener una solucién no trivial se requiere que
alL =nm nez (6.2.51)

Sin embargo, para no contar dos veces la misma solucién se toma n positivo, es decir,

n=1,23, (6.2.52)

De esta forma la solucion en T es

T(t) = cze ( L2 ) (6.2.53)
y la solucién asociada a tal n se escribe como
2.2 2
Up(,t) = an cos (%x) e_( L )t (6.2.54)
por el principio de superposicién la solucién que se propone es
1 s _ a2n27\'2
u(z,t) = an + Zan cos (%x) e ( L2 >t (6.2.55)
n=1
falta garantizar una condicién inicial, aquella en la cual u(x,0) = f(x) o bien
fa) = - +i s (") (6.2.56)
)= =aq Gp cos [ —x 2.
20 T L

pero esto es equivalente a encontrar el desarrollo en series de cosenos de f(z) que tiene
por solucién

9 (L 9 L
= Z/o f(x)dx ay, = E/o f(z) cos (n%x) dr n=1,2,3,--- (6.2.57)

de esta forma la solucién al problema de Neumann es

- % <</OL f(a:)da:) +§:1 (/(]Lf(x) cos (%*’”) d"”) o8 (%‘”’“) 6_(%%)

(6.2.58)

Por ejemplo,tomando L = 1, a? = 0,003, u,(0,t) = u,(1,t) = 0 y u(x,0) = 50z(1 —z)
se puede verificar que la solucién es

5 o
u(z,t) =3 Z cos (2nmzx) e ~0,003(2n)?x*t (6.2.59)

que se ve de la siguiente forma
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eje x

ejet

Figura 6.2.3: Solucién Ecuacion del Calor Condiciones de Neumann

6.2.2. Ecuacion de Laplace
6.2.2.1. Derivacion de la ecuacién de Laplace

La forma mas rapida de llegar a la ecuacion de Laplace es a partir de leyes de la fisica
conocidas. Por ejemplo, la ecuacién del calor en dos dimensiones espaciales es

ou o [(0*u  0%u
= - - 2.
5 = <8x2 + 8y2> (6.2.60)

en el estado estacionario la temperatura no depende explicitamente del tiempo, es decir,

ou

¢ = 0. En tal caso la temperatura satisface la ecuacion de Laplace

*u 0%
5t g7 =0 (6.2.61)

Otra forma por la cual es importante resolver la ecuacion de Laplce es por la ley de Gauss
en el electromagnetismo. La ley de Gauss establece que el flujo del campo eléctrico a
través de una superficie es igual a la carga eléctrica dentro del volumen encerrado por

tal superficie, es decir,
// E-ndA = Q (6.2.62)
S

en el caso en que no haya carga eléctrica neta encerrada la ley de Gauss dice

//SE-ndA =0 (6.2.63)
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aplicando el teorema de la divergencia

///VV-EdV:O (6.2.64)

como tal relacién es valida sobre voliimenes de tamano arbitrario el integrando debe ser
cero, es decir, se obtiene la forma diferencial de la ley de Gauss,

V-E=0 (6.2.65)

en el caso en que no haya presencia de un campo magnético (o este sea constante) puede
escribirse el campo eléctrico como el gradiente de un potencial, es decir,

E=-Vop (6.2.66)

en tal caso la forma diferencial de la ley de Gauss es simplemente

V- (Vy)=0 (6.2.67)
o bien
Vip =0 (6.2.68)
donde V? es el Laplaciano
0? 0? 0?
Ve 4 —— +— 6.2.69
Ox? * Oy? * 022 ( )
por lo tanto, la ecuaciéon de Laplace en tres dimensiones es simplemente
0? 0? 0?
LR SN ) (6.2.70)

ox2  Oy? 022

6.2.2.2. Separacion de Variables Ecuaciéon de Laplace

En este caso se plantea en 6.2.61 u(z,y) = X(x)Y (y) y por el método de separacion

de palabras se debe resolver
XI/ Y/I

= v - - (6.2.71)
o bien
X"+ 20X =0
{Y” w0 (6.2.72)

donde ’ representa la derivada con respecto la variable independiente respectiva.
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6.2.2.3. Problema de Dirichlet para la Ecuacién de Laplace

En este caso se considera el problema de una placa rectangular cuyos extremos laterales
se encuentran a temperaturas conocidas, es decir,

Upey + Uy =0 0<zx<a 0<y<b
w(0,y) =0 wu(a,y)=0 0<y<b (6.2.73)
u(z,0) = f(z) u(z,b)=g(z) 0<z<a
Por el método de separacién de variables se considera el problema
X"+ 2AX =0
Y”"—AY =0
X0)=0 X(a)=0
X(@)Y(0) = f(z) X(2)Y(b) = g(x)

(6.2.74)

En la primera ecuacién después de analizar los casos se tiene que la tinica opcién viable
es

X (z) = ¢ cos (ax) + epsin (az) A = o? (6.2.75)
y por las condiciones de frontera se tiene que la soluciéon es de la forma
X(z) = cosin (n—ﬂx) (6.2.76)
a

Luego hay que resolver la segunda ecuacién que tiene solucién
Y(y) =cgea ¥ +cqe 0 Y (6.2.77)

Luego la solucién que se propone es

o0

. 2y =79 gin (20
u(z,y) nzzl (Ane + Bpe ) sin ( ” x) (6.2.78)
de la condicion u(z,0) = f(x) se tiene
> nm
— A, + B,)si <_ > 6.2.79
) =3 G+ Bysin (e (6.2.79)
y al ser el desarrollo de senos para f(zx) se obtiene
2 *Q
Ay, + By, = 5/0 f(z)sin (%x) dx (6.2.80)
De manera similar
=3 (Ane™ 4 Bue™ F ) sin (“ra) 6.2.81
g(x) Z < e’ 4+ Bpe sin ( —a ( )

n=1
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y al ser el desarrollo de senos para g(z) se obtiene

nm nwm 2 ‘@
Apeal 4+ Bpe al = —/ g(x)sin (@L) dx (6.2.82)
a Jo a

De las dos ecuaciones anteriores pueden despejarse los coeficientes A,,, B, de hecho,

A, = m </()ag(i) sin (%1) dy — e "5 /(;a f(z)sin (%1) d:z) (6.2.83)

a
a

1 nwb @ . nm
B, = M <e a /0 f(x)sin (Fx) dz /0

g(z) sin (%x) da:) (6.2.84)

Por ejemplo, si se toma a =b=my f(x) =m,g(z) =0 la solucion es

u(z,y) = Z 2n4— . sin ((2n — 1)x) (sinh((Qn — (= y))) (6.2.85)

sinh ((2n — 1) 7)

n=1

que se ve como la siguiente figura

N

| // '

ejey

eje x

Figura 6.2.4: Ecuacién de Laplace Condiciones de Dirichlet

6.2.2.4. Problema de Neumann para la Ecuacién de Laplace

En este caso se considera el problema de una placa rectangular cuyas aristas verticales
se encuentran aisladas, es decir,

Upg +Uyy =0 0<ax<a 0<y<b
uz(0,y) =0 uz(a,y) =0 0<y<b (6.2.86)
uw(z,0) = f(z) wu(z,b)=g(z) 0<z<a
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Por el método de separacién de variables se considera el problema

X"+ XX =0
Y- AY =0
X,(0) =0 X,(a) =0
X(@)Y(0) = f(z) X(2)Y(b) = g(x)
Una opcién es
X(x)=ci4+cxr A=0

que por las condiciones de frontera se reduce a

X(x)=0¢

Y(y) =c3+cay

Otra opcion es
X (z) = ¢ cos (ax) + cpsin (ax) A = o?

y por las condiciones de frontera se tiene que la soluciéon es de la forma

nm
X(x) = ¢ cos <—x>
a
Luego hay que resolver la segunda ecuacién que tiene solucién
Y(y) = cse’a ¥+ cgea Y
vy que puede reescribirse como
nm nm
Y (y) = c3 cosh <—y> + ¢4 sinh <—y>
a a

Luego la solucién que se propone es

1 1 -
u(z,y) = 5140 + §Boy + Z (An cosh (na—ﬂy) + By, sinh (%y)) cos ( ”
n=1

de la condicion u(x,0) = f(x) se tiene

nm

1 oo
flx) = §A0 + ;An Ccos <7x>
y al ser el desarrollo de cosenos para f(z) se obtiene

Ay = %/: f(x)dx A, = 2/: f(z)cos (%L) dx
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De manera similar
1 1 >
g(x) = 5140 + §Bob + nz:l (An cosh (%b) + B,, sinh <%b)) cos (%x) (6.2.98)

y al ser el desarrollo de cosenos para g(z) se obtiene

*Q

2
AoJrBob:—/
a

; g(z)dzr A, cosh (%rb) + B,, sinh (%b) = 2 /O.ag(x) cos (T;—Wx) dx

! (6.2.99)

De las dos ecuaciones anteriores pueden despejarse los coeficientes A,,, B, y obtener la
solucion a la ecuacion diferencial.

6.2.3. Ecuacion de Onda
6.2.3.1. Derivacion de la Ecuacion de Onda

Suponga que se tiene una cuerda de longitud L elastica que se somete a desplaza-
mientos verticales pequenos. Se considera un pequeno fragmento de cuerda como en la
siguiente figura

T(x + Az,t)
0(x + Ax,t)
Au

T((B,t Ax

Figura 6.2.5: Cuerda

Aqui u(z,t) representa el desplazamiento vertical de la cuerda a una distancia = del
origen en el tiempo ¢. §(z,t) es el angulo con la horizontal (eje z), T'(x,t) es la tension y p
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va a ser la densidad que se tomara constante. Las fuerzas que acttian sobre este segmento
de pequeno de cuerda incluyen las tensiones en ambos extremos y fuerzas externas como
la gravedad que por el momento se ignoran. A su vez, se supone que pueden despreciarse
los desplazamientos horizontales. Por lo tanto, aproximando de la masa de ese segmento

por p\/ (Am)2 + (Au)2 y aplicando la segunda ley de Newtona a la componente vertical
de las fuerzas se tiene
2 32u

p\/(Am)z + (Au) Froie T(x 4+ Ax,t)sinf (z + Az, t) — T(x,t)sin (0,t) (6.2.100)

dividiendo la ecuacién anterior por Ax

AuN?0%u  T(x+ Ax,t)sinb (z + Az, t) — T(x,t)sin (6,1)
py/1+ (E) 55 = — (6.2.101)

tomando el limite cuando Ax — 0 se tiene

ou\20%u 0 .
o[ 1+ <8_ﬂ:> 52 = B (T'(z,t)sinf(x,t)) (6.2.102)

y aplicando la regla del producto al lado derecho

0 oT oo
— (T i = — i T — 2.1
pe (T(z,t)sinf(x,t)) e sin 6 + COSH@@“ (6.2.103)
por lo tanto
ou\?0%u  OT o0
1 — | —= = — i T — .2.104
py/1+ <3x> 92 = Ia sin 6 4 1" cos Hax (6.2.104)
de la figura es claro que
tanf = 1im 2% (6.2.105)

Ae—s0 Nz Ox

como se quiere pequenos desplazamientos se utiliza la aproximacién para 6 ~ 0, o bien,
se pueden ignoran los términos en las expansiones de Taylor de orden 62 o superior. Por
lo tanto,

2
<@> ~0 sinf~f0~tanf cosf~1 (6.2.106)
ox
a su vez de 6.2.105

2

0 0. (au> eu 02

T L an () =022 L2 (6.2.107)
ou\2 2

oxr Oz Ox 1+ (%) Ox

sustituyendo estas aproximaciones en 6.2.104 se obtiene

9%u 0T Ou 0%
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para eliminar la contribucién de la tension se utiliza la segunda ley para las componentes
horizantales de la fuerza, es decir,

T(x 4+ Az,t)cosb (z + Ax,t) — T(x,t) cos O (z,t) =0 (6.2.109)
que al dividir por Ax y tomar el limite puede escribirse como

0

p (T'(z,t)cosO(x,t)) =0 (6.2.110)
x
o bien o7 90
ECOSH :Tsin9£ (6.2.111)

por las aproximaciones anteriores

oT ou 0%u

— ~T——— 6.2.112

ox Ox Ox? ( )

pero en 6.2.108 aparecerfa el término (%)2 que se esta ignorando por lo que se obtiene
la ecuacion de onda o e
U U

como % tiene unidades de velocidad al cuadrado se define

T
v? == (6.2.114)
P

por lo que se llega a la forma usual de la ecuaciéon de onda

0%u 5 0%u

— =V 211
orr ~ " 0a? (6.2.115)

al resolver la ecuaciéon de onda, se interpretard en que consiste esa velocidad.

6.2.3.2. Separacion de Variables en la Ecuacién de Onda

Se propone una solucion para 6.2.115 de la forma u(z,t) = X (2z)T(t). Luego de manera
similar a las ecuaciones anteriores se llega a plantear el sistema

X" T
> - - 2.11
X T A (6 6)
o bien el sistema de ecuaciones
X"+ 20X =0
.. +2 (6.2.117)
T+ v°\XT =0
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6.2.3.3. Condiciones de Dirichlet para la Ecuaciéon de Onda

En este caso se considere el caso de una cuerda de longitud L con extremos fijos

Uy = V2upy 0<z <L
u(z,0) = f(x) w(x,0) = g(z) (6.2.118)
u(0,t) =0 wu(L,t) =0

por el método de separaciéon de variables se resuelve en cambio
X"+ 2AX =0

T4+ 02 \T =0

X(2)T(0) = f(z) X(z)T3(0) = g(x)
X(0)T(t) =0 X(L)T(t)=0

(6.2.119)

para que la ultima ecuacion sea valida siempre se toma X(0) = 0 y X(L) = 0. Resol-
viendo la primera ecuacion se tiene de forma similar a las ecuaciones anteriores que la
dnica opcién viable es

X(x) =cycos (ax) 4+ cosin (ax) A= —a? (6.2.120)

de las condiciones X (0) =0y X (L) = 0 se llega a que

X(z) = cosin <%ﬂx> n=1,2,3, (6.2.121)
Para T se resuelve la ecuacién diferencial
. 02n2n2
Tt 5T =0 (6.2.122)
que tiene solucién
T(t) = c3cos (ﬂt) + ¢4 sin (ﬁt) (6.2.123)
L L
y se propone como solucién
- vnm vnm nm
u(z,t) = Zl (An cos (Tt> + B, sin (Tt)) sin (fi) (6.2.124)
n=
usando que u(z,0) = f(z) se tiene
ot nm
flo) = Zl Ay sin (Tx) (6.2.125)
n—=

que es la expansion como serie de senos para f(x), es decir,

A, = %/()Lf(a;) sin (%1) dx (6.2.126)
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Derivando u(zx,t) se tiene
wloyt) = 3 (= o (25 )sin (2250) + By () cos (U274 ) sin (W) (6.2127)

usando la condicion g(z) = u(z,0) hay que resolver

[e.e]
g(z) = ZBn <?> sin <%m> (6.2.128)
n=1
que es una serie de senos para g(z) con solucion

2 L . nw
B, =— g(x)sin (fx) dx (6.2.129)

nmv Jo

De esta forma

]

e =3 ((2 [ s@rsim (Sw)de ) cos (U00) + (2 [ gta)sin (%) i ) sn (2071) ) sin ()

n=1

(6.2.130)
0,1z 0<z<1
Por ejemplo, siv =1, f(z) =4 — 7 ,g(x) =0y L =2 se obtiene
jemp f(z) {0,1(2-@ | <pog 9@ =0y
(2,1) O,Si . (mr) . (mr ) <n7rt> (6.2.131)
== in{—)sin | — — 2.
u(z, 3 n:1s 5 )8 5 ) cos (5

v la solucién se ve como la figura siguiente

O

A
AR
AR 22

NN

"""'A&&\\i\}&\}\}\‘\é}\\\\\\'; ' ,"’57/

LI 7
e

eje x

ejet

Figura 6.2.6: Ecuacién de Onda Condiciones Dirichlet
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6.2.3.4. Condiciones de Neumann para la Ecuacién de Onda

En este caso se considere el caso de una cuerda de longitud L con extremos libres

Uy = 02Uy 0<x <L
u(z,0) = f(x) w(x,0) =g(z) (6.2.132)
ugy(0,8) =0 wuy,(L,t) =0

por el método de separaciéon de variables se resuelve en cambio
X"+ 2AX =0
T+ 02T =0

X(2)T(0) = f(z) X(z)T3(0) = g(x)
X'(0)T(t) =0 X'(L)T(t) =0

(6.2.133)

para que la tultima ecuacion sea valida siempre se toma X’(0) = 0y X'(L) = 0. Resol-
viendo la primera ecuacion se tiene de forma similar a las ecuaciones anteriores que una
opcién viable es

X(z)=c1+cx A=0 (6.2.134)

pero por las condiciones de frontera solo sirve
X(z)=0c (6.2.135)
Luego la ecuacion para T tiene solucion
T(t) = c3+ cqt (6.2.136)
y la solucién correspondiente a este caso es
u(a,t) = Ao+ 3 Bot (6.2.137)
La otra soluciéon que puede funcionar es
X (x) = ¢j cos (ax) + casin (azx) A = —a? (6.2.138)

de las condiciones X'(0) =0y X'(L) = 0 se llega a que

X (x) = ¢; cos (%x) n=123,-- (6.2.139)
Para T se resuelve la ecuacion diferencial
. 02n2n2
Tt~ T =0 (6.2.140)
que tiene solucién
T(t) = cgcos (?t) + ¢4 sin (%t) (6.2.141)
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y se propone como solucién completa

1 1 - «
u(z,t) = §A0 + §Bot + Z (An cos (UnTﬂt> + B, sin (%t)) cos (Z—ﬂi) (6.2.142)
n=1

usando que u(z,0) = f(x) se tiene

1 > nm
f(z) = §A0 + ;An cos <f$> (6.2.143)
que es la expansion como serie de cosenos para f(x), es decir,
2 [F 2 [k
Ay = Z/o f(z)dz A, = E/o f(z)cos (%m) dx (6.2.144)

Derivando u(zx,t) se tiene

1 o0
u(z,t) = 530 + nZ:l <—An <¥) sin (%t) + B, <¥) cos (%t)) cos <%x>
(6.2.145)

usando la condicion g(x) = us(z,0) hay que resolver
(x) = LB +§:B <vm) (m ) (6.2.146)
x) == — ) cos | —x 2.
g 2 0 ] n I I

que es una serie de cosenos para g(x) con solucion

L nm

By = 2 /OLg(:L‘)d:L‘ B, = =N g(x) cos (fa;> dx (6.2.147)

L nmwv Jo

De esta forma

u(@,t) = £ [ f@)de+ (% [} g(e)de)t
+302 (7 0 Fl@) cos () da) cos (“371) + (12, fi 9(@) cos () da) sin (“371) ) cos (=)
(6.2.148)

R g(x) = 0 la solucion se

Por ejemplo, si se toma L = 7w, v = 1, f(z) = ™3

convierte en

w

(6.2.149)

u(x,t) = —

n=1

y la solucion se ve como la figura siguiente
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4lll:

!'\! J',r‘:ll"”
Q'ln"' S
oS~ izl "

t Iln\
"p \\e " A \\
\\\‘

IIIIII

3 0 ejet

eje x

Figura 6.2.7: Ecuacién de Onda Condiciones de Neumann

6.2.4. Ejercicios Adicionales

Ejemplo 127. Considere la funciéon f(z) = \sinmcos z|. a) Pruebe que la serie
de Fourier de f(z) en (—%,2) viene dada por £+, H(n;)) cos (2nx). Puede
usar que 2sin (ax) cos (by) = sin (ax — by) + sin (ax + by). b) Use lo anterior para
calcular el valor de la serie ) ° | — 11 3

a) Es facil observar que f(x) = f(—x) debido a la presencia del valor absoluto. En

este caso p = 5 y por la féormula para la serie de cosenos se tiene que

ag > nm ag >
_ % Ty~ % P 21
> —i—rlz:lancos(px) 5 —i-nzzlancos(nx) (6.2.150)
donde
4 (2 2 % 2
f )dx = — |sma:cos x|de = — sinz cos xdx = — sin (2z) dz = —
™ Jo m™Jo ™
(6.2.151)
2 [P 4 [z 1 (2
= —/ f(x)cos (Ex> dx = — /2 sin(z) cos(x) cos (2nz) de = — /2 2sin(2z) cos (2nx) dx
b Jo p T Jo T Jo
(6.2.152)
utilizando la identidad 2sin (ax) cos (by) = sin (ax — by) + sin (az + by) se obtiene
1 s
it [/2 sin (2 — 2nx) + sin (2 + 2nzx) dw] (6.2.153)
T |Jo
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|

|

Sin =1 lo anterior es
% [/05 sin (4z) dm] =—— cos(4x)]i:§ =0 (6.2.154)
Sin # 1 se tiene
1] cos(2z(1 —n)) 2 cos (2z(1 +n)) 2
7T 2(1-n) |, 2(14+n) |, (6.2.155)
1 [cos(m(n—1)) 1 cos (m(n+1)) 1
T [ 20—n)  2(1—n) 20n+1) 2(n+ 1)] (6.2.156)
_1[l-n+n+l (D ()] 1] 1 (G DI G O
T [ 2(1 — n?) 21—-n) 2(n+ 1)] m [(1 —n2) * 2(1 —n) * 2(n+1)]
(6.2.157)
_ %1 Jlrf__nlg)" n>9 (6.2.158)
De esta forma -
|sin(z) cos(x)| = % + Z % cos (2nzx) (6.2.159)
n=2

b) Primero que todo la serie anterior sobrevive Gnicamente cuando n es par es decir,

n = 2k, por lo que
jsinfa) cos(@) = L 4+ 3 2 (4hz) (6:2.160)
sin(z) cos(z)| = — cos (4kzx 2.
T = (1 — 4k2?)
tomando x = 0 se obtiene -
1 2 1
0= ?+%Z1—4k2 (6.2.161)
k=1
o bien -
1 1
—_— = —— 6.2.162
2 TTE = (6:2.162)
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L L L L L L L L L L L L
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 =2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 6.2.8: Serie de Fourier f(z) = |sin(x) cos(z)|. Sumas parciales k = 1,2, 3,4

Ejemplo 128. Una varilla de longitud L se hace coincidir con el intervalo
[0, L]. Plantee el problema de valor de frontera para la temperatura u(x,t)
si a) el extremo izquierdo se mantiene a la temperatura cero y el derecho
esta aislado. La temperatura inicial de la variila en el punto z es f(z). b)
El extremo izquierdo se mantiene a la temperatura 100 y hay transmision
de calor desde el extremo derecho hacia el ambiente, el cual se encuentra a
temperatura cero. La distribuciéon de temperatura inicial es f(x)
a)

U = 0P Ugy O<x<L

u(z,0) = f(z)

u(0,t) =0

uy(L,t) =0

(6.2.163)
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b)
U = gy O<z<L
u(,0) = f(x) (6.2.164)
u(0,) = 100

ug(L,t) = —hu(L,t) h >0

donde la ultima condicién se toma de la Ley de Enfriamiento de Newton.

Ejemplo 129. Una cuerda de longitud L se hace coincidir con el intervalo
[0, L]. Plantee el problema de valor de frontera para el desplazamiento u(z,t)
si a) los extremos se mantienen fijos y la cuerda parte del reposo desde el
desplazamiento inicial z(L — z). b) El extremo izquierdo se mantiene fijo,
pero el extremo derecho se mueve de acuerdo con la funcién sin(7t). La
cuerda parte del reposo desde un desplazamiento inicial f(x). Para t > 0,
las vibraciones se amortiguan con una fuerza proporcional a la velocidad
instantanea.
a)
Uy = V2ugy, 0<x <L
w(0,t) =0 wu(L,t) =0

(6.2.165)
u(z,0) = z(L — x)
ut(x’ 0) =0
b)
utt—l—c% :Uzuxx 0<z<L
u(0,t) =0 u(L,t) = sin (rt) (6.2.166)
u(x,0) = f(x)
ug(x,0) =0

Ejemplo 130. Plantee el problema para la temperatura u(z,y) del estado es-
table de una placa rectangular delgada que se hace coincidir con la region
R ={(z,y) |0<x <4, 0<y<2} si el lado izquierdo y la cara inferior de la
placa estan aislados, la cara superior se mantiene a temperatura cero y el
lado derecho a la temperatura f(y)

Ugg + Uyy = 0 0<xr<4 0<y<L2

uz(0,y) =0

uy(z,0) =0 (6.2.167)
u(z,2) =0

u(d,y) = f(y)
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Ejemplo 131. Si F(s) es la transformada de Laplace de f(t), pruebe a partir
de la definicién que L{f (L)} (s) = aF(as)
Por definicién

F(s) = /OO e St f(t)dt (6.2.168)

0

Definiendo la funcién g(t) = f (£) entonces

G(s) = /OOO e Stg(t)dt = /OOO e Stf (2) dt (6.2.169)

se hace el cambio de variable u = é para obtener
/ e f(u)adu = a/ e f(u)du = a/ e @ f()dt = aF(as)  (6.2.170)
0 0 0

Luego
G(s) = aF(as) (6.2.171)

que es lo que se queria mostrar.

sint

Ejemplo 132. Calcule la transformada de Laplace de f(t) = *}
Se utiliza el diagrama de multiplicacion por t y el hecho de que para funciones bien

portadas limg_, F(s) = 0.
l l (6.2.172)

Ajustado al problema

l (6.2.173)

y <z 1
sint — 21
Luego
dF 1
= 6.2.174
ds 5241 ( )
o bien
F = —arctan(s) + ¢ (6.2.175)
como limg_, arctan(s) = 5 entonces se toma c = 5. Luego
<1 t
< (%) = g — arctan(s) (6.2.176)
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Ejemplo 133. Suponga que la transformada de Laplace de f(t) es F(s) y que
la transformada de Laplace de f'(t) existe. a) Verifique que £ {—te® f'(t)} = (s—
—4(s—3)2 2

a)F'(s—a)+F(s—a). b) Use la parte anterior para encontrar £}

Se utilizan los siguientes diagramas

l J (6.2.177)
J J (6.2.178)

fit)y — F(s)
J J (6.2.179)
4L sF(s) - £(0)
Es decir
= F(s)
N sF(s) — f(0)
ctd L (s —a)F(s —a) — f(0)
~tetd Ly (s~ a)F(s —a) ~ f(0)) = (s — )F'(s — a) + F(s — a)
(6.2.180)
b) Se toma F(s) = SQJFL? y a = 3. Claramente [(;f(?;ilr + (5—32)2+4 =(s—a)F'(s—
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a) + F(s —a) y por la parte a) dado que f(t) = sin 2t se tiene que

—4(s —3)? n 2
[(3_3)2+4}2 (s—3)°+4

7 = —2te3 cos 2t (6.2.181)

Ejemplo 134. Pruebe que si a > 0 entonces £ {fjf(u)du} =1L(f)—1 3 flw)du
Por las propiedades de la integral

/atf(u)du = /Otf(u)du— /Oaf(u)du (6.2.182)

Aplicando la transformada a ambos lados y usando el hecho de que foa f(u)du es una
constante se tiene

% </atf(u)du> _ (/Otf(u)du> - /Oaf(u)duz (1) = %F(s) - % /Oaf(u)du
(6.2.183)

Ejemplo 135. Calcule la transformada de Laplace de t? usando la funciéon
gamma y la definicion
Nada mas hay que recordar que

[(z) = / e 't Lt (6.2.184)
0
Por la definicién de la transformada de Laplace
Lt = / e SHPdt (6.2.185)
0

usando el cambio de variable r = st se tiene dr = sdt por lo que

& & d 1 & T 1
e SHPdt = e " (f>p T e "rPdr = Llp+1) (6.2.186)
0 0 S S sp+1 0 gsp+1
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