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摘摘摘 要要要

Kähler几何中一个主要问题是Kähler-Einstein度量的存在性, 非正数量曲率的Kähler-

Einstein度量的存在性已经解决. 正数量曲率的情形不一定存在. Futaki引入了重要的全纯

不变量: Futaki不变量. 存在性的必要条件是Futaki不变量等于0. 和向量丛的情形对比, 猜

测Kähler-Einstein度量的存在性和流形在几何不变量理论中的某种稳定性有关. Tian首先证

明了正数量曲率Kähler-Einstein度量存在能推出他定义的K-稳定性. K-稳定性中Futaki不变

量起了重要的作用. 更一般的考虑常数量曲率度量的存在性, Futaki不变量推广到这种情况,

也能定义K稳定性的概念. 另外还有Chow稳定性的概念. Donaldson利用Bergman核的展式证

明了一定条件下常数量曲率度量存在能推出渐近Chow稳定性. 各种稳定性都有对应的凸泛函

和作用的权. K-稳定性对应的凸泛函是K-泛函, 权对应于Futaki不变量. 利用Donaldson的计

算可以说明渐近Chow稳定性能推出K-半稳定性.

在这篇文章中, 我们说明从Chow稳定性的定义到balanced度量判别法, 同时可得

到Chow权的表达式和Donaldson论文中有限维空间上泛函的表达式. 我们给出Donaldson定理

证明的主要思路, 说明Bergman核展式的作用. 我们说明利用Bergman核可以给出Hilbert权的

渐近表达式, 得到Donaldson关于Futaki不变量的代数定义和它能被看作Chow权渐近展式的首

项系数, 从而说明渐近Chow稳定性能推出K-半稳定性. 我们还利用Futaki不变量的代数定义

给出完全交的Futaki不变量的计算, 检验和局部化公式算出的结果一致. 本文是我学习的一个

总结.

关键词：常数量曲率度量, 稳定性, Futaki不变量, Bergman核
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Abstract

One of the major problems in Kähler geometry is the existence of Kähler-Einstein met-

rics. The existences of Kähler-Einstein metrics with nonpositive scalar curvature have been

confirmed. But Kähler-Einstein metrics with positive scalar curvature do not necessarily ex-

ist. Futaki defined an important holomorphic invariant: Futaki invariant. The necessary

condition for existence is the vanishing of Futaki invariant. Compared with the case of vector

bundles, it is conjectured that the existence of Kähler-Einstein metric is equivalent to some

kind of stability of the manifold in the Geometric Invariant Theory. Tian first proved that the

existence of Kähler-Einstein metric with positive scalar curvature imply K- stability which he

defined. In the definition of K-stability, the Futaki invariant plays a fundamental role. More

generally, one considers the existence of Kähler metrics with constant scalar curvature. Both

the Futaki invariant and K-stability extend to this case. There is also a notion of Chow stabil-

ity. Donaldson proved that under some condition, the existence of constant scalar curvature

metric implies asymptotic stability of the underlying manifold. Both stabilities have convex

functionals and weights under group actions. In the case of K-stability, the functional is K-

functional and the weight is just the Futaki invariant. Using the calculation of Donaldson, it

can be showed that the asymptotic Chow stable implies semi K-stable.

In this article, we explain from the definition of Chow stability to the criterion by balanced

metrics, and we can get the Chow weight and the functionals which Donaldson used in his

papers. We explain the main idea of the proof of Donaldson’s theorem and how the expansion

of Bergman kernel is used. We can use the Bergman kernel to give the asymptotic expansion

of the Hilbert weight, get the algebraic definition of Futaki invariant by Donaldson and the

fact that the Futaki invariant is the leading coefficient in the expansion of the Chow weight

associated to a 1psg action, thus we explain the result that the asymptotic Chow stable

implies semi K-stable. We also use the algebraic definition to give the computation of the

Futaki invariant of complete intersections and test that the result is the same as that obtained

using localization formula. This article is a summary of what I learned in this subject.

Keywords: Constant scalar curvature metrics, Stability, Futaki invariant, Bergman kernel
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第第第一一一章章章 问问问题题题的的的描描描述述述, 本本本文文文的的的结结结构构构和和和一一一些些些记记记号号号

假设(X, ω)是一个复n维Kähler流形, 在X的局部坐标下, Kähler形式为

ω =
√−1
2π

∑
i,j

gij̄dzi ∧ dz̄j

度量张量为

g =
∑
i,j

gij̄dzi ⊗ dz̄j

Ricci形式是c1(X)的代表元, 定义为

Ric(ω) =
√−1
2π

∑
i,j

Rij̄dzi ∧ dz̄j = −
√−1
2π

∑
i,j

∂2

∂zi∂z̄j
log det(gkl̄)dzi ∧ dz̄j

数量曲率为

S =
∑
i,j

gij̄Rij̄ =
nRic(ω) ∧ ωn−1

ωn

Kähler几何中一个主要问题是X上什么时候存在Kähler-Einstein度量. ω称为是Kähler-

Einstein度量, 如果

Ric(ω) = λω (1.1)

其中不妨设λ = −1, 0, 1. 对应于λ的符号, 存在的一个必要条件是c1(X)定号. c1(X) < 0的情况

被Aubin和Yau解决. c1(X) = 0由Yau对Calabi猜测的解决而解决. 答案都是肯定的. 本文只考

虑c1(X) > 0的情形, 即λ = 1. 此时, X上不一定存在Kähler-Einstein度量. Matsushima[16]证

明X上有Kähler-Einstein度量，则Aut(X)是reductive的. Futaki[10]给出了重要的全纯不变量,

存在Kähler-Einstein度量时, 这个不变量为0. 在全纯向量丛的情形, Hermitian-Einstein度量

的存在性和向量丛的某种稳定性是等价的, 叫做Hitchin-Kobayashi对应. 所以Yau猜想Kähler-

Einstein的存在性也和几何不变量理论中的某种稳定性有关. Tian[21]首先证明了存在的必要

条件是他定义的K稳定性, 并且猜测这两者是等价的. 在K-稳定性中Futaki不变量起着基本的

作用.

当ω ∈ c1(X)时, 由∂∂̄-引理, 存在hω ∈ C∞(X)使得Ric(ω) − ω =
√−1
2π

∂∂̄hω, 两边对ω缩

并得S − n = ∆ωhω. 所以可知ω是Kähler-Einstein的当且仅当它是常数量曲率的. 一般的取

定Kähler类[ω] ∈ H1,1(X,R). 对任意的φ ∈ C∞(X), 记

ωφ = ω +
√−1
2π

∂∂̄φ

P (X, ω) = {φ ∈ C∞(X)|ωφ > 0}
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K (X, [ω]) = {ωφ|φ ∈ P (X, ω)}

考虑是否有φ ∈ P (X, ω)使得S(ωφ)是常数. 注意S的平均值S只依赖于Kähler类. 令V =∫
X

ωn.

S =
1
V

∫

X

S(ω)ωn =
〈nc1(X)[ω]n−1, [X]〉

〈[ω]n, [X]〉
如果取[ω] ∈ H1,1(X,R) ∩H2(X,Z), 则存在X上正的全纯线丛L, 使得c1(L) = [ω]. 此时

称(X, L)是polarized对. 设h是L上Hermitian度量, 记

Ric(h)
4
=
√−1
2π

∂̄∂ log |eL|2h

其中eL是是局部处处非零的全纯截面. 对任意的φ ∈ C∞(X), 记hφ = he−φ, 有Ric(hφ) =

Ric(h) +
√−1
2π

∂∂̄φ. 由∂∂̄引理容易知道, 在相差正常数下存在唯一的Hermitian度量h, 使

得ω = Ric(h).

因为L是正的线丛, 当k充分大时, 我们有Kodaira嵌入.

IkL : X −→ P(H0(X, kL)∗) (1.2)

z 7→ {s ∈ H0(X, kL)|s(z) = 0}

使得I∗kLO(1) = kL. 取H0(X, kL)的一组基{sα}, H0(X, kL)∗ ∼= CNk+1

I{sα} : X −→ CPNk (1.3)

z 7→ [s0(z) : · · · : sNk
(z)]

CPNk中有标准的Fubini-Study度量. 在非齐次坐标{zα}下,

ωFS =
√−1
2π

∂∂̄ log(1 +
Nk∑
α=1

|zα|2) (1.4)

所以我们有拉回的Kähler度量 1
k
(I{sα})

∗ωFS . 取定Hermitian度量h, 使得ω = Ric(h). 注意到

有

(I{sα})
∗ωFS = ω +

√−1
2π

1
k
∂∂̄ log

Nk∑
α=0

|sα|2hk

记

Pk(X, ω) = {φ =
1
k

log
Nk∑
α=0

|sα|2hk |{sα}是H0(X, kL)的一组基} (1.5)

Kk(X, ω) = {1
k
(I{sα})

∗ωFS |{sα}是H0(X, kL)的一组基}

Tian[20]证明了X上任何Kähler度量都可以用一族度量ωk ∈ Kk来逼近, 只要取{sα}为h决

定H0(X, kL)内积的一组标准正交基. 此时ωk称为Bergman度量. 等价的, P (X, ω)中的函数可

2
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以用Pk(X, ω)中的函数来逼近. 这是多复变里以下事实的Kähler流形的版本: 在有界全纯域上

可以用Bergman核函数来逼近多次调和函数(plurisubharmonic function).

现在假设X上没有全纯向量场, ω是常数量曲率的度量. Donaldson[6]证明了可以用另

外一族度量ω̃k ∈ Kk来逼近, 称为balanced度量. 而Zhang[25]证明了这种balanced度量的存

在性和几何不变量理论里的Chow稳定性是等价的. Luo[14], Paul[19]也证明了同样的事实.

所以Donaldson实际证明了当X上没有全纯向量场时, 常数量曲率度量的存在性能推出渐

近Chow稳定性. 可以看出Kähler-Einstein度量和balanced度量的存在性都和某种稳定性有关.

这种联系可以从两方面来理解. 一方面, 分析上, 典范度量的存在性以及稳定性都和一些凸泛

函的properness有关. 例如Chow稳定性中的凸泛函和以下定义的泛函密切相关, 我们会一直用

到.

定义 1.1. 对任意的φ ∈ C∞(X), 取C∞(X)中连接0和φ的一条道路{φt}

F 0
ω(φ) = − 1

V

∫ 1

0

∫

X

d

dt
φtω

n
φt

(1.6)

当ω ∈ c1(L)时, F 0
ω可看作Bott-Chern类在X上的积分, 由附录定理A.7知不依赖于道

路{φt}的选取. 而对应于K-稳定性, 我们有类似的K-泛函, Tian[21]证明了Kähler-Einstein度量

的存在性等价于它的某种properness.

另一方面, 代数几何里稳定性有Hilbert判别法, 是计算单参数子群作用下的权的正负. 这

些权可以用相应向量场的矩映射表示为不变量的形式. 上述的凸泛函可以看作是把矩映射换

成Kähler势, 再沿任意路径积分得到的. 所以权可看作是凸泛函在极限点处的导数, 如果泛函

是proper的, 它的增长性保证了导数是严格大于0的. Futaki不变量的定义中的全纯向量场对应

着单参数群的作用, 形式上恰好可以看作某种权.

在第二节中, 我们介绍Chow稳定性和它的判别法, 第三节, 我们介绍Bergman核的渐近展

开式和Donaldson的结果. 第四节, 我们介绍Futaki不变量, 权的两种计算, Futaki不变量的代

数定义, 给出计算的例子. 第四节我们来简单介绍凸泛函和稳定性的关系. 附录中我们给出正

文中要用到的等变上同调和Bott-Chern类的定义, 性质和相关的例子.

3
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第第第二二二章章章 Chow稳稳稳定定定性性性和和和balanced度度度量量量

设通过Kodaira嵌入(1.2), X成为射影空间CPN的代数子流形. dimX = n, deg X = d.

注意d =
∫

X
ωn

FS , 本节中的d和其它节中的V是一样的. 我们来定义X的Chow向量. Grass-

mannian流形Gr(N − n − 1,CPN )表示CPN中所有N − n − 1维子空间的集合, 它的维数记

为m + 1 = (N − n)(n + 1). 利用万有商丛Q的行列式, 我们有Plücker嵌入IPl : Gr(N − n −
1,CPN ) ↪→ P(

∧N−nCN+1), 使得I∗PlO(1) = det(Q). 记

Z(X) = {V ∈ Gr(N − n− 1,CPN )|V ∩X 6= ∅}

Γ(X) = {(z, V ) ∈ X × Z(X)|z ∈ V }
Γ(CPN ) = {(z, V ) ∈ X ×Gr(N − n− 1,CPN )|z ∈ V }

我们有投射

X
π1X←− Γ(X) π2X−→ Z(X)⋂ ⋂ ⋂

CPN π1←− Γ(CPN ) π2−→ Gr(N − n− 1,CPN )

(2.1)

因为Z(X)处于一般位置的N − n − 1子空间交X只有一个点, 所以π2X是双有理态射. 而π1的

每根纤维同构于Gr(N − n− 2,CPN−1), 所以

dimZ(X) = dimΓ(X) = dimX + dimGr(N − n− 2,CPN−1) = (N − n)(n + 1)− 1 = m

以下简记Gr = Gr(N − n − 1,CPN ). 取CPN的两个处于一般位置的子空间U ∼= CPN−n−2 ⊂
W ∼= CPN−n. 则

F (U,W )
4
= {V ∈ Gr(N − n− 1,CPN )|U ⊂ V ⊂ W} ∼= CP1

因为U , W处于一般位置,所以U∩X = ∅, ](W∩X) = d. 于是F (U, V )中恰好有d个(N−n−1)维

子空间和X相交非空, 即](F (U,W ) ∩ Z(X)) = d. 所以Z(X)是Gr的度数为d的除子. 于是相

差常数下存在唯一的f ∈ H0(Gr,O(d)), 使得Z(X) = f的零点集. 其中O(d)是det(Q) =

O(1)的d次张量积. f称为X的Chow向量. [f ] ∈ P[H0(Gr,O(d))]称为X的Chow点.

SL(N + 1,C)作用在(CPN ,O(1))上, 自然作用在(Gr(N −n− 1,CPN ),O(1)), 及全纯截面

空间H0(Gr,O(d))和射影化P[H0(Gr,O(d))]上.

定义 2.1. X称为Chow稳定的, 如果f ∈ H0(Gr,O(d))在SL(N + 1,C)作用下的轨道是闭的,

且f的稳定化子有限. X称为Chow半稳定的, 如果f的轨道的闭包不含0.

为了判别稳定性, 我们有两种办法, 一种是利用轨道上凸泛函的性质, 一种是Hilbert判别

法. 我们先来定义凸泛函
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定义 2.2. 设f ∈ H0(Gr,O(d)), 定义Chow范数‖f‖Ch满足

log ‖f‖2
Ch =

1
D

∫

Gr

log |f |2hd
F S

ωm+1
Gr

其中D =
∫

Gr
ωm+1

Gr . |f |2
hd

F S
, ωGr是通过Plücker嵌入得到的O(d)和Gr上的标准Fubini-Study度

量,

注 1. 局部上f是Gr上全纯函数, log |f |2
hd

F S
是是局部可积的多次调和函数, 在f的零点取值−∞.

易知‖cf‖2
Ch = |c|‖f‖2

Ch.

设σ ∈ SL(N + 1,C), 用fσ表示σ · f , 于是fσ是σ(X)的Chow向量. 定义SL(N + 1,C)上的

函数:

F (σ) = log ‖fσ‖2
Ch (2.2)

因为SU(N + 1)保持度量, F (σ)实际是定义在对称空间S = SL(N + 1,C)/SU(N + 1)上. 我们

来证明F (σ)沿S的测地线是凸函数. S中的测地线都由单参数子群表示. 注意到

sl(N + 1,C) = su(N + 1) +
√−1su(N + 1), SL(N + 1,C) = SU(N + 1)C

设σ(et) : C∗ → SL(N + 1,C)是表示一条测地线的单参数子群. 不妨设

σ(et) = exp(tA) (2.3)

生成元A ∈ √−1su(N + 1)满足

A∗ = A, tr(A) = 0 (2.4)

取Z = (Z0, · · · , ZN ) ∈ CN+1, 记|Z|2 =
∑N

α=0 |Zα|2. 设Z是[Z] ∈ CPN的齐次坐标. 令

φσ([Z]) = log
|σ · Z|2
|Z|2 (2.5)

则σ∗ωFS = ωFS +
√−1
2π

∂∂̄φσ且

d

dt
σ∗ωFS =

√−1
2π

∂∂̄φ̇σ, φ̇σ([Z]) =
d

dt
log

|σ · Z|2
|Z|2 = 2

Z∗σ∗AσZ

|σ · Z|2 (2.6)

定理 2.1 (Phong-Sturm[17], S. Paul[19]).

d

dt
log ‖fσ‖2

Ch = (n + 1)
∫

X

φ̇σ(σ∗ωFS)n = 2(n + 1)
∫

σ(X)

Z∗AZ

|Z|2 ωn
FS (2.7)

证明. 我们只给出证明中主要计算. 通过Plücker嵌入, ωGr是射影空间P (
∧N−nCN+1)上标

准Fubini-Study度量在Gr上的限制. 和上面一样定义Φσ使得σ∗ωGr = ωGr +
√−1
2π

∂∂̄Φσ.

d

dt

∣∣∣∣
t=0

log ‖fσ‖2
Ch =

1
D

∫

Gr

log |f |2hd
F S

(m + 1)
√−1
2π

∂∂̄ log Φ̇σ ∧ ωm
Gr (其它导数项积分为0)

= (m + 1)
1
D

∫

Z(X)

Φ̇σωm
Gr (2.8)

6
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第二个等号是由Poincaré-Lelong方程: 在分布意义下
√−1
2π

∂∂̄ log |f |2hd
F S

=
∫

Z(X)

由投影(2.1)易知
1
D

π1∗π∗2ω
m+1
Gr = ωn+1

FS

其中π1∗是沿π1的纤维Gr(N − n− 2,CPN−1)积分. 两边对t求导得

∂∂̄(m + 1)
1
D

π1∗π∗2(Φ̇σωm
Gr) = (n + 1)∂∂̄φ̇σωn

可以知道η = (m + 1) 1
D

π1∗π∗2(Φ̇σωm
Gr)− (n + 1)φ̇σωn 是闭的(n,n)形式, 而且η在σ(et)保持不变

的CPn上积分为0, 所以η是正合的, 从而
∫

X
η = 0. 所以

(m + 1)
1
D

∫

Z(X)

Φ̇σωm
Gr = (m + 1)

1
D

∫

Γ(X)

π∗2X(Φ̇σωm
Gr) (π2X是双有理的)

= (m + 1)
1
D

∫

X

π1∗π∗2(Φ̇σωm
Gr)

= (n + 1)
∫

X

φ̇σωn
FS (2.9)

注 2. 上面证明中式(2.8)可直接在Z(X)上积分证明范函F (σ)沿S测地线的凸性, 可以看出下

面的证明适用. 但式(2.9)使我们不用在Z(X)上积分, 而只用在X上作积分就行了.

令(N + 1)阶Hermitian矩阵M(X)为

M(X)αβ =
∫

X

ZαZ̄β

|Z|2 ωn
FS (2.10)

记Xt = σ(et)X, 则式(2.7)可写为

d

dt
log ‖fσ‖2

Ch = −d · (n + 1)
d

dt
F 0

ωF S
(φσ) = 2(n + 1)tr(M(Xt)A) (2.11)

注意, 这里的d就是其它节中的体积V . 所以

F (σ) = log ‖fσ‖2
Ch = −d · (n + 1)F 0

ωF S
(φσ) (2.12)

命题 2.2. tr(M(Xt)A)作为t ∈ R的函数是增函数. 而且如果X上没有能提升到作用在O(1)的

全纯向量场, 则tr(M(Xt)A)关于t是严格递增的.

证明. 设单参数子群表示为(2.3),

d

dt
tr(M(Xt)A) =

d

dt

∫

X

Z∗σ∗AσZ

|σ · Z|2 (σ∗ωFS)n

= 2
∫

σ(X)

(
Z∗A2Z

|Z|2 − (Z∗AZ)2

|Z|4 )ωn
FS−n

√−1
2π

∂
Z∗AZ

|Z|2 ∧ ∂̄
Z∗AZ

|Z|2 ∧ ωn−1
FS(2.13)

7
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我们要证明积分非负. 不妨假设σ是恒等变换. 用SU(N + 1)作坐标变换, 可以假设A =

diag(λ0, · · · , λN )是对角矩阵, 其中λα ∈ R, 且
∑N

α=0 λα = 0. 单参数子群(2.3)生成了CPN上一

全纯向量场v, 在非齐次坐标{wα′ = Zα′
Z0
|α′ = 1, · · · , N}下,

v =
N∑

α′=1

(λα′ − λ0)wα′
∂

∂wα′

注意Im(v)是Killing向量场, 且Re(v) = J(Im(v)). 令

θA =
Z∗AZ

|Z|2 =
∑N

α=0 λα|Zα|2∑N

α=0 |Zα|2
(2.14)

直接计算可知(参看附录), 在CPN的Fubini-Study Kähler形式下, 2Im(v)是 1
2π

θA的Hamilton向

量场, 即

2 iIm(v)ωFS =
1
2π

dθA 或

√−1
2π

∂̄θA = ivωFS (2.15)

而且
Z∗A2Z

|Z|2 − (Z∗AZ)2

|Z|4 = gFS(v, v̄) = |v|2 = |∂̄θA|2ωF S
(2.16)

为了区分大空间CPN和子流形X上的几何，我们记∂̄X是X上的∂̄算子, 而仍用∂̄表示CPN上的

算子. 令v = vT + v⊥是在TCPN = TX ⊕ TX⊥下的正交分解, 则
√−1
2π

n∂X
Z∗AZ

|Z|2 ∧ ∂̄X
Z∗AZ

|Z|2 ∧ ωn−1
FS = |∂̄XθA|2ωn

FS = |vT |2ωn
FS (2.17)

由(2.16),(2.17)得(2.13)的积分项可化为(除去常数4和ωn
FS)

|∂̄θA|2 − |∂̄XθA|2 = |v|2 − |vT |2 = |v⊥|2 ≥ 0 (2.18)

由(2.18)知(2.13)式为0当且仅当v和X相切. 所以如果X上没有能提升到作用在O(1)的全纯向

量场, 则tr(M(Xt)A)关于t是严格递增的.

注 3. 令

|Zα|2FS =
|Zα|2
|Z|2 =

|Zα|2∑
β |Zβ|2

把Zα看作是CPN上超平面丛O(1)的全纯截面|Zα|2FS是标准的Fubini-Study度量. 则积分项可

化为

N∑
α=0

λ2
α|Zα|2FS − (

N∑
α=0

λα|Zα|2FS)2 − |∂̄X(
N∑

α=0

λα|Zα|2FS)|2ωF S |X =
N∑

α=0

|λαZα −∇hi∂i
Zα − hZα|2FS

(2.19)

其中∇是O(1)上Fubini-Study度量对应的全纯联络. hi∂i = ∂h
∂z̄j gij̄ ∂

∂zi , g = gFS是Fubini-

Study度量在X上的限制. 见(3.7)和(3.8).

8
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由式(2.11)和命题2.2得

定理 2.3. F (σ) = log ‖fσ‖2
Ch沿SL(N + 1)/SU(N + 1)的测地线是凸的. 当X上没有能够提升

到O(1)上的全纯向量场时, F (σ)是严格凸的.

因为SL(N + 1)/SU(N + 1)上任意两点都有测地线连接, 利用F (σ)沿测地线的凸性可证

定理 2.4. 以下各项等价:

(1) X是Chow稳定的,

(2) F (σ)在SL(N + 1,C)/SU(N + 1)上是proper的, 即当σ → ∞时(比如在对称空间的标准

度量下), F (σ) → +∞.

(3) F (σ)在S = SL(N + 1,C)/SU(N + 1)上存在唯一的临界点, 即存在唯一的σ ∈ S使得对
任意的A ∈ √−1su(N + 1), 有

∫

σ(X)

Z∗AZ

|Z|2 ωn
FS = tr(M(σ(X))A) = 0

引理 2.5. 设M是(N + 1) × (N + 1)阶Hermitian矩阵, 则M是对角矩阵当且仅当, 对任意

的A ∈ √−1su(N + 1), 有

tr(MA) =
∑
αβ

MαβAβα = 0

定义 2.3. X称为是balanced的, 如果M(X)是数量矩阵. 注意到

tr(M) =
∫

X

ωn
FS = d

X是balanced的当且仅当

M(X) =
d

N + 1
IN+1

其中IN+1是N + 1阶单位矩阵.

由定理2.4和引理2.5得

定理 2.6. X是Chow稳定的,当且仅当存在唯一的σ ∈ SL(N+1,C)/SU(N+1),使得σ(X)是balanced的.

我们来看看Hilbert判别法. 先设σ(et)保持X, 则σ(et)保持Z(X). X的Chow向量f在相差

常数下被Z(X)决定, 于是σ(et)作用在1维复线性空间Cf上. 设

fσ(et) = etA · f = etwf

代入(2.7), 两边对t在0点求导可得

w = (n + 1)
∫

X

θAωn+1
FS = (n + 1)tr(M(X)A) (2.20)

9
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如果X是Chow稳定的, 则存在t0, 使得tr(M(Xt0)A) = 0. 所以由命题2.2得, 对任意的t > t0, 有

tr(M(Xt)A) > tr(M(Xt0)A) = 0

令t →∞, X有极限X∞. 设f是X的Chow向量. 在P(H0(Gr,O(d)))中有极限[f∞] = limt→∞ σ(et)[f ],

f∞是X∞的Chow向量. C∗作用在Cf∞上, 记这个作用的权为wch(σ), 叫Chow权.

wch(σ) = (n + 1)tr(M(X∞)A) > 0

这正是Hilbert判别法.

定理 2.7 (Hilbert判别法). X是稳定(半稳定)的, 当且仅当下面的条件成立: 对于SL(N +

1,C)中的任何单参数子群σ : C∗ → SL(N + 1,C), 有wch(σ) > 0(≥ 0).

这节最后,我们来做一点变化. 下面我们需要在更大的对称空间GL(N +1,C)/U(N +1)上

考虑, 所以我们把F (σ)扩充定义在GL(N + 1,C)/U(N + 1)上. 对任意的σ ∈ GL(N + 1,C),

σ̃ = (det(σ))−
1

N+1 σ ∈ SL(N + 1,C), 利用式(2.5), (2.12)和F 0
ω(φ + c) = −c + F 0

ω(φ)得

F̃ (σ) = F (σ̃) = −d · (n + 1)F 0
ωF S

(φσ̃)

= (n + 1)(−d · F 0
ωF S

(φσ)− 2d

N + 1
log det(σ)) (2.21)

如果在权上来看, 设A ∈ gl(N + 1,C), 令A = A− tr(A)
N+1

IN+1 ∈ sl(N + 1,C), σ(et) = exp(tA).

则σ(et)的Chow权是

(n + 1)tr(M(X∞)A) = (n + 1)(tr(M(X∞)A)− d

N + 1
tr(A)) (2.22)
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第第第三三三章章章 常常常数数数量量量曲曲曲率率率度度度量量量和和和渐渐渐近近近Chow稳稳稳定定定

3.1 Bergman核核核

回到第一节中polarized情形(X, L, ω). 设h是L上的Hermitian度量, 使得ω = Ric(h). h决

定了H0(X, kL)上一个内积, 设si ∈ H0(X, kL), i = 1, 2.

〈s1, s2〉Hilb(hk) =
1
n!

∫

X

(s1, s2)hk(kω)n

取Hilb(hk)的一组标准正交基{sα|α = 0, · · · , Nk}, 其中Nk + 1是H0(X, kL)的维数.

定义 3.1. Bergman核函数B(hk)定义为

B(hk)(z) =
Nk∑
α=0

|sα(z)|2hk

注 4. 考虑正交投影算子Pk : Γ(X, kL) → H0(X, kL), 其中Γ(X, kL)为全体光滑截面. 则

B(hk)(z, w) =
Nk∑
α=0

sα(z)⊗ s∗α(w)

是Pk的积分核, 而B(hk)(z) = B(hk)(z, z). 易知B(hk)(z)不依赖标准正交基的选取. 且h相

差正常数不影响B(hk), 所以我们也可写作B(kω), 其中ω = Ric(h). 为方便, 我们记Bk =

Bk(h) = B(hk).

我们需要Bk关于k的展开式. 注意到

1
n!

∫

X

Bk(z)(kω)n =
Nk∑
α=0

‖sα‖2
Hilb(hk) = Nk + 1

我们先计算Nk +1. 因为L是正线丛,当正整数k充分大时, −KX +kL也是正线丛,由Kodaira消

失定理, L的高阶同调消失:

Hp(X, kL) = Hp(X, Ωn(−KX + KL)) = 0, 1 ≤ p ≤ n

所以Riemann-Roch定理给出k充分大时H0(X, kL)的维数公式

Nk + 1 = dimH0(X, kL) =
∫

X

ekc1(L)Td(X) (3.1)

其中Td(X)是X的Todd类, 有展式(ci = ci(X))

Td(X) = 1 +
c1

2
+

c2
1 + c2

12
+

c1 · c2

24
+ · · · (3.2)
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带入(3.1)得展式

Nk + 1 = C0k
n + C1k

n−1 + · · ·

其中

C0 = 〈c1(L)n

n!
, [X]〉 =

1
n!

∫

X

ωn =
V

n!

C1 =
1

2n!
〈nc1(L)n−1c1(X), [X]〉 =

1
2n!

∫

X

nRic(ω) ∧ ωn =
V

2n!
1
V

∫

X

Sωn =
1

2n!
V S

其中V表示体积, S表示S的平均值. 假设Bk有展式

Bk = a0 + a1k
−1 + O(k−2)

则ai蕴含了X的几何信息. 我们有定理:

定理 3.1. 对于固定的Kähler度量ω, 当k →∞时在C∞收敛意义下有渐近展式:

Bk(ω) = a0(ω) + a1(ω)k−1 + · · · (3.3)

即对任意的r,N ≥ 0

‖Bk(ω)−
N∑

i=0

ai(ω)k−i‖Cr(X) ≤ Cr,N,ωk−N−1 (3.4)

其中ai(ω)是ω的曲率及其协变导数的多项式. 特别的

a0(ω) = 1, a1(ω) =
1
2
S(ω)

并且展式(3.4)有一致性, 即对任意的r,N , 存在正整数s使得当有一族ω在(相对于某个固定度

量的)Cs模下一致有界时, 展式中的常数Cr,N,ω可以不依赖ω.

注 5. 在Tian [20]中用Hörmander关于∂̄算子的估计构造出Peak Section, 得到了a0, 证明

了C2收敛性. Ruan[18]用Bochner典范坐标改进了计算并且得到了C∞收敛, Lu[12]用Tian的Peak

Section计算了a1的表达式, 且给出一般系数的计算方法. 另外Zelditch[24]用Szegö核的办法得

到了这一展式, Dai-Liu-Ma[4]用热核的办法给出了另一个证明.

利用标准正交基{sα}作Kodaira嵌入(1.3), 第k个Bergman度量定义为

ωk =
1
k
I∗{sα}ωFS

其中ωFS是CPN上标准的Fubini-Study度量.

利用展式, 很容易证明

定理 3.2 (Tian). 当k →∞时, ωk收敛于ω.
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证明. 取kL的局部处处非零的全纯截面eL, 由Fubini-Study度量的定义有

ωk = −
√−1
2πk

∂∂̄ log
∑Nk

α=0 |sα|2hk

|eL|2hk

= ω −
√−1
2πk

∂∂̄ log Bk

而对任意的正整数r, 1
k

log Bk = 1
k

log(1 + O(k−1)) Cr

→ 0, 当k →∞.

我们有等价的事实

命题 3.3. 可以用有限维的空间Pk(X, ω)逼近无穷维空间P (X, ω).

证明. 对任意的φ ∈ P (X, ω), 令hφ = he−φ, 则Ric(hφ) = ωφ. 取H0(X, kL)在内积Hilb(hφ)下

的一组标准正交基, 令

Pk(X, ω) 3 φk =
1
k

log
Nk∑
α=0

|sα|2hk = log
Nk∑
α=0

|sα|2hk
φ

+ φ =
1
k

log Bk(hφ) + φ (3.5)

由Bk的渐近展式可得对任意的r > 0, φk在Cr(ωφ)下收敛于φ,对于固定的φ,关于ω和ωφ的Cr收

敛是一样的, 所以φk也在Cr(ω)下收敛到φ.

3.2 Donaldson的的的定定定理理理

可以用Bergman核来刻划balanced度量. 称(X, L)是balanced的, 如果存在H0(X, kL)的

一组基{sα}, 满足I{sα}(X)是banlanced的. 设hFS是O(1)上的Fubini-Study度量, 称I∗{sα}hFS ,

I∗{sα}ωFS为balanced度量, 为方便不写拉回. 此时{
√

n!(Nk+1)
Vk

sα}是Hilb(hFS)的一组标准正交

基, 注意到
N∑

α=0

|sα|2hF S
=

N∑
α=0

|Zα|2
|Z|2 = 1

所以ωFS的Bergman核函数为常数

B(ωFS)(z) =
Nk∑
α=0

n!(Nk + 1)
Vk

|sα|2hF S
=

n!(Nk + 1)
Vk

反之, 如果hk是kL上的Hermitian度量使得B(hk)是常数. 取{sα}为Hilb(hk)的标准正交基, 则

(I{sα})
∗ωFS = ωhk

+
√−1
2π

∂∂̄B(hk) = ωhk

且易知I{sα}(X)是balanced的. 所以我们证明了

命题 3.4. (X, kL)是balanced的, 当且仅当kL上存在Hermitian度量hk, 使得Bergman核函

数B(hk)是常数.

利用Bergman核的一致展式(3.4)易证:

13
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命题 3.5. 假设当k充分大时, (X, kL)上存在balanced度量hk, 使得ωk = 1
k
Ric(hk)在C∞下收敛

于极限度量ω∞, 则ω∞有常数量曲率.

当Aut(X, L)是离散时, 由定理2.3知F (σ) = −d · F 0
ωF S

(φσ)沿SL(N + 1,C)/SU(N + 1)的

测地线严格凸. 而且balanced的基相差常数也是balanced的, 所以易证

命题 3.6. 当Aut(X, L)是离散时,如果(X, L)是balanced的,则H0(X, L)中使得IL(X)是balanced的

基在相差U(N + 1)× R∗的作用下是唯一的. 所以L上的balanced度量h相差一正常数下唯一决

定, 而相应的Kähler度量ω = Ric(h)唯一决定.

Donaldson证明了

定理 3.7 (Donaldson[6]). 假设Aut(X, L)是离散的, 且ω∞ ∈ c1(L)是常数量曲率的度量. 则

当k充分大时, (X, kL)是balanced的,且设balanced度量为hk,则balanced度量ωk = 1
k
Ric(hk)在C∞下

收敛于ω∞.

我们来给出Donaldson证明这个定理的大概思路. 我们想要找H0(X, kL)的一组基, 使

得X在用{sα}作Kodaira嵌入下的象I{sα}(X)是balanced的, 即矩阵

M(I{sα}(X))αβ =
∫

I{sα}(X)

ZαZ̄β

|Z|2 ωn
FS =

∫

X

sαsβ∑
γ |sγ |2 (

√−1
2π

∂∂̄ log
∑

γ

|sγ |2)n

是对角矩阵, 或者它的无迹部分M = 0. 为方便, 引入一些记号. Γ(kL)是kL的所有光滑截面的

集合.

C∞(X)作用在Γ(kL)上. 对任意的f ∈ C∞(X), 令

R(f) : H0(X, kL) → Γ(kL)

s 7→ ∇fi∂i
s + fs

令

Γ(kL)Nk+1 =

(Nk+1)个︷ ︸︸ ︷
Γ(kL)× · · ·Γ(kL)

C∞(X)也作用在Γ(kL)Nk+1上. SL(Nk + 1,C)也作用在Γ(kL)Nk+1上. 为了和SL(Nk + 1,C)在

所有嵌入的集合上作用联系起来,我们需要考虑约化的作用. 考虑无穷维线性空间Γ(kL)Nk+1的

子集

B = {{sα}|{sα}是H0(X, kL)的一组基}

取定{sα} ∈ B, 对任意的A ∈ √−1su(Nk + 1), 记

θA = θA,{sα} = Aαβ
sαsβ∑
γ |sγ |2
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则
√−1su(Nk + 1)无穷小的约化作用为

τ({sα}) :
√−1su(Nk + 1) → Γ(kL)Nk+1

A 7→ {Aαβsβ −R(θA,{sα})sα} = {Aαβsβ −∇θi
A∂i

sα − θAsα}
√−1su(Nk + 1)上有内积

〈A,B〉su = tr(AB)

Γ(L)Nk+1上有内积

〈{s′α}, {s′′α}〉{sα} = Re
∑

α

∫

X

s′αs′′α∑
β |sβ|2 (

√−1
2π

∂∂̄ log
∑

β

|sβ|2)n

所以可以考虑τ({sα})的共轭算子τ({sα})∗ : Γ(kL)Nk+1 → √−1su(Nk + 1).

取定{sα}, 要找σ ∈ SL(Nk + 1,C) 使得σ · {sα} = {σβ
αsβ}是balanced的. 只要找到这

样一条道路σ(t) ∈ SL(Nk + 1,C)/SU(Nk + 1). 记{sα(t)} = σ(t) · {sα}, Xt = I{sα(t)}(X),

M(t) = M(Xt). 使得
d

dt
M(t) = −M(t) (3.6)

假设(3.6)对任意的t > 0都有解, 则解为

M(t) = e−tM(0)

令t →∞, 假设极限存在, 则M(∞) = 0. 于是{sα(∞)} = σ(∞) · {sα}是balanced的. 设

A(t) = σ(t)−1 d

dt
σ(t)

我们来计算A(t)需要满足的方程. 对任意取定的参数t, 通过SU(Nk + 1)的变换, 不妨假

设A(t)是对角矩阵A = diag(λ1(t), · · · , λNk
(t)). 对任意的B ∈ √−1su(Nk + 1),

d

dt
tr(M(t)B) =

d

dt
tr(M(t)B) = Bβα

d

dt

∫

X

sαsβ∑
γ |sγ |2 (

√−1
2π

∂∂̄ log
∑

γ

|sγ |2)n

= Bβα

∫

X

(
λαsαsβ∑

γ |sγ |2 −
sαsβ∑
γ |sγ |2

(λγsγ , sγ)∑
γ |sγ |2 )(

√−1
2π

∂∂̄ log
∑

γ

|sγ |2)n

+Bβα

∫

X

sαsβ∑
γ |sγ |2 (n

√−1
2π

∂∂̄

∑
γ λγ |sγ |2∑

γ |sγ |2 ) ∧ (
√−1
2π

∂∂̄ log
∑

γ

|sγ |2)n−1

=
∫

X

(
λαsαBαβsβ∑

γ |sγ |2 − θAθB − gij̄θ
i
Aθj̄

B)(
√−1
2π

∂∂̄ log
∑

γ

|sγ |2)n (3.7)

=
∫

X

(λαsα −∇θi
A∂i

sα − θAsα)(Bαβsβ −∇θi
B∂i

sα − θBsα)∑
γ |sγ |2 (

√−1
2π

∂∂̄ log
∑

γ

|sγ |2)n

= 〈τ(t)(A), τ(t)(B)〉{sα(t)} (我们简记τ(t) = τ({sα(t)})) (3.8)

= 〈τ(t)∗τ(t)(A), B〉su = tr[((τ(t)∗τ(t))(A))B]

15
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所以 d
dt

M(t) = τ(t)∗τ(t)(A). 比较(3.6), 得

τ∗τ(A) = −M 即 A(t) = −(τ(t)∗τ(t))−1M(t)

所以(3.6)变为李群SL(Nk + 1)上的方程

σ(t)−1 d

dt
σ(t) = −(τ(t)∗τ(t))−1M(t) (3.9)

要使(3.9)的解区间为[0,∞], 需要对M(0)和(τ(t)∗τ(t))−1的模有一致的控制. 所以Donaldson换

了一种观点, 先用Bergman核的展式从常数量曲率的度量出发构造Bk几乎为常数的Kähler度

量(他叫做nearly balanced度量), 把它决定的H0(X, kL)中的标准正交基{sα}作为上述过程中
出发的基, 保证‖M(0)‖足够小. 并且他估计了此时对任意的t > 0, (τ(t)∗τ(t))−1的模能被很好

地控制, 使得解区间是[0,∞), 而且(3.9)的解不会跑出SL(Nk + 1,C)上离单位元有限距离的球,

所以t →∞, 极限也存在.

在构造nearly balanced度量的过程中, 需要数量曲率S(ωφ)关于φ的变分, 后面我们也会用

到: 设φt ∈ P (X, ω), 我们计算

d

dt
S(ωφt

) = − d

dt
(gij̄(log det(g))ij̄)

= −gil̄ φ̇kl̄ g
kj̄Rij̄ − (φ̇k

k)i
i = −φ̇ij̄Rij̄ −∆∆φ̇ (3.10)

= −φ̇ij̄Rij̄ − (φ̇ki
ki + (φ̇jRj

ki
k),i) = −φ̇ki

ki + φ̇jRk
i
i
k,j

= −φ̇ij
ij + φ̇iSi (3.11)

= −φ̇ij
ij + φ̇iS

i (3.12)

所以在S为常数量曲率的Kähler度量ω∞处, φ → S(ωφ)的切映射为

DSω∞ · δφ = −(δφ)ij
ij

(δφ)ij
ij = 0当且仅当(δφ)i ∂

∂zi是可以提升到L上的全纯向量场. 当Aut(X, L)离散时, X上没有

非零的全纯向量场能提升到L上, 所以此时DSω∞是可逆的. Donaldson令

ω = ω∞ +
p∑

i=1

k−iφi

利用Bk(ω)的展式和DSω∞可逆,随着p增大,可以递归地解出φi,使得展式中k−i, i = 2, · · · , p+

1, 的系数都是常数, 从而得到几乎balanced的度量.

16



第第第四四四章章章 Futaki 不不不变变变量量量, Hilbert权权权和和和Chow权权权

4.1 Futaki不不不变变变量量量

Futaki不变量是存在常数量曲率度量的障碍. 设S是ω的数量曲率, S是S的平均值. 则存

在h ∈ C∞(X)使得S − S = ∆ωh.设v是X的全纯向量场, 令

fX(ω, v) =
∫

X

v(h)ωn (4.1)

因为∂̄ivω = 0, 所以存在θv = θv(ω) ∈ C∞(X), 及调和的(0, 1)形式α, 使得

2π√−1
ivω = α + ∂̄θv (4.2)

α满足

αī,j = 0, αī
,̄i = 0 (4.3)

利用αi
,i = 0, Futaki不变量(4.1)可化为

fX(ω, v) = −
∫

X

(S − S)θvω
n (4.4)

定理 4.1. fX(ω, v)不依赖于ω ∈ [ω]的选取. 所以我们记作f([ω], v).

证明. (Calabi) 设φt ∈ P (X, ω)是任意一条道路, ωt = ωφt
. 我们有

∆th(ωt) = S(ωt)− S

两边对t求导, 由(3.10)得

∆ḣ− φ̇ij̄hij̄ = −φ̇ij̄Rij̄ −∆∆φ̇ (4.5)

令f = φ̇ij̄(Rij̄ − hij̄), 由Bianchi恒等式有

(Rij̄ − hij̄),i = Ri
k

kj̄
,i − hi

i
j̄ = Ri

k
k

i
,j̄ − (∆h)j̄ = Sj̄ − (S − S)j̄ = 0 (4.6)

取共轭也可得

(Rij̄ − hij̄),j̄ = 0 (4.7)

所以
∫

X
fωn = − ∫

X
φ̇j̄ωn(Rij̄ − hij̄),i = 0, 所以存在∆−1f ∈ C∞(X)使得∆∆−1f = f .

由(4.5)得

ḣ = −∆φ̇−∆−1f + ct
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ct为常数. (4.1)对t求导, 注意到αi
,i = 0, 我们有

d

dt
f(ωt, v) =

∫
(v(ḣ) + v(h)∆φ̇)ωn =

∫

X

[(θv
i + αi)(−∆φ̇−∆−1f)i + v(h)∆φ̇]ωn

=
∫

X

[∆θv ·∆φ̇ + θv · f + v(h)∆φ̇]ωn =
∫

X

[(∆θv + v(h))φ̇j̄
j̄ + θvφ̇

ij̄(Rij̄ − hij̄)]ωn

= −
∫

X

[(∆θv + v(h))j̄ + (θv(Rij̄ − hij̄))i]φ̇j̄ωn

因为v是全纯向量场, vi
,j̄ = 0, 又利用αi

,i = 0

(∆θv)j̄ = θv
i
ij̄ = (vi − αi),ij̄ = vi

,ij̄ = vi
,j̄i + vkRk

i
j̄i = −viRij̄ (4.8)

(v(h))j̄ = vihij̄ , (θv(Rij̄ − hij̄)),i = θv
,i(Rij̄ − hij̄) (由(4.6))

所以由(4.3), (4.7)

d

dt
f(ωt, v) =

∫

X

(vi − θv
i)(Rij̄ − hij̄)φ̇j̄ωn

t

= −
∫

(αi(Rij̄ − hij̄)),j̄φ̇ωn
t = 0

注 6. 当(A.16)中α=0时, 定理4.1的证明可以简化, 此时θv满足θv
i
j̄ = 0, 注意到α始终为0, 可

设:

θv(ωφ) = θv(ω) + ∂̄φ

(4.4)右边对t求导, 利用(3.11)得

d

dt

∫

X

(S − S)θvω
n
t =

∫

X

[(−φ̇ij
ij + φ̇iS

i)θv + (S − S)(v(φ̇) + θv∆tφ̇)]ωn
t

=
∫

X

[−φ̇ijθv
ij + ((S − S)θvφ̇i)i]ωn

t

= 0

实际上, 当α = 0时. v可以提升到L上, 全纯地作用在(X, L)上. 即v ∈ Lie(Aut(X, L)). 有等变

上同调的看法，我们把需要的等边上同调内容放在附录里.

注意到(4.4)可以化为

fX(ω, v) = −
∫

X

(ω + θv)n(Ric(ω)−∆θv)− S

n + 1
(ω + θv)n+1 (4.9)

(A.16), (4.8)可化为

(∂̄ − iv)(ω +
√−1
2π

θv) = 0, (∂̄ − iv)(Ric(ω)−
√−1
2π

∆θv) = 0
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由附录中定理A.10可得fX(ω, v)不依赖于ω ∈ [ω] = c1(L)的选取. 所以记fX(c1(L), v) =

fX(ω, v).

表达式(4.9)由Tian得到, 它和Tian引入的CM丛和CM稳定性密切相关, 其实Futaki不变量

可以看作CM权. Ding-Tian[5]首先把Futaki不变量推广到正规(normal)的奇异代数簇上. 后

来Donaldson[7]给出Futaki不变量的代数定义.

下面我们计算Hilbert权的表达式, 得到光滑情形它和Futaki不变量的关系, 从而得

到Donaldson关于Futaki不变量的代数定义.

4.2 Hilbert权权权的的的计计计算算算和和和Futaki不不不变变变量量量的的的代代代数数数定定定义义义

设v生成(X, L)上一个全纯的C∗作用, 记作σ(et). 圆周S1 ⊂ C∗. C∗作用在H0(X, kL)上:

对任意的et ∈ C∗, s ∈ H0(X, kL),

(et · s)(z) = et · s(e−tz) (4.10)

我们有分解

H0(X, kL) =
Nk⊕
α=0

Csα (4.11)

其中Nk + 1 = dimH0(X, kL), et · sα = etλαsα. 记C∗在H0(X, kL)上作用的权定义为

wk =
Nk∑
α=0

λα

利用{sα}把X嵌入到CPNk = P(H0(X, kL)∗)中, kL成为CPNk的超平面丛. 设CPNk的齐次坐标

是{Zα}, 把{Zα}看作超平面丛的截面, 则sα成为截面Zα. C∗作用成为GL(N + 1,C)的一单参

数子群σ(et) = etAk作用在CNk+1 ∼= H0(X, kL)∗上. 在CNk+1的标准正交基下,

Ak = diag(−λ0, · · · ,−λNk
), σ(et) = diag(e−tλ0 , · · · , e−tλNk ) (4.12)

注意有

wk = −tr(Ak) (4.13)

我们用两种办法来计算权wk. 首先注意到S1是紧李群, 可设L上有一S1不变的Hermitian度

量h, ωh = Ric(h) > 0. S1自然也保持ωh.

4.2.1 算算算法法法1

因为S1保持度量h和ωh, 易知S1保持H0(X, kL)上的内积Hilb(hk). 所以属于不同权λα的

特征截面相互内积为0, 所以我们可以取分解(4.11)中的{sα}为一组标准正交基.

设LL
v为v在L上的无穷小作用, ∇L是由h决定的唯一的Hermitian联络. 则有

LkL
v = ∇kL

v + kθv
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θv = µL(v)是矩映射(见附录). 满足

ivωh =
√−1
2π

∂̄θv

注意到LkL
v sα = −λαsα, 于是λαsα = −∇kL

v sα − kθvsα. 所以

λα|sα|2hk = (λαsα, sα)hk = −(∇kL
v sα + kθvsα, sα)hk = −v(|sα|2hk)− kθv|sα|2hk

最后一个等式利用了∇kL保持度量, 而且, 因为sα是全纯的, ∇kL
v̄ sα = 0. 所以

wk =
Nk∑
α=0

λα =
Nk∑
α=0

λα‖sα‖2
Hilb(hk) =

1
n!

∫

X

∑
α

λα|sα|2hk(kωh)n

= − 1
n!

∫

X

(v(
∑

α

|sα|2hk) + kθv

∑
α

|sα|2hk)(kωh)n

= − 1
n!

∫

X

θv(kBk(h)−∆ωh
Bk(h))(kωh)n (4.14)

把Bergman核的展式(3.3)带入得

wk = −
∑
i=0

kn+1−i 1
n!

∫

X

θv(ai −∆ai−1)ωn
h (4.15)

= −(
kn+1

n!

∫

X

θvω
n
h +

kn

2n!

∫

X

Sθvω
n
h + · · · ) (4.16)

我们可以换一种角度来看式(4.14). 设σ(et)∗h是度量h通过σ的拉回, 自然有ωσ∗h = σ∗ωh. 对任

意的截面s, 注意在截面上作用的定义(4.10), 有

|s|2σ∗h(z) = |σ · s(z)|2h(σ · z) = |σ · s(σ−1 · σ · z)|2h(σ · z) = (σ∗|σ · s|2h)(z)

所以

〈sα, sβ〉Hilb(σ∗hk) =
1
n!

∫

X

(sα, sβ)σ∗hkσ∗(kωh)n

=
1
n!

∫

X

σ∗((σ · sα, σ · sβ)hk)σ∗(kωh)n

=
1
n!

∫

X

(σ · sα, σ · sβ)hk(kωh)n (因为σ(X) = X)

= 〈σ · sα, σ · sβ〉Hilb(hk)

令Hilb(h)表示内积矩阵(〈sα, sβ〉Hilb(h)). 注意到σ作用在{sα}下的矩阵是σ−1. 所以

Hilb(σ∗hk) = σ−1Hilb(hk)(σ−1)∗ (4.17)

(σ−1)∗表示共轭转置. 所以

log det Hilb(σ∗hk) = −2 log det σ + log det Hilb(hk) (4.18)

20



北京大学硕士研究生学位论文 第四章 FUTAKI 不变量, HILBERT权和CHOW权

由(4.12)和(4.13), 两边对t求导得

wk = − d

dt
log det(σ) =

1
2

d

dt
log det Hilb(σ∗h)

注意到(σ∗h)−1 d
dt

σ∗h = −2θv. 所以式(4.14)由下面的计算得到. 对任意的一族Hermitian度

量ht = he−φt , 使得ωht
= Ric(ht) > 0.

d

dt

∣∣∣∣
t=0

log det Hilb(hk
t ) = tr

(
Hilb(hk

0)
−1 d

dt

∣∣∣∣
t=0

Hilb(hk
t )

)

=
d

dt

Nk∑
α=0

1
n!

∫

X

|sα|2hk
0
(kωh0)

n (这里{sα}是Hilb(hk
0)的标准正交基)

=
1
n!

Nk∑
α=0

∫

X

|sα|2hk
0
(−kφ̇ + ∆ωh0

φ̇)(kωh0)
n

= − 1
n!

∫

X

φ̇(kB(hk
0)−∆ωh0

B(hk
0)(kωh0)

n (4.19)

4.2.2 算算算法法法2

我们来介绍Donaldson利用等变上同调的计算方法. 设O(1)是CP1上超平面丛, P是O(1)的

圆周丛. 有Kähler流形的纤维化

X → X = P ×S1 X
π→ CP1

X上有全纯线丛L = P ×S1 L → X . CP1上有全纯向量丛

P ×S1 (H0(X, kL)) = R0π∗O(kL) = IndDk

其中Dk = ∂̄kL
X + (∂̄kL

X )∗是沿纤维X的Dirac算子. 注意到有

wk = c1(P ×S1 (H0(X, kL))) = c1(IndDk)

由Family Riemann-Roch定理有

wk = c1(IndDk) = (
∫

X

ek c1(L)Td(TX))[2] (4.20)

其中TX = T 1,0X是沿纤维的复切丛, 它是X上的全纯向量从. 设ξ是S1作用对应的实全纯向

量场. 则v = −Jξ+
√−1ξ
2

. 设Θ是标准Fubini-Study度量决定的P上的曲率, 看作CP1上的微分形

式, 令

t =
1
2π

Θ =
√−1
2π

∂∂̄ log det(1 + |z|2) =
1
π

dx ∧ dy

(1 + x2 + y2)2

则〈[t], [CP1]〉 =
∫
CP1 t = 1. c1(L)在等变de Rham复形中表示为

√−1
2π

(RL + µL(ξ)Θ) = ω − µL(v)t = ω − θvt (4.21)
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c(TX)表示为det(1 +
√−1
2π

RTX
u(1)(ξ)), 其中

RTX
u(1)(ξ) = RTX − (∇ξ)|T 1,0XΘ = RTX −√−1(∇v)Θ (4.22)

取迹可得c1(TX)表示为

Ric(ω) +
1
2π

div(v)Θ = Ric(ω) + ∆θvt (4.23)

由附录中交换图表得

wk =
[∫

X

ek (ω−θvt)Td

(√−1
2π

(RTX −√−1(∇v)Θ)
)]

[2]

(4.24)

设曲率形式

Ωδ
γ =

∑
α,β

Rγ
δ
αβ̄dzα ∧ dz̄β (4.25)

由(3.2)和(4.22)可计算得

Td

(√−1
2π

(RTX −√−1(∇v)Θ)
)

linear

= 1 +
1
2
(
√−1
2π

tr(Ω) + ∆θvt) +

+
1
24

((
√−1
2π

)2(3tr(Ω)2−Ωβ
αΩα

β)+
√−1
2π

(6∆θvtr(Ω)−2Ωβ
αvα

,β)t)+· · ·

代入(4.24)可得wk关于k的展开式

wk = −
∑
i=0

Dik
n+1−i (4.26)

D0 = − 1
(n + 1)!

∫

X

(ω − θv)n+1 =
1

(n + 1)!

∫

X

(ω + θv)n+1 =
1
n!

∫

X

θvω
n (4.27)

D1 = − 1
2n!

∫

X

(ω − θv)n(Ric(ω) + ∆θv) =
1

2n!

∫

X

(ω + θv)n(Ric(ω)−∆θv) =
1

2n!

∫

X

Sθvω
n

(4.28)

D2 = −(
√−1
2π

)2
1

24(n− 1)!

∫

X

(ω − θv)n−1((
√−1
2π

)2(3(Tr(Ω))2 − Ωβ
αΩα

β) +
√−1
2π

(6∆θvtr(Ω)− 2Ωβ
αvα

,β))

=
1
n!

∫

X

θv(
1
24

(Rα
β

γδ̄Rβ
αγδ̄ − 4Rα

βRβ
α + 3S2)− ∆S

6
)ωn

=
1
n!

∫

X

θv(
1
24

(|R|2 − 4|Ric|2 + 3S2)− ∆S

6
)ωn

比较(4.4)和(4.27), (4.28)得

fX(c1(L), v) = n!(S D0 − 2D1) (4.29)

因为光滑情形有上式, Donaldson就把它作为Futaki不变量的代数定义. 注意Futaki不变量的两

个性质.
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命题 4.2. 设c是一整数.

(1) 当把σ(et)的作用变为σ(ect)时, Futaki不变量变为原来的c倍.

(2) 当把σ(et)的作用变为σ(et) · ect时, Futaki不变量不变.

注 7. 易知, (4.26)中的系数Di都可写作

Di =
1
n!

∫

X

θvbiω
n

其中bi是曲率及其协变导数的多项式. 比较(4.15), 可以猜测有关系式

bi = ai −∆ai−1

如果这是对的, 则它给出了计算Bergman核展式的一个递推公式, 因为bi是可以直接计算的.

例如

a2 = b2 + ∆a1 =
1
24

(|R|2 − 4|Ric|2 + 3S2) +
∆S

3
这和Lu[12]的结果是一样的. 但是因为θv只是特殊的函数, 我们需要证明Riemann-Roch公式中

的积分项ekωhTd(RTX(h))关于L上度量h的Bott-Chern类在X上的积分(由附录A.7, 这是良好

定义的)等于 ∫

X

(h−1ḣ)(kBk(h)−∆Bk(h))(kωh)n

4.3 例例例子子子

我们计算超曲面及完全交(complete intersection)Hilbert权的展式, 可得Futaki不变量

和Chow权. Futaki不变量计算结果和Lu[13]用解析方法计算的结果是一样的。

例 4.1. 设F是d次齐次多项式,

X = {Z = [Z0, Z1, . . . , ZN ] ∈ CPN |F (Z) = 0}

X的坐标环为

S(X) = C[Z0, · · · , ZN ]/(F ) =
∞⊕

k=0

Sk(X)

其中(F )是F生成的理想, 按次数有分解(F ) =
⊕∞

k=0 Ik, 其中Ik是能被F整除的k次齐次多项

式. 我们有正合列

0 −→ Ik(X) −→ Symk((C∗)N+1) −→ H0(X, kH) −→ 0 (4.30)

即Sk(X) ∼= H0(X, kH).

设H是CPN的超平面丛, 我们取c1(H)为Kähler类. 由伴随公式有

K−1
X + [X]|X = K−1

CPN |X

23
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而[X] = dH, CPN = (N + 1)H, 所以K−1
X = (N + 1− d)H|X . 所以

S = (N − 1)(N + 1− d)

设σ(et) : C∗ → SL(N + 1,C)是单参数子群, v是生成σ(et)的全纯向量场. 设σ(et)保持X不变,

且v的无穷小作用有

v · F = µF

因为σ(et) ∈ SL(N+1,C), C∗在(C∗)N+1上权λ = 0. 在H0(X, kH)上的权wk等于Symk((C∗)N+1)和Ik(X)上

的权之差. 所以

wk = λ
k
(

k+N
N

)

N + 1
−

(
λ

(k − d)
(

k−d+N
N

)

N + 1
+ µ

(
k − d + N

N

))

= −kN

N !
µ− kN−1

2(N − 1)!
µ(N + 1− 2d)

所以由(4.29)可得

fX(c1(H), v) =
(d− 1)(N + 1)

N
µ (4.31)

我们可以用相同的方法来计算完全交的Futaki不变量. 设F1, F2, · · · , Fr是次数分别为d1, d2, · · · , dr的

齐次多项式. X是完全交

X =
r⋂

i=0

{Fi = 0}

X的坐标环为

S(X) = C[Z0, · · · , ZN ]/(F1, · · · , Fr) =
∞⊕

k=0

Sk(X)

设σ(et)保持X不变, 且

vFi = µiFi, i = 1, · · · , r

我们也有正合列(4.30), 所以

wk = λ
k
(

k+N
N

)

N + 1
−

r∑
α=1

(−1)α−1
∑

1≤i1<i2<···<iα≤r

[λ
(k − (di1 + di2 + · · ·+ diα

))
(

k−(di1+di2+···+diα )+N
N

)

N + 1

+(µi1 + µi2 + · · ·+ µiα
)
(

k − (di1 + di2 + · · ·+ diα
) + N

N

)
]

λ=0= −
r∑

α=1

(−1)α−1
∑

1≤i1<i2<···<iα≤r

(µi1 + µi2 + · · ·+ µiα
)
(

k − (di1 + di2 + · · ·+ diα
) + N

N

)

= − 1
N !

N∑
p=0

kN−p

p∑
q=0

(−1)q

(
N − p + q

q

)
cp−q(N)aq (4.32)

其中

cs(N) =
∑

1≤j1<i2<···<js≤N

j1 × j2 × · · · × js
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是N的2s次多项式,

c0 = 1, c1 =
N∑

j=1

j =
N(N + 1)

2

c2 =
∑

1≤i<j≤N

i× j =
1
24

N(N + 1)(N − 1)(3N + 2)

而

aq =
r∑

α=1

(−1)α−1
∑

1≤i1<i2<···<iα≤r

(µi1 + · · ·+ µiα
)(di1 + · · ·+ diα

)q

易知对任意的q < r − 1, aq = 0. 而对q = r − 1, r有:

ar−1 = (−1)r−1(r − 1)!(µ1d2 · · · dr + µ2d1d3 · · · dr + · · ·+ µrd1 · · · dr−1)

= (−1)r−1(r − 1)!
r∏

i=1

di

r∑
i=1

µi

di

ar =
1
2
(−1)r−1r!((µ1 + · · ·+ µr)d1 · · · dr + (µ1d2 · · · dr + · · ·+ µrd1 · · · dr−1)(d1 + · · ·+ dr))

=
1
2
(−1)r−1r!

∏
i

di(
∑

i

µi +
∑

i

µi

di

∑
i

di)

代入(4.32)得

−wk =
kN−r+1

N !
(−1)r−1

(
N

r − 1

)
ar−1 +

kN−r

N !
[(−1)r−1

(
N − 1
r − 1

)
N(N + 1)

2
ar−1 + (−1)r

(
N

r

)
ar]

=
kN−r+1

(N − r + 1)!

r∏
i=1

di

r∑
i=1

µi

di

+
1
2

kN−r

(N − r)!

∏
i

di[(N + 1−
∑

i

di)
∑

i

µi

di

−
∑

i

µi]

fX(c1(H), v) =
(N − r)(N + 1−∑

i di)
N − r + 1

∏
i

di

∑
i

µi

di

−
∏

i

di[(N + 1−
∑

i

di)
∑

i

µi

di

−
∑

i

µi]

=
∏

i

di(
∑

i

µi −
N + 1−∑

i di

N − r + 1

∑
i

µi

di

)

特别的, 当r = 1时, 我们得式(4.31). 注意我们假设了σ ∈ SL(N + 1,C), 利用(2.20)和(4.27),

我们还可得到完全交的Chow权的表达式:

wch(σ) =
∏

i

di

∑
i

µi

di

我们取Ding-Tian[5]中的两个例子检验正规奇异情况下解析定义和代数定义是相同的.

例 4.2. F = Z0Z
2
1 + Z2Z3(Z2 − Z3), σ(et) = diag(1, e3t, e2t, e2t), v是σ对应的全纯向量场. 注

意由伴随公式有K−1
X = H|X . 向量场在线丛上的不同提升相差常数因子. 利用命题4.2(2),

fX(c1(X), v) = fX(c1(H), v).
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利用Futaki不变量的性质, 只要求作用σ̃(et) = σ(e4t) · e−7t = diag(e−7t, e5t, et, et) ∈
SL(4,C)的Futaki不变量,设ṽ是σ̃对应的向量场. 此时N = 3, d = 3, µ = −3,代入式(4.31)得Futaki不

变量为fX(c1(H), ṽ) = −8. 所以fX(c1(X), v) = fX(c1(H), v) = −2.

下面用解析的定义方法. X有唯一的商奇点p0 = [1, 0, 0, 0]. 这个奇点局部上是C2/Γ, Γ是

二面体群D4在SU(2)中的提升. |Γ| = 8. 商映射可写为

π : C2 → X

(z1, z2) 7→ [1,
(z4

1 − z4
2)

4
(z1z2),

(z2
1 + z2

2)
2

4
, (z1z2)2]

σ(et)可以提升到C2上, 变为(z1, z2) 7→ (e
t
2 z1, e

t
2 z2). 所以π∗v = 1

2
(z1∂z1 + z2∂z2). v有5个零

点[1, 0, 0, 0], [0, 1, 0, 0], [0, 1, 0, 0], [0, 0, 1, 0], [0, 0, 1, 1]. 利用Ding-Tian[5]中的局部化公式(v的

零点都是0维的情形)

fX(c1(X), v) =
1

n + 1

∑
z∈X

v(z)=0

1
|Γz|

(divz(v))n+1

det(∇v|TzX)
(4.33)

我们可计算

fX(c1(X), v) =
1
3
(
1
8

13

1
4

+
(−2)3

1
+ 3

(−1)3

−2
) = −2

结果和前面是一样的.

例 4.3. F = Z0Z
2
1 + Z1Z

2
2 + Z3

3 , σ(et) = diag(1, e6t, e3t, e4t). 也有K−1
X = H|X .

利用Futaki不变量的性质, 令σ̃(et) = σ(e4t) · e−13t = diag(e−13t, e11t, e−t, e3t). N = 3,

d = 3, µ = −9. 代入式(4.31)得fX(c1(H), ṽ) = −24. 所以fX(c1(X), v) = fX(c1(H), v) = −6.

X有唯一的商奇点[1, 0, 0, 0]. 局部上是C2/Γ, Γ是正四面体旋转群在SU(2)中的提升.

|Γ| = 24. 商映射为(可参见F.Klein的书 Lectures on the Icosahedron 中的计算)

π : C2 → X

(z1, z2) 7→ [1, (z4
1 + 2

√−3z2
1z

2
2 + z4

2)
3, 2(−3)

3
4 z1z2(z4

1 − z4
2),−(z8

1 + 14z4
1z

4
2 + z8

2)]

σ(et)提升到C2上变为(z1, z2) 7→ (e
t
2 z1, e

t
2 z2). 所以π∗v = 1

2
(z1∂z1+z2∂z2). v有3个零点[1, 0, 0, 0],

[0, 1, 0, 0], [0, 0, 1, 0]. 利用局部化公式(4.33)可计算得

fX(c1(X), v) =
1
3
(

1
24

13

1
4

+
(−5)3

6
+

(−2)3

−3
) = −6
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第第第五五五章章章 能能能量量量泛泛泛函函函和和和稳稳稳定定定性性性

5.1 K泛泛泛函函函和和和K稳稳稳定定定性性性

对任意的φ ∈ P (X, ω), K泛函最早由Mabuchi[15]引入, 定义为

νω(φ) = −
∫ 1

0

dt

∫

X

(S(ωφt
)− S)

d
dt

φt ωn
φt

其中φt是P (X, ω)中连接0到φ的任意一条道路.

注 8. K泛函可以写成关于RK−1
(h)RL,n(h)− S

n+1
RL,n+1(h)的Bott-Chern类的积分

∫

X

∫ 1

0

(∆φ̇ωn
φ − nφ̇Ric(ωφ) ∧ ωn

φ + Sφ̇ωn
φ)

利用附录中定理A.7易知不依赖道路φt的选取. 按照附录的记号这里出现了两个丛L和K−1
X ,

而K−1
X 上的度量是由L上的度量决定的. Tian称之为restricted Bott-Chern类.

如果v是X上的全纯向量场, v生成单参数全纯变换σ(et). 设σ(et)∗ω = ω +
√−1
2π

∂∂̄φt,

则φ̇ = θv, 所以
d

dt
νω(φt) = −

∫

X

(S − S)θvω
n = fX([ω], v)

K泛函可看作P (X, ω)上某种凸泛函. Chen[2]证明了Kähler度量的空间K (X, [ω])是一个度量

空间(metric space). P (X, ω)有度量结构: 如果γ = {φt}是一条道路, 则它的长度定义为

L(γ) =
∫ 1

0

dt

∫ √∫

X

|φ̇|2ωn
φ

用弧长变分可以求得测地线方程为

φ̈− |∇φ|2gφ
= φ̈− φ̇iφ̇i = 0 (5.1)

形式上我们有

命题 5.1. νω(φ)沿测地线是凸的. 当X上没有全纯向量场时, 它沿测地线是严格凸的.

证明. 设φt是P (X, ω)中的测地线, 则φt满足方程(5.1), 所以

d2

dt2
F 0

ω(φ) =
∫

X

(φ̈ + φ̇∆φ̇)ω2
φ =

∫

X

(φ̈− φ̇iφ̇i)ωn
φ = 0
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利用(3.11)得

d2

dt2
νω(φ) = −

∫

X

(−φ̇ij
ij + φ̇iSi + Sφ̈ + Sφ̇∆φ̇)ωn

φ − S
d2

dt2
F 0

ω(φt)

=
∫

(φ̇ijφ̇ij − S(φ̈− φ̇iφ̇i))ωn
φ

=
∫

X

φ̇ijφ̇ijω
n
φ ≥ 0

等于0成立当且仅当φ̇i
j̄ = 0, 此时

∑
i φi ∂

∂zi是全纯向量场, 所以命题成立.

Kähler-Einstein的情形我们还有另外一个泛函. 取定ω ∈ c1(X), 设
{

Ric(ω)− ω =
√−1
2π

∂∂̄hω∫
X

ehωωn =
∫

X
ωn

(5.2)

Kähler-Einstein度量的存在性可化为Monge-Ampere方程的可解性:

ωn
φ = ehω−φωn (5.3)

(5.3)是下面泛函的Euler-Langrange方程, 首先由Ding引入

Fω(φ) = F 0
ω(φ)− log(

1
V

∫

X

ehω−φωn) (5.4)

我们来计算F 0
ω的具体表达式. 因为它的定义不依赖于道路的选取. 所以取φt = tφ. 利用组合

恒等式 (
n + 1
i + 1

)
=

n∑
j=i

(
j

i

)

我们可计算得

F 0
ω(φ) = − 1

V

∫ 1

0

dt

∫

X

φ(ω + t∂∂̄φ)n

= − 1
V

∫

X

φωn − 1
V

1
n + 1

n−1∑
i=0

(
n + 1
i + 2

)∫

X

φ ∧ ∂∂̄φ ∧ (∂∂̄φ)i ∧ ωn−1−i

= − 1
V

∫

X

φωn +
1
V

1
n + 1

n−1∑
i=0

n∑
j=i+1

j−1∑
k=i

(
k

i

)∫

X

∂φ ∧ ∂̄φ ∧ (∂∂̄φ)i ∧ ωn−1−i

= − 1
V

∫

X

φωn +
1
V

1
n + 1

n−1∑
k=0

n∑
j=k+1

∫

X

∂φ ∧ ∂̄φ ∧ (
k∑

i=0

(
k

i

)
(∂∂̄φ)i ∧ ωk−i) ∧ ωn−1−k

= − 1
V

∫

X

φωn +
1
V

n−1∑
k=0

n− k

n + 1

∫

X

∂φ ∧ ∂̄φ ∧ ωk
φ ∧ ωn−1−k

= − 1
V

∫

X

φωn + Jω(φ) (5.5)
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其中

Jω(φ) =
1
V

n−1∑
k=0

n−1∑
k=0

n− k

n + 1

∫

X

∂φ ∧ ∂̄φ ∧ ωk
φ ∧ ωn−1−k ≥ 0

特别的, 有

− F 0
ω(φ) ≤ 1

V

∫

X

φωn (5.6)

利用连续性方法和Kähler-Ricci流, Tian证明了Kähler-Einstein度量的存在性等价于Fω(φ)

在P (X, ω)上的某种增长性称为properness, 见[21], [22]. νω(φ)和Fω(φ)都满足cocycle条件, 它

们相差一个依赖于度量的函数. 计算可知

νω(φ) = −n

∫ 1

0

dt

∫

X

φ̇(Ric(ωφ)−Ric(ω) + Ric(ω)− ω + ω − ωφ) ∧ ωn−1
φ

=
∫

X

log
ωn

φ

ωn
ωn

φ +
∫

X

hω(ωn − ωn
φ) +

∫

X

φωn
φ + F 0

ω(φ)

= Fω(φ) +
∫

X

hωωn −
∫

X

hωφ
ωn

φ

可以知道Fω(φ)的properness等价于νω(φ)的properness. Tian[21]利用这种properness证明了Kähler-

Einstein度量存在的必要条件是K-稳定性. 后来Donaldson[7]对一般的类重新叙述了K-稳定

性.

定义 5.1. (X, L)的一个test configuration包括:

1. 一个有C∗作用的代数簇X

2. 一个C∗等变作用的正线丛L → X

3. 一个平坦的C∗等变的映射π : X → C, 其中C∗乘法作用在C上.

使得对任意的t 6= 0, Xt = π−1(t)同构于X, 且(Xt,L|Xt
)同构于(X, L).

在Tian开始的定义中, 取L = K−1
X , 要求没有重纤维, 并且中间的纤维X0是正规的. 并且

猜想Kähler-Einstein的情形只需要考虑正规的情形就可以了. C∗作用在中间的纤维X0上, 诱

导了全纯向量场v. 虽然X0可能是奇异的, Ding-Tian[5]证明了Futaki不变量fX0(c1(X), v)仍可

以良好定义.

定义 5.2 (Tian). (X, L)称为是K-稳定的(K-半稳定的), 如果X没有全纯向量场, 并且对任意

的不是乘积的test configuration, fX0(c1(L), v)都有正(非负)的实部.

当k充分大时, 利用kL的C∗作用的特征截面可以把一个test configuration等变地嵌入

到CPNk中, 成为CPNk的一族代数簇Xt, C∗作用成为GL(Nk + 1,C)的一个单参数子群σ(et) =

etAk . Xt = σ(et)(X), X0 = limt→0 Xt. 由(4.15)或(4.26)知

tr(Ak) = D0k
n+1 + D1k

n + · · ·
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Ak对应的全纯向量场限制在X0上是v. tr(Ak)不一定是0. 令

Ak = Ak − tr(Ak)
Nk + 1

INk+1

σk(et) = exp(tAk) ∈ SL(Nk+1,C). 记Mk(X0)是X0作为CPNk的代数子簇计算矩阵M(X0)(2.10)

tr(Mk(X0)) = knV = knn!C0

由(4.16)和(4.27)可得

tr(Mk(X0)Ak) =
∫

X

µkL(v)ωn
k = kn+1

∫

X

µL(v)ωn = kn+1n!D0

由第二节式(2.22)知σk的Chow权为(见[9])

wch(σk) = (n + 1)tr(Mk(X0)Ak) = (n + 1)
(

tr(Mk(X0)Ak)− tr(Mk(X0))tr(Ak)
Nk + 1

)

= (n + 1)
(

kn+1n!D0 − knn!D0(D0k
n+1 + D1k

n + · · · )
C0kn + C1kn−1 + · · ·

)

= (n + 1)!(kn C1D0 − C0D1

C0

+ · · · )
= (n + 1)knfX0(c1(L), v) + · · · (5.7)

如果当k充分大时, X是Chow稳定的, 则wch(σk) > 0, 当k >> 1. 由(5.7)有fX0(c1(L), v) ≥ 0.

所以我们说明了

命题 5.2. 渐近Chow稳定能推出K-半稳定.

第二节中, 我们已说明Donaldson证明了当Aut(X, L)是离散时, 常数量曲率存在能得出渐

近Chow稳定性. 所以此时(X, L)也是K-半稳定的.

5.2 有有有限限限维维维空空空间间间上上上泛泛泛函函函的的的逼逼逼近近近

我们知道Chow稳定性等价于泛函

F̃ (σ) = −V · F 0
ωF S

(φσ)− 2V

N + 1
log det(σ), σ ∈ GL(N + 1,C)/U(N + 1)

的properness. 为了下面的分析, 我们把这个泛函改写一下. 设X已经嵌入射影空间CPN ,

O(1)是超平面丛. O(1)有标准的Fubini-Study度量| · |FS . 把齐次坐标看作H0(X,O(1))的一

组基Zα. 注意对称空间GL(N + 1,C)/U(N + 1)就是CN+1上所有内积组成的空间. 对任意

的内积H, 设{sα}是H的一组标准正交基, 令s′α =
√

V
n!(N+1)

sα. {Zα}到{s′α}的转移矩阵σ满

足s′α = σβ
αZβ, 不同的标准正交基相差U(N + 1), 所以σ ∈ GL(N + 1,C)/U(N + 1), 而且可
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以使得det(σ) ∈ R. 记Hilb(H)为内积矩阵{(Zα, Zβ)H}, 则detHilb(H) = det(σ)−2. {sα}决定
了O(1)上的另外一个度量FS(H), 满足

|s′α|2FS(H) =
|s′α|2FS∑N

β=0 |s′β|2FS

= |s′α|2FSe−φH (5.8)

其中

φH = log
N∑

β=0

|s′β|2FS = log
∑

β

|
∑

γ

σγ
βZγ |2FS = log

|σ · Z|2
|Z|2 = φσ

注意到F 0
ω的性质, 可以把ωFS换成取定的ω = Ric(h). 所以相差常数F 0

ωF S
(h)下, 泛函F̃ (σ)可写

为

F̃ (H) = −V · F 0
ω(FS(H)) +

V

N + 1
log det H (5.9)

其中我们简记

F 0
ω(FS(H)) = F 0

ω(− log
FS(H)

h
)

设H∗是F̃ (H)的临界点, 则H∗的标准正交基sα给出X的balanced的嵌入. 令h∗ = FS(H),

h∗是O(1)上balanced度量, 满足

Hilb(FS(H∗)) = H∗, FS(Hilb(h∗)) = h∗ (5.10)

我们把泛函(5.9)推广到无穷维空间P (X, ω). 由Chow权表达式(2.22), 及(2.20), (4.13)和

式(4.14)知Chow权可以表示为
∫

X

θv(h)ωn
h −

V

N + 1

∫

X

θv(B(h)−∆ωh
B(h))ωn

h

把θv换成Kähler势, 在沿路径φt积分, 利用式(4.19)可得所要泛函为: 对任意的φ ∈ P (X, ω),

F (φ) = −V · F 0
ω(φ) +

V

N + 1
log det Hilb(hφ)

其中Hilb(hφ) = (〈sα, sβ〉)是(N + 1)阶正定的内积矩阵, {sα}是H0(X, L)中取定的一组基. 这

个P (X, ω)上的泛函和原来GL(N + 1,C)/U(N + 1)上的泛函有密切的关系.

命题 5.3 (Donaldson[8]). (1) F (φ)的临界点是balanced度量, 即Bergman核B(hφ)是常数.

(2) F (φ) ≥ F̃ (Hilb(hφ)), F̃ (H) ≥ F (FS(H)).

(3) balanced度量是F (φ)的最小点.

证明. (1) 利用式(4.19)得

d
dt

F (φ) =
∫

X

φ̇ωn
φ −

V

N + 1
1
n!

∫

X

φ̇(B(hφ)−∆φB(hφ))ωn
φ

= − V

N + 1
1
n!

∫

X

φ̇(B(hφ)−∆ωφ
B(hφ)− c)ωn

φ
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其中, 由Bergman核B(hφ)的定义得

c =
1
V

∫

X

(B(hφ)−∆ωφ
B(hφ))ωn

φ =
(N + 1)n!

V

如果φ是F (φ)的临界点, 则∆ωφ
(B(hφ) − c) = B(hφ) − c. 注意到∆的特征值都是非正的,

所以B(hφ) = c. 所以hφ是balanced度量.

(2) 设{sα}是Hilb(hφ)的一组标准正交基, s′α =
√

V
n!(N+1)

sα. 则和(5.8)一样有

|s′α|2FS(Hilb(hφ)) =
|s′α|2hφ∑N

β=0 |s′β|2hφ

1
V

(F̃ (Hilb(hφ))− F (φ)) = −F 0
ωφ

(FS(Hilb(hφ))) (由F 0
ω的性质)

≤ 1
V

∫

X

log(
∑

α

|s′α|2hφ
)ωn

φ (由式(5.6))

≤ log(
1
V

∫

X

∑
α

|s′α|2hφ
ωn

φ) (利用log的凹性)

= log(
1

(N + 1)n!

∫

X

∑
α

|sα|2hφ
ωn

φ) = 0

对于第二个不等式, 同样设{sα}是H的标准正交基, s′α =
√

V
n!(N+1)

sα.

F (FS(H))− F̃ (H) =
V

N + 1
(log det Hilb(FS(H))− log det(H))

≤ V log(
1

(N + 1)n!

∑
α

∫

X

|sα|2FS(H)ω
n
FS(H))

= V log(
1
V

∑
α

∫

X

|s′α|2FS(H)ω
n
FS(H))

= 0

其中不等号是因为, 对于任意的N + 1阶正定Hermitian矩阵A, 通过对角化和平均值不等

式有

(detA)
1

N+1 ≤ tr(A)
N + 1

或
1

N + 1
log det A ≤ log

tr(A)
N + 1

(3) 因为balanced度量H∗是F̃的最小值, 所以利用(2)和式(5.10)得

F (φ) ≥ F̃ (Hilb(hφ)) ≥ F̃ (H∗) = F (FS(H∗)) = F (h∗)
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把L换成kL, 第k个Chow稳定性对应着泛函

Fk(φ) = −Vk · F 0
kω(kφ) +

Vk

Nk + 1
log det Hilb(hk

φ)

设φt是P (X, φ)中一条道路, 利用式(4.19)和Bergman核的展式(定理3.1), 有

d

dt
Fk(φ) =

∫

X

kφ̇(kωφ)n − knV

Nk + 1
1
n!

∫

X

φ̇(kB(hk
φ)−∆ωφ

B(hk
φ))(kωφ)n

= kn+1

∫

X

φ̇ωn
φ −

V kn

V kn + 1
2
SV kn−1 + · · ·

∫

X

φ̇(kn+1 +
1
2
S(ωφ)kn + · · · )ωn

φ

= −kn

∫

X

φ̇(S − S)ωn
φ + O(kn−1)

显然这个式子是(5.7)在积分得到的凸泛函上的体现.

由Bergman核展式的一致性知, 对任意的r, 存在正整数s使得对于P (X, ω)中Cs+2模一致

有界的φ, 我们有

Fk(φ) = knνω(φ) + O(kn−1) (5.11)

由命题5.3知balanced度量hk是Fk(φ)的最小值. 利用定理3.7和逼近式(5.11), 可得

定理 5.4 (Donaldson[8]). 设在c1(L)中存在常数量曲率度量ω∞, 且Aut(X, L)离散, ω∞是K泛

函的最小值.

一般情况下, Kähler类不一定是代数的, Chen-Tian[3]证明了常数量曲率也是达到K-泛函

的最小值.
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附附附录录录 A 附附附录录录

A.1 紧紧紧李李李群群群的的的等等等变变变上上上同同同调调调

设G是一个紧李群, EG → BG是万有G主从. 即满足EG是可缩的. 设G作用在光滑流

形m维实流形X上. 令XG = EG×G X = (EG×X)/G是配丛, 有纤维化X → XG → BG.

定义 A.1. X的等变上同调定义为

H∗
G(X) = H∗(XG)

特别的, H∗
G({pt}) = H∗(BG), {pt}表示单点集.

我们需要de Rham同调的等变版本. 设g是G的李代数, g∗是其对偶. 对任意的ξ ∈ g,

用ξX记ξ的无穷小作用(如不混淆, 我们也记ξX为ξ):

ξX(x) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tξ) · x

记S(g∗) =
⊕

i Sym(
⊗i

g∗)是g∗的对称代数, A(X) =
⊕m

i=0 Γ(
∧i

T ∗X)是外形式代数. 定义代

数S(g∗) ⊗ A(X)上的一个分次. 对任意的α ∈ Si(g∗) ⊗ Aj(X), deg α
4
= 2i + j. 通过余共轭作

用和拉回, G自然作用在S(g∗) ⊗ A(X)上. 任意的α ∈ S(g∗) ⊗ A(X)可看作从g到A(X)的多项

式函数. 对任意的g ∈ G, ξ ∈ g, (g · α)(ξ) = (g−1)∗(α(Adg−1ξ)).

定义 A.2. X上的等变微分形式定义为S(g∗)⊗ A(X)中的G不变元素. 即α ∈ S(g∗)⊗ A(X)是

等变的当且仅当对任意的g ∈ G, ξ ∈ g, α(Adg−1(ξ)) = g∗α(ξ). 所有的等变微分形式的集合记

为AG(X).

定义 A.3. 等变外微分定义为

(dgα)(ξ) = d(α(ξ))− iξX
α(ξ) =: dξX

(α(ξ))

和外微分一样, 可定义是等变闭形式和等变恰当形式. 还注意有deg dgα = deg α + 1.

命题 A.1. dg保持AG(X)不变, 且限制在AG(X)上有d2
g = 0.

证明. 利用α是G-不变的和(Adg−1ξ)X = (g−1)∗ξX易证dgα也是G-不变的. 并且

(d2
gα)(ξ) = −(diξX

+ iξX
d)α(ξ) = −LξX

α(ξ) = 0 (A.1)
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所以(AG, dg)是复形, 称为等变de Rham复形, H∗(AG, dg)称为等变de Rham同调. 为了看

出定义的来历, 我们回忆一点Chern-Weil理论.

定义 A.4. 设G作用在光滑流形M上, M上的微分形式 η称为基本的(basic), 如果它是水平的

(horizontal)和G不变的, 即对任意的 ξ ∈ g, iξM
η = 0, 并且对任意的 g ∈ G, g∗η = η. 所有基

本微分形式的集合记为A(M)bas.

注 9. 假设M/G是光滑流形, 则通过投影映射的拉回, M/G上的微分形式可以等同于M上的基

本微分形式. 当M上有水平分布时, 定义A(M)上的协变微分为D = h ◦ d, 其中h是向水平部分

的投影. 则我们有复形的同构(A(M)bas, D) ∼= (A(M/G), d).

设P → B是一个G主丛, θ是P上的一个联络形式, Θ是其曲率形式. 对于g中的任意G不变

多项式f , f(Θ)是P上的基本微分形式, 所以可看作B上的微分形式. 我们有Chern-Weil同态

CW : S(g∗)G −→ A(P )bas

an invariant polynomial f 7→ f(Θ)

一般的, 我们有Chern-Weil同态

CW : (S(g∗)⊗A(X))G → (A(P ×X))bas

α 7→ h(α(Θ))

这里h是投影到水平部分. 取g的一组基{ξi}, 设θ = θiξi. 把ξi也看作P ×X上的竖直向量场, 则

h : A(P ×X) −→ A(P ×X)hor

ω 7→
∏

i

(1− θiiξi
)ω (A.2)

命题 A.2. CW ◦ dg = D ◦ CW .

所以CW是复形的同态, 诱导上同调环的同态

C̃W : H∗(AG(X), dg) → H∗(P ×G X) (A.3)

定理 A.3. 当(P, B) = (EG, BG)时, (A.3)是同构.

例 A.1. 当G = S1, BG = CP∞, X = {pt}. 有同构C̃W : C[t] ∼= H∗(BG).

这个定理使得我们可以用等变de Rham复形来计算等变上同调. 为了正文中应用, 我们还

需要下面的交换图表.

命题 A.4.
(S(g∗)⊗A(X))G CW−−−−→ (A(P ×X))bas

∼=−−−−→ A(P ×G X)
R

X

y R
X

y
yπ∗=

R
X

S(g∗)G CW−−−−→ (A(P ))bas

∼=−−−−→ A(B)

(A.4)
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证明. 对任意的α ∈ (S(g∗)⊗A(X))G,利用水平投影的表达式(A.2)和Θ是水平的,易知h(α(Θ)) =

α(Θ) + β ∧ f(θ, Θ), 其中β ∈ A(X)的次数低于dimX. 所以
∫

X

CW (α) =
∫

X

h(α(Θ)) =
∫

X

α(Θ) = (
∫

X

α)(Θ) = CW (
∫

X

α)

下面我们考虑向量丛Chern-Weil理论的等变版本.

定义 A.5. E → X称为一个G向量丛, 如果G线性地作用在E上, 和G在X上的作用相容, 即对

任意的x ∈ X, g ∈ G, 有线性映射gx : Ex → Eg·x.

设∇E是E上G不变的联络, 即对任意的g ∈ G, g∗∇E = ∇E . 和定义A.3相似, 又注意

到(A.1), 定义

定义A.6. 等变联络是作用在S(g∗)⊗A(X, E)上的次数1的算子,对任意的s ∈ S(g∗)⊗A(X, E),

(∇E
g s)(ξ) = ∇E(s(ξ))− iξX

(s(ξ)) =: ∇E
g (ξ)(s(ξ))

等变曲率是作用在S(g∗)⊗A(X, E)的次数2的算子

RE
g (ξ) = (∇E

g (ξ))2 + LE
ξX

其中LE
ξX
定义同李导数, 即对s ∈ S(g∗)⊗A(X, E), 有

(LE
ξX

s)(x) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(−tξ) · s(exp(tξ) · x)− s(x)
t

命题 A.5. (1) RE
g是G不变的张量, 即RE

g ∈ (S(g∗)⊗A(X, End(E)))G.

(2) (Bianchi 恒等式) [∇E
g , RE

g ] = 0.

证明. (1)

RE
g (ξ) = (∇E

g (ξ))2 + LE
ξX

= ∇E,2 − [∇E , iξX
] + LE

ξX

= RE + LE
ξX
−∇E

ξX
= RE + µE(ξ)

其中µE(ξ) = LE
ξX
− ∇E

ξX
称为矩映射. 易知RE ∈ (A2(X) ⊗ End(E))G, µE ∈ (S(g∗) ⊗

End(E))G, 所以可得命题中(1).

(2) 因为g∗∇E = ∇E , 令g(t) = exp(tξ), 在对t求导可得, 对任意的ξ ∈ g, [∇E ,LE
ξX

] = 0. 又注

意到由Cartan公式[iξX
,LTX

ξX
] = [iξX

, diξX
+ iξX

d] = 0. 所以

[∇E
g , RE

g ](ξ) = [∇E
g (ξ), (∇E

g (ξ))2 + LE
ξX

] = [∇E − iξX
,LE

ξX
] = 0
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注 10. 矩映射有几何的描述. 因为E是一G丛, ξX可以提升到E上得向量场ξ̃X . 同时因为联

络∇E , ξX又有水平提升ξ̂X . 于是ξV
X = ξ̃X − ξ̂X是竖直向量场, 对任意的s ∈ Ex,

ξV
X(s) = −µE(ξ)(s)

利用矩映射, Bianchi恒等式可化为, 对任意的ξ ∈ g

[∇E , µE(ξ)] = iξX
RE (A.5)

例 A.2. (1) (X, ω)是一个辛流形, L是复线丛, ∇L是一个联络使得
√−1
2π
∇L,2 = ω, G作用

在(X, L)上, 使得对任意的g ∈ G, g∗∇L = ∇L, 所以也有g∗ω = ω. (A.5)可化为

dµL(ξ) =
2π√−1

iξX
ω (A.6)

所以
√−1
2π

µL : g → C∞(X)是辛几何中标准的等变的矩映射.

(2) E = TX. 设g是X上G不变的黎曼度量, ∇ = ∇TX是其Levi-Civita联络, L = LTX是标准

的李导数. 由∇的无挠性, 有

µTX(ξ) = LξX
−∇ξX

= −∇ξX ∈ Γ(End(TX))

(A.5)可化为

−∇∇ξX = iξX
R ∈ Γ(T ∗X ⊗ End(TX))

现在假设X是Kähler流形, J是其复结构. 上式两边作用J , 注意到∇J = 0和RJ = JR得

−∇∇JξX = iξX
RJ (A.7)

(X, g, J)的Ric曲率形式是(1,1)型的闭形式, 可表示为, 对任意的u, v ∈ TX,

Ric(u, v) =
1
2π

1
2
tr(w → R(u, v)Jw)

在(A.7)两边去迹得

− 1
2π

d(divJξX) = 2iξX
Ric (A.8)

设ξX = ξ1,0
X + ξ0,1

X 是TCX = T 1,0X ⊕ T 0,1X下的分解, 注意到div(ξ1,0
X ) + div(ξ0,1

X ) =

div(ξX) = 0, (A.8)可化为

−
√−1
2π

∂̄div(ξ1,0
X ) = iξ1,0

X
Ric (A.9)

当E → X是复向量丛时, EG ×G E → EG ×G X是复向量丛, 有陈类c(EG ×G E) ∈
Heven(EG×G X). 我们定义:

c(RE
g )

4
= det(1 +

√−1
2π

RE
g )

我们有向量丛Chern-Weil理论的等变版本.
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定理 A.6. c(RE
g ) ∈ (S(g∗) ⊗ A(X))G是等变闭形式, 且它表示的HG(X)中的同调类不依

赖G不变联络∇E的选取. 通过Chern-Weil同态CW (A.3), 在Heven(EG ×G X,R)中, c(RE
g )表

示了c(EG×G E)

A.2 Bott-Chern类类类和和和等等等变变变Dolbeault同同同调调调

设X是复流形, E是X上的全纯向量丛, rkE = r. h是E上的Hermitian度量. h唯一决

定了E的一个联络∇E . ∇E保持度量h, 且和全纯结构相容. 取E的局部全纯标架{si}, 令矩
阵h = (hij) = ((si, sj)h), 则∇E的联络形式是如下(1,0)型的:

θ = h−1∂h

所以∇E的曲率形式为如下(1,1)型的

Θ = dθ + θ ∧ θ = −h−1∂̄h ∧ h−1∂h + h−1∂̄∂h

设∇E = ∂E + ∂̄E是相对于T ∗X = T ∗(1,0)X + T ∗(0,1)X的分解, 则

∂̄E,2 = 0, ∂E,2 = 0, RE = ∂E ∂̄E + ∂̄E∂E = [∂E , ∂̄E ] (A.10)

设fk+1(A) = tr(Ak),对任意的A ∈ gl(r,C). 因为RE仅依赖于度量h,令fk+1(h) = tr((RE)k+1).

Chern-Weil理论告诉我们fk(h)是闭的(k, k)形式, 且它在Hk+1,k+1(X)中的同调类不依赖度

量h的选取. 如果ht是Hermitian度量空间中的一条道路, 我们可以计算

d

dt
tr(RE,k+1) = (k + 1)tr(RE,k[∂̄E ,

d

dt
∂E ])

= k∂̄tr(RE,k[∂E , h−1ḣ])

= k∂̄∂tr(RE,kh−1ḣ)

所以

tr(RE,k+1(h1))− tr(RE,k+1(h0)) = (k + 1)∂̄∂

∫ 1

0

tr(RE,kh−1ḣ)dt

定义A.7. (k+1)
∫ 1

0
tr(RE,kh−1ḣ)dt称为连接h0和h1的关于fk+1的Bott-Chern类,记作f̃k+1(h0, h1).

定理 A.7.
∫

X
f̃n+1(h0, h1)是良好定义的, 不赖于连接h0和h1的道路的选取.

证明. 如果h̃t是另外一族连接h0和h1的Hermitian度量, 令h = hs,t = (1− s)ht + sh̃t. 仍用ḣ表
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示对t求导. 把RE , ∂E , ∂̄E简记为R, ∂, ∂̄, 则

d

ds
tr(Rnh−1ḣ) = ntr(Rn−1[∂̄, [∂, h−1 dh

ds
]]h−1ḣ) + tr(Rn d

ds
(h−1ḣ))

= ∂̄α + ntr(Rn−1[∂, h−1 dh

ds
][∂̄, h−1ḣ]) + tr(Rn(

d

dt
(h−1 dh

ds
)− [h−1 dh

ds
, h−1ḣ]))

= ∂̄α + ∂β − ntr(Rn−1h−1 dh

ds
[∂, [∂̄, h−1ḣ]]) + tr(Rn d

dt
(h−1 dh

ds
))− tr(Rn[h−1 dh

ds
, h−1ḣ])

= ∂̄α + ∂β − tr([Rnh−1 dh

ds
, h−1ḣ]) + ntr(Rn−1h−1 dh

ds
[∂̄, [∂, h−1ḣ]]) + tr(Rn d

dt
(h−1 dh

ds
))

= ∂̄α + ∂β +
d

dt
tr(Rnh−1 dh

ds
)

其中α = ntr(Rn−1[∂, h−1 dh
ds

h−1ḣ]), β = ntr(Rn−1h−1 dh
ds

[∂̄, h−1ḣ]).

注意到dh
ds
|t=0 = dh

ds
|t=1 = 0, 所以

d

ds

∫

X

∫ 1

0

tr(Rnh−1ḣ)dt =
∫

X

∫ 1

0

d

dt
tr(Rnh−1 dh

ds
)dt = 0

下面看看等变Dolbeault同调. G = Aut(X)是X的全纯自同构群, g = Lie(Aut(X))表

示X上全纯向量场的集合. 设Ap,·(X) = Γ(
⊕n

q=0

∧p,q
T ∗X), Ap,·

G (X) = S(g∗) ⊗ Ap,·(X). 定

义∂̄g: 对任意的α ∈ Ap,·
G (X), v ∈ g,

(∂̄gα)(v) = (∂̄ − iv)α(v)

因为

(∂̄ − iv)2 = −(∂̄iv + iv∂̄) = 0 (A.11)

所以(Ap,·
G (X), ∂̄g)成为一个复形, 它的同调称为等变Dolbeault同调, 我们记作Hp,·

G (X).

注 11. 和前面的等变de Rham复形不同的是, 这里因为有复结构, 不需要取G不变元素就

有(A.11)成立.

设v是X上的全纯向量场, 并且v生成的X的单参数变换可以提升为E上的一族全纯的线性

作用, 即v ∈ Lie(Aut(X, E)), 为方便, 我们仍然分别用G和g表示Aut(X, E)和Lie(Aut(X, E)).

同定义A.6令

∇E
g (v) = ∇E − iv, RE

g (v) = ∇E,2
g + LE

v

我们也有

RE
g (v) = ∇E,2 + LE

v −∇E
v = RE + µE(v) (A.12)

命题 A.8.

[∂̄E − iv, R
E
g (v)] = 0 (A.13)
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证明.

[∂̄E − iv, R
E
g (v)] = [∂̄E − iv, (∇E − iv)2] + [∂̄E ,LE

v ]− [iv,LE
v ]

第一项:

[∂̄E − iv, (∇E − iv)2] = [[∂̄E − iv,∇E − iv],∇E − iv]

[∂̄E − iv,∇E − iv] = [∂̄E − iv, ∂
E ] = RE −∇E

v = (∇E − iv)2

第二式利用了(A.10), 和v是(1,0)型的. 由上两式得第一项为0.

第二项, 因为v是全纯向量场, 且全纯地作用在E上. 注意∂̄E表示着E的全纯结构. 在E的局部

全纯标架下表示易证[∂̄E ,LE
v ] = 0.

第三项, 由Cartan公式LTX = di + id易知, [iv,LE
v ] = 0.

注 12. 由(A.12), 且注意到[∂̄E , RE ] = 0, 利用矩映射可以把(A.13)写为

[∂̄E , µE(v)] = ivR
E (A.14)

注意联络和曲率都是由度量决定的, 令

fk+1(h, v) = tr((RE
g (v))k+1) = (k + 1)tr(RE,kµE(v))

定理 A.9. (∂̄ − iv)fk+1(h, v) = 0, 且fk+1(h, v)在Hk,k
G (X)中的同调类不依赖于h的选取.

证明. 由(A.13)有, [∂̄E − iv, (RE
g (v))k] = 0, 两边取迹可知(∂̄ − iv)tr((RE

g (v))k) = 0.

设ht是一族Hermitian度量, ∇E
t 是对应的一族全纯联络. (A.12)两边对t求导, 由(A.10), RE

t =

∇E,2
t = [∂̄E ,∇E

t ], 而∂̄E由E的全纯结构决定不变, 所以有

d

dt
RE

g (v) = [∂̄E − iv, ∇̇E
t ] (A.15)

所以

d

dt
fk+1(ht, v) = (k + 1) tr(ṘE

g (v)(RE
g (v))k) = (k + 1)tr([∂̄E − iv, ∇̇E

t ](RE
g (v))k)

= (k + 1) tr([∂̄E − iv, ∇̇E
t · (RE

g (v))k]) (由(A.13))

= (k + 1) (∂̄ − iv)tr(∇̇E
t · (RE

g (v))k)

= (∂̄ − iv)βt(v)

定理 A.10.
∫

X
fn+1(h, v)不依赖度量h. 记作F (v).

引理 A.11. 对任意的β ∈ A(X) = Γ(
⊕

i

∧i
T ∗X),

∫
X

(∂̄ − iv)β = 0.
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证明. β =
∑n

p,q=1 = βp,q, 则

∫

X

(∂̄ − iv)β =
∫

X

∂̄βn,n−1 − ivβn+1,n =
∫

X

dβn,n−1 = 0

设w ∈ g = Lie(Aut(X, E)), gt = exp(tw), ht = g∗t h, vt = Adg−1
t

v, 则fn+1(ht, v) =

g∗t (f(h, vt)). 所以利用定理??得

F (v) =
∫

X

fn+1(ht, v) =
∫

X

g∗t fn+1(h, vt) =
∫

X

fn+1(h, vt) = F (Adg−1
t

v)

对t求导得

定理 A.12. 对任意的v, w ∈ Lie(Aut(X, E)), F ([w, v]) = 0.

例A.3. 设L是Kähler流形(X, ω)上全纯线丛, h是Hermitian度量使得
√−1
2π

Ric(h) = ω,则(A.14)化

为 √−1
2π

∂̄µL(v) = ivω (A.16)

所以µL(v)就是正文中的θv. 设ht = he−φt是一族Hermitian度量, 则Ric(ht) = Ric(h) + ∂∂̄φt.

(A.15)化为
d

dt
(ω +

√−1
2π

µL(v)) = −
√−1
2π

(∂̄ − iv)∂φ̇

TX上有Kähler度量和李导数的全纯作用LTX
v , (A.14)化为

−∂̄∇v = ivR
TX

取迹可得

−
√−1
2π

∂̄∆µL(v) = ivRic(ω) (A.17)

(A.15)化为
d

dt
(Ric(ω)−∆µL(v)) =

√−1
2π

(∂̄ − iv)∂∆φ̇

设C∗作用在(X, L)上, S1 ⊂ C∗是圆周. S1的作用保持度量L上度量h, 且其无穷小生成元是ξ,

则ξ是X上的Killing向量场, 而v = −Jξ+
√−1ξ
2

是生成C∗作用的全纯向量场. 且ξ1,0 =
√−1v. 易

知

µL(ξ) =
√−1µL(v) (A.18)

(∇ξ)|T 1,0X =
√−1∇v (A.19)

所以此时(A.6)和(A.16)是一样的, 而(A.9)和(A.17)是一样的.
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例 A.4. 设X是射影空间CPN的代数子流形, L = H是超平面丛. 设λα ∈ R, 0 ≤ α ≤ N , 令

A =




λ0

. . .

λN


 , σ(t) = exp(tA) =




etλ0

. . .

etλN




A和σ(t)看作CN+1的线性变换, 也自然地成为CPN的射影变换. A是σ(t)的无穷小生成元, 对应

着CPN上全纯向量场v, 设Z = [Z0, Z1, · · · , ZN ]是齐次坐标, {zα′ = Zα′
Z0

;α′ = 1, · · · , N}是一组
非齐次坐标则

v =
N∑

α′=1

(λα′ − λ0)zα′
∂

∂zα′

−H是CPN上的典范线丛, 即纤维化CN+1 → CPN , [Z]上的纤维是1维复空间C · Z. σ(t)作用

在−H上, 也作用在H上. 把Zα看作是H的全纯截面, 则

σ(et) · Zα = e−tλαZα

无穷小作用为

LvZα = λαZα

设| · |2FS是H上标准的Fubini-Study度量, 有

|Zα|2FS =
|Zα|2

N∑
β=0

|Zβ|2

| · |2FS诱导Hermitian联络∇L, 按定义有

∇L
v Zα = v(log |Zα|2FS)Zα = −

N∑
β=0

λβ|Zβ|2

N∑
β=0

|Zβ|2
Zα + λαZα

所以

µL(v)Zα = LL
v Zα −∇L

v Zα =

∑
β λβ|Zβ|2∑

β |Zβ|2 Zα

因为Zα生成L的每根纤维, 所以

µL(v) =

∑
β λβ|Zβ|2∑

β |Zβ|2 (A.20)

由(A.16)得(显然可直接验证)
√−1
2π

∂̄

∑
β λβ|Zβ|2∑

β |Zβ|2 = ivωFS
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由例A.2我们得到了U(N + 1)作用的矩映射, 利用它可得CPN到u(N + 1)的嵌入

ι : CPN −→ u(N + 1)

[Z0, · · · , ZN ] 7→ √−1
(

ZαZβ

|Z|2
)
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