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Séminaire CHOQUET 19-01
(Initiation & 1'Analyse)
9e année, 1969/70, n° 19, 9 p. 21 mai 1970

PROLONGEMENT D'APPLICATIONS LIPSCHITZIENNES
ET DE SEMI-GROUPES DE CONTRACTIONS

par Haim BREZIS

Dans la premidre partie de cet exposé, on considdre une application f définie
sur un sous-—ensemble D d'un espace métrique X , & valeurs dans un espace normé

Y , et vérifiant
(1) Jex) - £(=")] € xd%(x , x') , vx,x'e€eD, avec 0<agl, k>0.
£

On montre que, sous. certaines hypotheses, il existe un prolongement ¢ XY

de f vérifiant (1) sur X (avec les m8mes constantes k et o ).

Dans la seconde partie, on se restreint au cas ou X =Y =H est un espace de
Hilbert. Soient D un sous-ensemble de H , et une femille S(t) de contractions
de D dens D (di. e. (1) est vérifide avec k = o = 1 ), dépendant d'un paramdtre
t >0, et vérifiant une condition de semi-groupe. On cherche 3 prolonger S(t) de

meniére & préserver i la fois la propriété de semi-groupe et de contraction.

1. Prolongement d'applications ligschitziennes et holdériennes.

Nous commengons par un des résultats essentiels.

THEOREME 1. - Soient X ot ¥ deux espaces de Hilbert, et soit f: DCX —» Y
vérifiant

(2) If(x)—f(x')leka—x'lz, "x,x'eD, avec 0<agl et k>0,

Alors il existe f : X — Y vérifiant (2) sur X , ot telle quo T=f sur D.

De plus, on peut choisir f de sorte que T(X) < donv £(D) .

Remarque. — Lorsque o = 1 ( £ 1ipschitzien), ce résultat est dfi & KIRSZBRAUN
[8] dens 1e cas o X et Y sont de dimensions finies, et & VALENTINE [13] dans
le cas général. Lorsque o<1 ( f holdérien), le théordme 1 est dfl & MICKLE [10]
dens le cas ot X est de dimension finie j il a été étendu au cas général indépen-
demment par MINTY [11] et HAYDEN-WELLS [5]. Nous suivons ici la démonstration de
MINTY.

Les deux lemmes suivants seront utiles dans la suite.
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LEMME 1 ( min max de Von Neumann). — Soient A , B € R deux convexes compacts,

et soit &(\ , p) une fonction continue sur A x B, & valeurs dans R , telle que

A +—> (A, p) soit convexe et p F=> &(A, p) soit concave. Alors il existe

Nes et p0eB vérifiant

b0) |

0
g, p)

@(?\O,u)<i§(ko , "A€eA, TpueB .

On trouvera une démonstration trés élémentaire, due & SHIFFMAN, de ce lemme, dans
le livre de KARLIN [6].

LEMME 2 (SCHOENBERG). - Soient wy€R, i=1,2, .. ,n, avec p; 30,

n
1<ign et .le,i=l.Soient x, €X, 1gign (X Hilbert), et soit
1=
0$p$2.Alorsona
< P < P

i,J=1 i=1

Démonstration. - Si 0 < p <1, 1'inégalité (3) est évidente, puisque

- p b p
Iy = [P 5 I[P+ x|

Dans le cas o p = 2 , 1'inégalité (3) est immédiate, car

I S L > ( )
e HelX, = X.| =2 Mo X | =2 e BolX, , X,
i,5=1 = 9+ j=1 - * i,4=1 + 9 17 3

_2 3 MERk _2| 3 w5 llg2 X oulxl?.

i=1 i=1 i

N M

1

Lorsque 1 <p < 2, on procéde par interpolation, autrement dit, on utilise le
théoréme de convexité de M. Riesz. On suppose dans la suite que My >0,

X

il ?

i=1,2, ... ,n. Soit Ep 1'espace des suites {x}
n
la norme (Z p.ilx. 'P>1/p , et soit Fp 1'espace des suites {x }

€ X, muni de

nuni
1<1 i

de la norme ~<i j p,al lJI ')l/P « Soit T 1'application linéaire de EP daps
sJ=1
FP , qui 3 x = {x} fait correspondre Tx = {x. - x.} s et soit ”Tll sa norme.
. D'?pfeg leethéoremg de convexité de M. Riesz, on a HTH HT”l-e ||TH2 y avec
-5 = -——i-— + 5 =1 = 5.
Come 7l s 2 ot |t <42, ona |7 < 2170/2 _ 51/ | picy (3).

On trouvera une démonstration directe, due & FOX, de 1'inégalité (3) dans MINTY

[11].
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Démonstration du théoréme 1. - Sans restreindre la généralité du raisonnement, on

peut supposer que k = 1 . Grice au lemme de Zorn, on construit un prolongement ma-
ximal f de f , vérifiant (2) sur D(F) . Pour montrer que D(f) = X , on raison-
ne par l'absurde, et on suppose donc que D(F) # X . Soit alors X, ¢ D(%) » Par

suite, on a

xED(V B[F(x) , |x - X, 7= ¢

(ou B(y , r) désigne 1a boule fermée de centre y et de rayon ), car stil
existait Yo € Bff(x) ’ Ix - Xq Ia] , on pourrait prolonger T en posant

xeD(v

f(x ) = Yo » ce qui contredirait la maximalité de £ .

Soient alors Xy Xy g eee ) X € D(F) tels que

ﬂlBr(x),|X -x|%1=¢ .
On pose

n .
P=fAeR , 20, 1gign ot in=1} ,

et on définit sur Pn x Pn la fonction

n
- - -z - x| Yy, =
o(r )= 2 THEEA le A N A on y, =*(x) .

I1 est clair que & est continue sur Pn x Pn y €t que N }—> (A , p) est con-
vexe, u f=> 3(A, p) est concave.

D'apres le lemme 1, il existe XO € Pn et uo € Pn tels que
0 0] 0 0
(4) Q()\ yu)sé()\ ,H)éé(h’u)y V)\,,p,EPn .

Montrons que @(u ’ u)-$ 0O, Vue Pn « En effet, on a

n n
2 2
Zul Z&Y|=Zu.h’-|-22uu(y :y')+ Zuyl
j=1 j=1 979 4oy 1R T j=1 9
n n
= 2_1 - v |2

/A

n
1 2
) Z M u~1x - X ' y
2 i,5=1 i P30T J

puisque f vérifie (2). Par suite,
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n n
1 2 e
Q(u ? U') s-z-. Z. p‘i p‘jlxi-xj' - z p‘i'xi—xol \<0 ?
i,j=1 i=1

grice au lemme 2 (appliqué a X, =X, a lieu de X, )+ Reportant A\ = p,o dans
(4), i1 vient

0

s\ ,u) g0,  Wuelr .

I1 en résulte que

n
0
lyi'.zlxjyjlz$lxi-xol2u9 i=1,29"‘!n‘
J=

2 .0
Posant y, = 2 A, ¥y. , 0n a
Y J
J=1

yO € 5_21 B[?(xi) ’ Ixi - xo'd] ’

ce qui conduit & une contradiction.

Enfin, il est clair que 1l'on peut projeter T sur conv £(D) s et obtenir ainsi

un prolongement 3 valeurs dans conv £(D) .

En dehors des espaces de Hilbert, une autre classe d'espaces joue un r8le impor—
tant dans les problimes de prolongement. Soit zz 1'espace Bn muni de la norme

ll| = sup Ixil (plus généralement, on pourrait considérer 1'espace C(K) ou K
&
est un compact extrémement discontinu).

7
THEOREME 2. - Soit X un espace métrique, et soit ¥ = £ . Soient DX, et
f: DY vérifiant

(5) |l£(x) - £(z")|| < xa%(x , x') , "x,x'eD, avec 0<agl et k>0,

Alors il existe une application + de X damns Y , vérifiant (5) sur X, et telle

que f=f sur D.

by

Remarque. - En général, il n'existe pas de prolongement de f & valeurs dans

conv (D) (sauf si =n <2 ).

Démonstration du théordme 2. - Sans restreindre la généralité du raisonnement, on

peut supposer que k = o = 1 , puisque kd*(x , x') définit une nouvelle métrique.

Gréce au lemme de Zorn, on construit un prolongement maximal T de f vérifiant
(5) sur D(?) . Pour montrer que D(T) = X s On raisonne par 1*absurde. Supposons
done que D(F) £ X » et soit x £D(%) .0na
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xeg(?) B[f(x) ’ d(x ’ xo)] =¢ .

D'autre part,

n,. BEx , alx, x)I#4 .
xeD(?)
En effet, comme Y = I:: , il suffit de montrer que l'intersection des projections
de ces boules sur chacune des composantes n'est pas vide. Autrement dit, il faut

montrer que 1'intersection des intervalles ﬂ( I['fk(x) , d(x , xo)] #6 . Or
xeD(f
les intersections deux a deux de ces intervalles ne sont pas vides, puisque

£, (x) = £, (x| g lle(x) = £} g alx, x*) galx, xp) + alx'y %)

et par suite

o [T, (x) , alx, x)1#6 .

On a donc une contradiction.

I1 est intéressant de noter que les deux classes d'espaces considérés (Hilbert et
z; ) sont & "peu pres" les seules & posséder la propriété de prolongement pour des
applications lipschitziennes. Plus précisément, les deux résultats suivants ont été
démontrdés par GRUNBAUM [4] et SCHONBECK [12].

¢ \
THEOREME 3. - Soient X et Y deux espaces de Bamnach, avec Y uniformément

convexe. Supposons que le couple (X , Y) vérifie la propriété suivante :

(6) Pour tout D X , et toute application f : D =Y telle que

l£(x) - £z < l|x = x| vx,x'ed ,

il existe f: X -»7Y qui prolonge f , et telle que

I£(x) - T < llx - x|, vx, x'eX .

Alors X et Y sont des espaces de Hilbert.

THECREME 4. - Soit X un espace de dimension n , tel que le couple (x, X

vérifie la propriété (6). Alors X est, ou bien un espace de Hilbert, ou bien iso-

métrique 3 z‘: (autrement dit, la boule unité de X est, ou bien un ellipsoids,
ou bien un parallélogramme).

2. Prolongement de semi-grouges de contractions.
Soit E un espace de Hilbert sur R, et soit D H .,

Un semi-groupe continu de contractions sur D , est une famille d'applications de
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D dens D, dépendant d'un paramdtre t >0 , et vérifiant

(7) s(0) =1 ,

(8) s(t, + t,) = 8(t)) s(t,) , vt o, %,20 ,

(9) lim |S(t)x - x| =0, vxeDd ,

: -0

(10) Is(+)x - s($)x'| < |x - x| , vx,xtedD, ¥t>0 .

Probldme. ~ Peut—on prolonger S(t) & un ensemble plus grand que D de manidre
a préserver les propriétés (7), (8), (9) et (10) ?
En général, on ne peut pas prolonger S(t) & 1'espace H +tout entier ; par ccu-

tre on a le théordtme suivant.

THEOREME 5 (KOMURA [97). - On pose C = Gonv D . Etant donné un semi-groupe con-

tinu de contractions S(t) sur D, il existe un semi-groupe continu de contrac—

tions Eﬁt) sur C , tel que
S(¢)x = s(¢)x , vt>0, ¥xeD .

Le théortme 5 est particulidrement intéressant du fait que les semi-groupes con-

tinus de contractions sur les ensembles convexes sont bien connus depuis les tra—

LY

vaux de KOMURA [9], KATO [7], CRANDALL~PAZY [ 3], et BROWDER [27]. Ils sont lids & la
résolution d'équations d'évolution comprenant un terme maximal monotone, et que

nous décrivons ici briévement.
Soit A une application multivoque de H dans H , et soit
D(a) ={xeH; Ax#0} .
On dit que A est monotone, si
(y1~y2,xl‘xz)>lo’ VyleAxl! Vyzesz ?

et maximale monotone, s'il n'existe aucun graphe monotone prolongeant strictement

A . Une caractérisation des opérateurs maximaux monotones, due & MINTY, affirme que
A est maximale monotone si, et seulement si, I + AA est surjectif pour tout
A >0 3 ceci permet alors de définir la résolvante (I + )\.ét)"1 de A, qui est une
contraction de H dans H .

On montre aussi que si A est maximale monotone, sza est convexe.

Par ailleurs, pour tout u, € D(4) s 11 existe une fonction u(t) lipschitzienne,

0
unique solution de 1%'équation d'évolution
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u(t) e p(a) , vt>0 ,
ey - Yo (
T U  p.=p. SUr y +o(

Ltapplication U =>u(t) définit un segizgroupe continu de contractions sur
D(A) , que 1l'on prolonge par continuité & D(&) . Le semi-groupe obtenu est désigné
par S(t) , et vérifie (7), (8), (9), (10) ; on dit que 8(t) est le semi-groupe
engendré par - A .

Réciproquement, étant donné un semi-groupe continu de contractions S(t) sur un
convexe fermé C , il existe un graphe A maximal monotone unique tel que 5-(_A.) =C,
et S(t) coincide avec le semi-groupe engendré par - A .

I1 y a donc une correspondance bijective entre les graphes maximaux monotones
d'une part, et les semi-groupes continus de contractions sur des convexes d'autre

part.

En colleboration avec A. PAZY [1], nous avons simplifié la démonstration du théo-
réme 5 qui était trés technique (14 lemmes !), tout en dégageant un résultat plus
général.

L*idée est la suivante : Pour chaque t >,0 , on désigne par 8(t) 1'ensemble de

L

toutes les contractions prolongeant S(t) d C=convD, i. e.
(11) s(¢) ={T: C—>C, T estune contraction et Tx = S(t)x, ¥ xeD} .

On obtient ainsi une famille de contractions de C dens C , qui vérifie "essen-

tiellement" les propriétés d'un semi-groupe.

Plus précisément, on a

(12) s(0) =1, s(t) #8, vt>0 ,
(13) T, Tzeg(t1+’c2) , VTleS(tl) ’ vwzes(tz) y
(14) fxeC, VYe>0, 316>0 tel que,

si 0<t<6§, ona |Tx-x|<e, ¥VTesdt) ,
(15) |Tx - Tx!| < |x - x|, vx,xteC, ¥Tes(t) .
Les propriétés (12), (13), (14), (15) définissent ce qu'on appelle un semi-groupe

multivoque sur C . Il est naturel de poser le probléme suivant.

Probldme. - Btant dorné un semi-groupe multivoque sur un convexe fermé C , peut-
on trouver une sélection de $(t) qui constitue un semi-groupe continu de contrac—

tions ? Autrement dit, existe-t-il un semi~-groupe continu de contractions S(t)
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sur C, tel que S(t)xe Uy ™, ¥xe€C, ¥t>0¢°

Tes(t)
Dans le cas général, ce probléme est ouvert, mais moyennant des hypothdses supplé-

mentaires, la réponse est affirmative. Pour cela, nous introduisons la définition

suivante ¢
On dit que $(t) est fortement r-convexe s8i, pour toute suite finie

X9 Xy g oo 3 X €H ,
pour tout o >0 , et tout t >0 , 1a fermeture de 1'ensemble

U [@+e@-m"x , @+a@-m)"x,, o, @+at-1)"tx]

Pes(t) 2

est convexe dans H" (on notera que, si T est une contraction, alors I+ a(r-1)t

définit une contraction de C dans C ).

On a alors le résultat suivant.

THEOREME 6. — Soit 8(t) un semi-groupe multivoque sur le convexe fermé C . On

suppose gque, ou bien C est localement compact, ou bien §(t) est fortement n-

convexe.

Alors il existe un semi-groupe S(t) continu, de contractions sur C , tel que

s(¢)xe U  Tx, vVt>0, ¥xecC .
TeS(t)

Remarque. — On montre que le semi-groupe multivoque $(t) , décrit en (11), est

fortement r-convexe, de sorte que le théordme 5 résulte du théoréme 6.

Principe de la démonstration du théoréme 6. — Soit w 1'ensemble des couples
(t,T , t>0, Tes(t).Onmontre qu'il existe un ultrafiltre U sur w,
convergeant vers 0 (i. e. ¥ e>0, 3FelU tel que t<e, V(t,T)eF),

pour lequel la limite 1lim (I + %-(I - T)>_l x existe, ¥ A>0, ¥ xeC ; on dé-
U
signe par Jk x la limite (ce point est facile & établir lorsque C est locale-

ment compact, et plus délicat si 1'on suppose que $(t) est fortement »r—convexe).

On prouve ensuite qu'il existe un graphe A maximal monotone, tel que
gox=(+m)x, ¥A>0, vxeC ,

et que D(A) = C . On montre enfin que le semi-groupe engendré par -~ A constitue

une sélection de $(t) .

On trouvera les détails de la démonstration dems [1].
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