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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Une théorie des Doints critiques a Pinfini pour
Péquation de Yamabe et e probléme de Kazdan-Warner. Note de Abbas Bahri et Jean-
Michel Coron, présentée par Jacques-Louis Lions,

On considére dans cette Note un ouvert Q de S3 K une fonction positive sur Q, et I'équation dans
Q—-8Au+6u=Ku® u>0 dans Q, u=0 sur 4Q (pas de condition si Q=83. On suppose que soit K est une
constante (équation de Yamabe) et QS3, soit Q=83 et K est une fonction positive. Le probléme variationnel
est non compact. On analyse dans cette Note les points critiques a I'infini qui lui sont associés. On en déduit

des conditions suffisantes sur K pour qu’elle soit courbure scalaire d’une métrique confirme 4 la métrique
standard de S3.

MATHEMATICAL ANALYSIS. — Critical points at infinity in the Yamabe equation and the Kazdan-
Warner problem.

Let Q be an open set of S* and K be a positive function on Q. We consider the equation —8Au+6u=Kuys
inQ u>0inQ, u=0 on 6Q (no condition if Q=83). W, assume either K is constant and Q#S3 or Q=8>  The
variational problem is not compact. We analyze the critical Points at infinity of this Junctional. We give
sufficient czs)nditions on K to be the scalar curvature of a metric conformally equivalent to the standard
metric on S3.

L. INTRODUCTION. — Sojent S3— {xeR*||x|=1}, cIa métrique canonique sur S°, Q
un ouvert régulier de S3 (éventuellement Q=83 et K une fonction positive et de classe
C? sur Q. On cherche u de O dans R tel que :

(1) —8Au+Ru=K(x)u’, u>0 dans Q
(2) u=0 sur 0Q  (siQ#8S3).

Dans (1) A est le laplacien de (S3, ¢) et R est la courbure scalaire de (S, ¢) soit 6.
Quand Q est différent de S3, on Supposera que K est une fonction constante.

Dans le cas Q=83 Je probléme (1) a Iinterprétation géométrique suivante : existe-t-il
une métrique g sur S3 conforme a c¢ telle que la courbure scalgire de (S3 g) soit K
(chercher g sous Ia forme g=u*""2)? Des obstructions dues & Kazdan-Warner [1]eta
Bourguignon-Ezin [2] sont connues pour ce probléme (probléme de Kazdan-Warner).

Pour ue H'(Q) on pose Hu”é=f (8| Vu|>+R u?)dv. Soit x= {ueH5(Q)|[lul| =1}
Q

On pose :
) 174
I(u):(f K(x)quv) pour ueZX et I*={ueX|uz0)}.
Q

Il est facile de voir que infI n’est pas atteint si Q=83 et K n’est pas constante ou si
z

Q#8° De plus un point critique de I qui est une fonction positive sur Q donne une
solution de (1)-(2). : ;
Soit d(.,.) la distance géodésique sur (S3, ¢) et soit, pour aeS? et A >0, 3(a, M) la

fonction sur S3 :
;\‘ 1/2
d(a, M) (x)=c E] .
A2 +1-(\%=1) cos d(a, x)
ou ¢ est tel que || §(a, M ||=1 (c est en fait indépendant de A et ).
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Soit, pour £€>0 et un entier p, V(p, €) I'ensemble des fonctions de T* telles que

Iap e azeQ e an v v N A, €10, + o[ tels que :
e 1 . 1
U— —— il A S avec ' S= 3
\/§ i; K(ai)1/4 ( ! Q i=1 K(a)'?

MZeTh V4N, e zet vigg

Sl 54—
J
et, si 0Q# ¥, d(a, OQ) A, =g~ 1,
On a:

ProposiTION 1. — Soit U, une suite de L telle que I'(u,) > 0 dans H ' (Q), u,.—0
dans H}(Q) (faiblement) et (I(u,)), est une suite bornse. Alors, quitte a extraire une
Sous-suite, il existe un entier p et une suite (e,), avec g, — 0 quand n — + o tels que :

u,eVip, g,), Vn. B

Le premier travail relatif a cette proposition est di a Sacks-Uhlenbeck [3]. La démonstra-
tion de la proposition 1 est contenue dans les méthodes de [4] a [8].

Notre méthode pour trouver des points critiques de I consiste pour le probléme de 1a
condition de Palais-Smale 3 suivre les lignes du gradient de T au lieu de considérer les
suites (u,), telles que I’ (u,) = 0 et I(u,)<c. Cette méthode a été introduite précédemment
dans [9] pour la conjecture de Weinstein. On verra apparaitre des phénomeénes différents
de ceux de la proposition 1 le long des lignes du gradient de 1.

Pour ue H} (Q) on convient de prolonger u par 0 4 P'extérieur de Q. CGna:

ProPOSITION 2. — Soit P un entier; alors, pour £>0 assez petit et pour u dans Vip, ¢
le probleme :
p
Minimiser ||u— 3 o8 (a;, A,) , avec (Chey it SR (o, .. .. a,)eQ? et
i=1 S
hys « .0, Ry e, & o[” a une solution unique. W

On notera a; (u), A (u), o (u) la solution du probléme de minimisation,

IL Q#8% — Notons d’abord que, quitte a remplacer Q par sa projection stéréo-
graphique sur R3, le probléme (1)-(2) est equivalent a la recherche de u tel que :

—Au=v’ dans Q, u>0 dans Q avec u=0 sur oQ,

ou maintenant Q est un ouvert borné régulier de R3. On note maintenant :

uun=(j1w;2dx)‘”, E={ucH}(@[u]| =1},

= 172
Z'={ueX|ux0}, I(u)=<f uédx>
Q

etz

A

5(@, X)(x)=c{m

1/2
} avec ¢ tel que [|8(a, V)| =1.

Pour xeQ on définit la fonction y — H (x, y) sur Q par :
A H(x, y)=0 dans Q,
H(x, y)=|x—y|™!' sur Q.
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Pouria=(a; = a,) €€’ on définit la matrice M (a) e R?* par :
M;;(a)=H(a, a;)— [ai_ajl B [#], M;;(@)=H (a; a,).

On convient que M;;(a)=—o0 si i#j et a;=a;. On notera p(a) la plus petite valeur
propre de la matrice symétrique M (4) en convenant que p(a)=—oco si, pour un couple
(i, j) avec i#j, on a a;=a;.

On suit maintenant une ligne de gradient de I dans =+ :

ﬂ:—I’(u); w(0)e >,
ds

On suppose qu’il existe pe N et &(s) - 0 quand s — + oo tels que u(s)e V (p, €(s)) pour
s assez grand. ?

On note {voir proposition 2) A, (s)= Ai(u(9)); a; (s)=a; (u(s)); p (s)=p(a(s)).

On appelle points critiques a Iinfini ces orbites du flot qui restent dans un des
V(p, £(s)) pour une certaine fonction £(s) [e(s) > 0 quand s — + ©]. On a le :

THEOREME 1. — On suppose que Vie[l, p], Tim d(a (), 9>0. On a alors :
lim p(s)=0. Si lim p(s)>0, alors p(s) et a(s) convergent quand s — + o et :

o2 ) i e o) ;
A ($)~C;s; C;>0.
Le théoréme suivant affine le théoréme 1 en donnant au voisinage des points critiques
a I'infini la dynamique du flot :
THEOREME 2. — Pour tout §>0, il existe un €0>0 et un so>0 tels que, si u(s)eV (p, €o)
pour 0=s<s, et d(a;(s), 0 =8 pour 0=s=s,, alors pour tout S2s, tel que u(s) reste
dans V (p, &,) pour se[0, s], ona :

i (S_)z&I(u)”z[l(u)zw_l(uf(Z . M—QEH(% a,-)>

}\,i\/fi 20 \/f, j#i\/}Tj lai_aj’
o 1 1
+ —ﬁj“ +_.— e ¥
)y il 7(%5,)

i 1 _ s
la;|(5) < % <Z 7?) » o, Cet Csont des constantes.
k

di(§)=~CI(u)1/2ai<l—afl(u)2f 56>+0<Z%>,
RE)

k
<f |Vv‘2dx>(s—)§KZ).i1 oi v=u— ) o;8(a, ). W
R" i=1

Des formules précédentes, on déduit la variété instable des points critiques a I’infini
donnés par le théoréme 1 en faisant varier les o; autour de o; =1/ \/ﬁ sous la contrainte

p
2 of=1. On obtient ainsi tout « I'ensemble invariant du flot a [infini »
i=1

(voir [10]).

Remarque 1. — On peut aussi montrer avec les méthodes ci-dessus et Schoen [11] que,
sur une variété riemannienne M compacte de dimension 3, la condition de Palais-Smale
est satisfaite le long des lignes d’un pseudo-gradient de I si K est une constante, Q=M
et R est la courbure scalaire de M.
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III. Q=S3. ProBLEME DE KAZDAN-WARNER. — On considére le probléme sur S3 :

—8Au+Ru=K(x)u’,
: {

On cherche des conditions suffisantes sur K pour que (1) admette une solution.
On suppose ici que K est une fonction >0, C?, ayant des points critiques y,, ..., y,
non dégenérés et tels que AK (y,)#0, Vi=1, .. ., m. On a alors le :

THEOREME 3. — Soit k, l'indice de Morse de K en i Si Z (= Dki# —1, alors
i/AK (yi) <0

u>0.

(1) admet une solution.

Remarque 2. — Un contre-exemple di a Kazdan-Warner [1] généralisé par Bourguignon
et Ezin [2] montre que si Y (=1k=—1 alors (1) peut ne pas avoir de solution.
i/AK (7)) <0
Remarque 3. — Pour des variétés différentes de (S, ¢), voir [10].

Idée de la démonstration. — (a) Par rapport au paragraphe II, on montre d’abord que
lona: g (5)=C,; grad K (a;)+o( 1/A;). De sorte que les fonctions & (a, A;) se concentrent
aux points critiques de K.

(b) On montre que sur V(p, €), P22, £,>0, I satisfait (P.S.) le long des lignes de
flot. 11 ne reste donc plus qu’a analyser la situation pour p=1 et a, (s) - y;, ; étant un
des points critiques de K.

(c) On montre que si AK (y,)>0, alors (P.S.) est satisfait le long des lignes de flot sur
V1, &) N {u | [al (u)—yi[ <g, }, € assez petit.

(d) On est donc ramené a étudier la situation en i tel que AK (y,)<0. On ne peut
plus se contenter alors de suivre les lignes de flot de —grad I. Il faut construire un
pseudo-gradient au voisinage de Iinfini qui permet de voir qu’il y a un point critique a
I'infini d’indice de Morse —k,+3 (pour 1) ou k; est I'indice de Morse en ¥; pour K.

(e) On conclut par un argument de caractéristique d’Euler-Poincaré.

Remise le 11 février 1985.
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