Graphes universels avec
sous-graphes exclus

Gregory Cherlin

Paris
10 mai, 2005



Themes
L o

e Sion considere des classes de graphes finis,
globalement:

e Est-ce gu’'on peut faire une théorie de classification dans
le sens de Shelah dans ce contexte?

e “Simple/complexe”

Par exemple:
# Linclusion est-elle un “bon quasi-ordre” sur la classe?
# Existe-t-il une limite dénombrable universelle?

Décidable??
'étude de la 2eme question commence avec des résultats

tres explicites (Komjath/Firedi/...) Puis on est passé par la
Lthéorie des modeles, pour revenir a la combinatoire ... J
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|_e probleme et quelques resultats



Graphes C-libres universels

o .

Existe-t-il un graphe C'-libre, dénombrable, universel?

Exemples Non-Exemples
1. Graphe de Rado 1. Cy-libre
(sans C) 2. K n-libre [KP '84]

2. K,-libre (Fraisse) 3. Cy,-libre [CS]
3. P,-libre [KMP '88] 4. C-libre (2-connexe,
4. Noeud-papillon-libre [K99] Incomplet) [FK]

et d’autres “2-bouquets” 5. T-libre, arbre touffu
5. P (Tallgren) [CS]

6. fleche-libre [GK]
>—>
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Observations

o .

Cas positifs

® Peu...mais avec des methodes variées
Théoremes de Structure; Amalgamation, ...

o Ettres souvent:
Théories Ny-catégoriques

Cas négatifs

# Analyse Uniforme,
Essentiellement modele-théorique: “acl”

Théese La catégoricité en X, est fondamentale, tant du point

Lde vue theorigue gue pratique. J
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| e Contexte Geénéral

-

C: Collection finie: graphes connexes (contraintes)
Graphes C-libres (denombrables)
37 Un universel

2 Problemes

|. 1 contrainte: liste explicite des “bons”;
Il. Cas général. ?Décidabilité?

o -
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Vers I’Indecidabilité

o .

Geénéralisation: Structures relationnels finies

Codage:
Graphes avec un coloriage des sommets avec 2 couleurs

IIA Est-ce que ce probleme est décidable en toute
generalité?

lIB Est-ce que le cas de 2 couleurs peut étre réduit au
probleme sans coloriage?

o -
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Vers la decidabilité

o .

On connait deux types de cas positifs:.
1. Des graphes qui ressemblent a des chemins;
2. Des classes de contraintes fermés par homomorphisme

Est-il possible que le cas general mélange ces 2 principes?

o -
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Cas positifs connus, a une contrainte

o .

Un chemin P, € C;

Un chemin augmenté P € C;

K3'!'K3'!'Pn’ Km'!'Pn

Bouquets K,,+K,, inf(m,n) <5 et (m,n) # (5,5)
Sans doute guelques combinaisons des 2 derniers;
Une classe C quelcongue fermé par homomorphisme

L Al S A o

... 0u plus généralement, la reunion dune bonne classe
avec une classe fermeé par homomorphisme

o -
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Exemple

C une collection finie de circuits

Il y a un graphe universel C-libre
=
C contient tous les circuits impairs
jusgu’a une certaine longueur 2N + 1,
et aucun circuit pair

-
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Exemple

Plus simplement

C une collection finie de circuits

Il y a un graphe universel C-libre
=
C est fermé par homomorphisme

-
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Exemple

Plus généralement

C une collection finie de blocs incomplets

Il y a un graphe universel C-libre
=
C est fermé par homomorphisme

-
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|_es bases théoriques



Contexte modele theorigque

o .

Ge. Graphes C-libres
Ec. Graphes C-libres existentiellement clos

Un mauvais example:

C: tous les circuits
Ec. Arbres, avec ramification partout infinie

Ce n’est pas une classe elémentaire!

o -
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Théorie

o .

Théoreme
Soit C un ensemble fini de graphes finis et connexes. Alors
la classe & est axiomatisable et sa théorie est complete.

Corollaire Sont équivalents:
1. Il'y un graphe C-libre dénombrable et universel,
2. Il'y a un graphe Ny-sature en &;;

3. Latheorie de &; est “petite”
(|Sn| < N pour tout n).

o -

GU - p.13/2



Théorie

o .

Théoreme
Soit C un ensemble fini de graphes finis et connexes. Alors
la classe & est axiomatisable et sa théorie est complete.

Corollaire Sont équivalents:
1. Il'y un graphe C-libre dénombrable et universel,
2. Il'y a un graphe Ny-sature en &;;

3. Latheorie de &; est “petite”
(|Sn| < N pour tout n).

Observation Typiquement, il y a les extremes:
soit In |S,| = 2%, soit S, est fini pour tout n.

o -
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Théorie

o .

Théoreme
Soit C un ensemble fini de graphes finis et connexes. Alors
la classe & est axiomatisable et sa théorie est complete.

Corollaire Sont équivalents:
1. Il'y un graphe C-libre dénombrable et universel,
2. Il'y a un graphe Ny-sature en &;;

3. Latheorie de &; est “petite”
(|Sn| < N pour tout n).

Observation Typiquement, il y a les extremes:
soit In |S,| = 2%, soit S, est fini pour tout n.
Mais les chemins augmentes fournissent un

Lcontre-exemple. J
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Variante

+ Peut-on déterminer les classes C
telles que & soit Ny-categorique?

I* |C| = 1—solution explicite?
II* Cas genéral—Decidabilité?

-
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Variante

o .

+ Peut-on déterminer les classes C
telles que & soit Ny-categorique?

I* |C| = 1—solution explicite?
II* Cas genéral—Decidabilité?

These
Cette guestion contient le noyau
purement combinatoire du probleme.

o -
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| e contenu combinatoire

o .

Lopérateur acl dans &¢
acl(A): La réunion des ensembles A-definissables finis.

Theorem Sont equivalents:
1. & est Ny-catégorique;

2. & est localement fini:
pour A fini, acl(A) est fini.

o -
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| e contenu combinatoire

o .

Lopérateur acl dans &¢
acl(A): La réunion des ensembles A-definissables finis.

Theorem Sont equivalents:
1. & est Ny-catégorique;

2. & est localement fini:
pour A fini, acl(A) est fini.

“Contrexemple™

Une suite de classes d’equivalence

(relation de successeur —, relation d’équivalence ~)
So est Infinl, mais acl est triviale.

LExercice: ceci (ou plutot cela) n'est pas un contrexemple J
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Lemme de finitude

Soit A algébriguement clos et fini.
Soit k = max(|C| : C € C),

Alors, le type de A est déterminé par
son type existentiel jusqu’a k& quanteurs
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Applications
-

. Si C est fermé par homomorphisme, alors acl(A) = A
identiguement;
donc, &- est Xy-catégorique.

. Si & est Ny-catégorique, et C’ est fermé

par homomorphisme, alors &g ¢

est Ny-catégorique, avec le méme opérateur acl
(pas forcément les mémes types!)

. Cloture unaire
Si les contraintes C sont des graphes solides, alors acl
est unaire: acl(A) = | ] acl(a).

acA

. Noeud-Papillon N (bouquet de 2 triangles)
lacl(a)| < 4 (par un calcul direct) et donc J
En est Ny-catégorique.
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Conjectures

Conjecture 1
Si & est Ng-catégorique, alors C est un chemin épais
(remplacer les sommets par des graphes complets);

Conjecture 2
Si &- a une petite théorie (le graphe universel existe), alors
C' est un chemin augmenté épais.

Donc en particulier solide (blocs complets).

-
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Cloture par Homomorphismes

o -

h: Gy — Gy préserve les arétes. (Si h(u) = h(v), Ona u ¢ v)

C est clos par homomorphismes si:
CelC,C—»(C = IC"eCcC" =

Théoreme Sont équivalents pour A C G € &;:
1. A#acl(A) dans G

2.3C »(C'"CGavecC e, etC — Cj+,C5

Preuve (1 — 2):
G — Gl'!'AGQ, G1~ Gy ~ G
C — G+ ,G2 — G1; image C". i

o -
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Cloture par Homomorphismes

o -

h: Gy — Gy préserve les arétes. (Si h(u) = h(v), Ona u ¢ v)

C est clos par homomorphismes si:
CelC,C—»(C = IC"eCcC" =

Théoreme Sont équivalents pour A C G € &;:
1. A#acl(A) dans G

2.3C »(C'"CGavecC e, etC — Cj+,C5
Corollaire:

Cloture par homomorphisme implique: acl(A) = A;
et donc catégoricité en N.

o -
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Exemple: Circuits

o .

C9, S€e projette sur Ko—qui n’est pas un circuit.

Cona1 “engendre” Coppa1 pour 1 < m < n.
(Cette notion est bien définie.)

La cloture algébrique est triviale; mais la théorie est assez
complexe. On sait maintenant qu’on peut déterminer qu’elle
est Nyp-catégorique sans la connaitre explicitement.

Pourguoi les preuves par amalgamation sont-elles plus
difficiles?

—parce gqu’elles déterminent les théories (jusquau niveau
de I‘élimination des quanteurs).

o -
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Travaux récents et en cours



|_’opérateur acl (C fixe)

o .

H libre sur X: amalgamation sur X ne peut pas produire
des éléments de C;

Base pour H sur A (si A C H): X minimal tel que

AC X C H et H estlibre sur X.

cl(A; H) (A C H):

La réunion de toutes les bases pour H sur A

Lemma cl(A; H) C acl(A)
Preuve: Lemme sur les A-systemes

F.{(A,H): H— C € C, comme sous-graphe propre}.
Théoreme
1. F-cl engendre acl;
2. F-cl est localement fini (a chague étape)
LProbléme: la longueur de I iteration. J
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F-cl
-

Théoreme
1. F-cl engendre acl;

2. F-cl est localement fini.

Preuve:
2. F-cl(A) est un sous-ensemble définissable de acl(A)

1. Comme avant: sinon h : C — G1+XG9; H = h(C) N Gse. 1

Si C est solide, la F-cloture est engendrée par les cl(a; H).
(Puisque la transition de G a G5 a lieu a un seul point.)

o -
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e cas des bouquets

=

Rappel: un graphe universel existe pour K,,+K, SSI:
® min(m,n) <5;

® (m,n)# (5,5)

En particulier: (K5+Kg) admet un graphe universel, le
sous-graphe induit K5+K5 n'en admet pas.
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Le cas K5+ K5

(K + Ks) - Libre

Sur le chemin central, chague sommmet est algébrique sur
son predecesseur. Les K5 en sont les “témoins”. Si on ex-

Ltrait un A-system de ces Kj, ils seront disjoints. J
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Le cas K5+ K,

(K; + K;) - Libre

Chaqgue point sur le chemin central appartient a un Ks.

-
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Le cas K5+ K,

(K: + K;) - Libre

Chaqgue point sur le chemin central appartient a un Ks.

Si on veut faire la méme chose avec K5+ K7, il faut des K.
Chaque couple de K; adjacents aurait au moins 4 éléments
en commun.

-
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Le cas K5+ K,

(K: + K;) - Libre

Si on veut faire la méme chose avec K5+ K7, il faut des K7.
Chaque couple de K; adjacents aurait au moins 4 éléments
en commun.

Donc ils ne deviendront jamais disjoints, et un A-systeme
aura un “coeur” non-trivial.

-
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Le cas K5+ K,

(K; + K;) - Libre

Si on veut faire la méme chose avec K5+ K7, il faut des K7.

Chaque couple de K; adjacents aurait au moins 4 éléments
en commun.

Donc ils ne deviendront jamais disjoints, et un A-systeme
aura un “coeur” non-trivial.

Pour K5+K,, ce n’est pas possible; pour Kg+K,, un tel
LA-systéme existe. (n > 6) Le cas Ki+ K5 est exceptionnel. J

GU - p.26/2



L_es Arbres (avec Shelah)
- -

Théoreme

Soit 7' un arbre, et supposons gu’il existe un graphe GG
T-libre, dénombrable, et fortement universel. Alors 1" est
soit un chemin, soit un chemin augmenté par un aréte.

o -
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L_es Arbres (avec Shelah)
- -

Théoreme

Soit 7' un arbre, et supposons gu’il existe un graphe GG
T-libre, dénombrable, et fortement universel. Alors 1" est
soit un chemin, soit un chemin augmenté par un aréte.

Une idee simple et forte: I'élagage.

On élague un arbre en enlevant les sommets terminaux.
Lemma Soit 7" un arbre tel qu’il existe un graphe T'-libre et
universel (fortement ou faiblement), et soit 7’ l'arbre élagué.
Alor il existe un graphe T’-libre et universel.

o -
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L_es Arbres (avec Shelah)
- -

Théoreme

Soit 7' un arbre, et supposons gu’il existe un graphe GG
T-libre, dénombrable, et fortement universel. Alors 1" est
soit un chemin, soit un chemin augmenté par un aréte.

Une idee simple et forte: I'élagage.

On élague un arbre en enlevant les sommets terminaux.
Lemma Soit 7" un arbre tel qu’il existe un graphe T'-libre et
universel (fortement ou faiblement), et soit 7’ l'arbre élagué.
Alor il existe un graphe T’-libre et universel.

Preuve:

Dans le graphe G —T-universel on prend le sous-graphe G
iInduit sur les sommets “florissants”.

o -
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.

L_es Arbres (avec Shelah)

Théoreme

Soit 7' un arbre, et supposons gu’il existe un graphe GG
T-libre, dénombrable, et fortement universel. Alors 1" est
soit un chemin, soit un chemin augmenté par un aréte.

Une idee simple et forte: I'élagage.

On élague un arbre en enlevant les sommets terminaux.
Lemma Soit 7" un arbre tel qu’il existe un graphe T'-libre et
universel (fortement ou faiblement), et soit 7’ l'arbre élagué.
Alor il existe un graphe T’-libre et universel.

On peut élaguer un graphe quelconque en enlevant des
blocs terminaux—ou une seule sorte de bloc terminal
(minimal).

-
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Un exemple

T
Flredi-Komjath 1997:

Si un arbre T possede un seul sommet de degré maximal,

et en plus il est adjacent a une feuille de larbre, il n’y a pas

de graphe T'-libre universel

Corollaire.
Si un arbre T possede un seul sommet de degré maximal
d,etsid >4, il nyapas de graphe T-libre universel.

Preuve: par elagage on arrive au cas traité antérieurement.

-
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°

Résume

acle: la cloture “algébrique” dans une catégorie de
graphes.

Probleme fondamental: quand est-ce que c’est
localement fini? (Un probleme de catégoricité en ¥.)

Décidable?

Lorthodoxie actuelle:

Une contrainte: tres probablement

Cas genéral: peut-étre; sauf s’il y a encore des bons
exemples a découvrir.

La structure sous-jacente se revele tres doucement.

Depuis un bon moment on renonce a connaitre les
theories (théoremes de structure); on cherche seulement
a borner la complexité de acl .
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