Apuntes de Algebra Lineal

Mariano Echeverria

Introduccion al Curso

El dlgebra lineal se caracteriza por estudiar estructuras matematicas en las que es posible tomar
“sumas” entre distintos elementos de cierto conjunto y “multiplicar” tales elementos por niimeros
reales o complejos. Tales conjuntos se conoceran como espacios vectoriales y sus elementos seran
llamados vectores.

El primer uso que se le dard durante el curso a las técnicas del algebra lineal va a ser para
encontrar la solucién de sistemas de ecuaciones lineales. Tales problemas tienen gran importancia
para aplicaciones como hallar las corrientes en circuitos eléctricos o hacer c6digos en informatica.
Al ir resolviendo este tipo de problemas, una de los propiedades mas ventajosas del dlgebra lineal
ird apareciendo: la existencia de algoritmos bien definidos para resolver una gran cantidad de
problemas. El algoritmo méas importante del curso aparecera desde el inicio con el fin de resolver
tales sistemas de ecuaciones lineales. Tal algoritmo es el método de Gauss-Jordan y consistird
en asociarle a cada sistema de ecuaciones lineales un cierto objeto llamado matriz para el cual
el algoritmo producird una matriz reducida que dard inmediatamente la informaciéon sobre la
solucién del sistema.

Esto motivara estudiar las matrices como fines en si mismos y realizar operaciones algebraicas
(como suma y producto de matrices) entre ellas. Una de las caracteristicas mds importantes del
producto matricial que se definird es que es no conmutativo, es decir, si A,B son matrices y AB
representa el producto de matrices, no siempre se tiene que AB = BA. Esta propiedad es de
importancia fundamental no solo para el algebra lineal. Por ejemplo, en la mecdnica cudntica
se le asocia a cada cantidad fisica que se puede medir (a veces se le llama observable) una
matriz y la no conmutatividad del producto de matrices se interpreta como la imposibilidad
de medir simultdneamente ciertas cantidades fisicas (ahi estd el origen del famoso principio de
incertidumbre de Heisenberg).

Otra propiedad de las matrices es que hay una matriz llamada la matriz identidad que es
el analogo del nimero 1, es decir, si I representa la matriz identidad entonces se tiene que
Al = TA = A al igual que si a es un ntimero real se tiene que al = la = a. Gran parte del
curso se dedicard a encontrar las condiciones para las cuales una matriz es invertible, es decir,
cuando existe una matriz A~! tal que AA=! = A=A = I (el analogo para los ntimeros reales es
el niimero % ya que a% = %a = 1). Tal estudio conduce al concepto de determinante, que es un
nimero que se le asigna a las matrices y que cumple que si es distinto de cero entonces la matriz
posee una inversa.

La segunda parte del curso se dedicara a estudiar el concepto de vector y espacio vectorial
como estructura abstracta. Este concepto generalizara el uso del concepto de vector que se da
en los primeros cursos de fisica general como una cantidad fisica con magnitud y direccién. Se
verd que muchas propiedades que poseen los vectores estudiados en tales cursos de fisica pueden
generalizarse a los vectores abstractos que se definiran, por ejemplo, todavia podra hablarse de



la norma (tamano) de un vector y el dngulo entre dos vectores. Con respecto a los espacios
vectoriales el concepto de transformacién lineal va a ser de suma importancia ya que seran las
funciones que preservan la estructura algebraica de un espacio vectorial. La relacién que posee esta
parte del curso con la primera parte serd que a una transformacion lineal se le puede asociar una
matriz por lo que se podra utilizar toda la teoria de matrices para estudiar las transformaciones
lineales.

En este sentido, el concepto de valor y vector propio seran los ultimos ingredientes de la
teoria de transformaciones lineales que se estudiara en el curso; tales objetos daran condiciones
de cuando se le puede asociar a una transformacién lineal una matriz diagonal. A manera de
aplicacién de esto ultimo se estudiardn las secciones cénicas (elipses, pardbolas, hipérbolas) y se
veran como encontrar la forma canénica de tales curvas.
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1 Sistemas de Ecuaciones Lineales

1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

1.1. Sistemas de Ecuaciones Lineales y su Interpretacion Geométrica

La primera parte del curso consistird en resolver sistemas de ecuaciones lineales. Estos
sistemas son un grupo de ecuaciones de la forma

r—y=-—1
_ (1)
3z+y=9
o bien
3x+2y—z=1
20 — 2y +4z = -2 (2)
—x—l—%y—z:o

Utilizando una notacién mas general, otros sistemas de ecuaciones lineales podrian ser

SC1+2JC2:7
To—Txs+2x4 =38 (3)
x1 + dxry = 10

X +5JE2 =0
1‘1—31'2:0 (4)

1‘1:6

De los ejemplos anteriores se pueden concluir ciertas caracteristicas de los sistemas de ecua-
ciones lineales:

1. Las variables (incégnitas) del problema siempre aparecen “elevadas” a la po-
tencia 1 y nunca elevadas a otra potencia: por ejemplo, una ecuacién como z2+y = 0
no es aceptable como ecuacion lineal porque la variable x aparece elevada al cuadrado.

2. No aparecen “términos mixtos” en las ecuaciones: por ejemplo, una ecuacién como
z + 3zy — 5y = 0 no va a ser considerada una ecuacién lineal porque si bien todas las
variables estan elevadas a la potencia 1 se tiene un término mixto 3zy que hace que la
ecuacion no se considere lineal.

3. No hay relaciéon entre el nimero de ecuaciones del sistema y el ntimero de
incégnitas: Por ejemplo, en (1) y (2) se tienen sistemas de ecuaciones lineales con tantas
incégnitas como ecuaciones (dos en el primer caso y tres en el segundo caso) mientras que
en (3) hay cuatro incgnitas y tres ecuaciones (es decir, més incégnitas que ecuaciones) y
en (4) hay dos incognitas y tres ecuaciones (es decir, mas ecuaciones que incégnitas).

4. El sistema de ecuaciones puede ser consistente o inconsistente: Es decir, puede
ser que el sistema posea solucién o no la posea. Por ejemplo, pronto se vera que la solucién

de (1) es ¢ = 2,y = 3 mientras que (4) no tiene solucién pues sustituyendo x; = 6 en
6+ 5xy =0
las otras dos ecuaciones se tiene 6_3 2 0 lo cual da zo = _TG y x93 = 2 y esto es
— 31y =

imposible.



1 Sistemas de Ecuaciones Lineales

1.1.1. Resolviendo Sistemas de Ecuaciones Lineales

Como es bien sabido, hay varias formas de resolver sistemas de ecuaciones lineales, los dos
métodos més populares siendo los siguientes:

1. Método de sustitucion: Este se puede ver ficilmente en (1). De la primera ecuacién
de ese sistema se tiene que x + 1 = y y se puede sustituir este valor de y en la segunda
ecuacion del sistema para obtener 3z +x +1 = 9 o bien 4z = 8 de lo cual se obtiene x = 2.
Ahora se sustituye este valor en x + 1 = y para obtener 2+ 1 =y o y = 3 que fue lo que
se dijo anteriormente.

2. Método de combinaciones lineales: Como este serd el método empleado a lo largo del
curso se describird con mayor detalle. Se resolverd el mismo sistema de ecuaciones lineal 1

rov=-l (5)
3r+y=9

En vez de usar el método de sustituciéon se multiplica la segunda ecuacién por % y se tiene el
sistema
r—y=-—1
1 (6)
r+3y=3

Ahora se va a restar a la ecuacién 2 la ecuacién 1 para obtener

(L "
3

Claramente el sistema anterior es equivalente a

Finalmente, se suma la ecuacién 2 a la ecuacién 1 para obtener que

T =2
{ _ 9)
y=3
que fue lo que se hallé anteriormente.
Del método anterior se concluye que las siguientes operaciones son validas:

= multiplicar una ecuacién del sistema lineal por un nimero real distinto de cero
(pues si se multiplicara por 0 quedaria 0 = 0 lo cual no es de mucha utilidad)

= sumar (restar) ecuaciones distintas del mismo sistema lineal

Es importante notar también que en cada paso se debe mantener el mismo nimero de
ecuaciones lineales con los que se empezd, esto para no perder informacién del sistema.
Asi, por ejemplo, cuando se tenia el sistema

y se sumoé la segunda ecuacion a la primera se obtiene la ecuacién x = 2 pero siempre es
importante mantener la ecuacién y = 3 en el siguiente paso que fue justamente lo que se hizo en

(9)-



1 Sistemas de Ecuaciones Lineales

1.1.2. Interpretacion Geométrica de los Sistemas de Ecuaciones Lineales

1.1.2.1. Sistemas con dos incégnitas: Ahora que se conoce un poco mejor que es un sistema
de ecuaciones lineales, se procedera a su interpretacién geométrica, quizas uno de los aspectos
més importantes de la teorfa. Retomando nuestro sistema original (1)

=1
L (11)
3r+y=9
se puede escribir en una forma mas familiar como
= = 1
y=[flz)=x+ (12)

y=[f(z)=9-3z

que como se sabe corresponde a funciones lineales que tienen por grafica una linea recta cuando
se dibujan en el plano cartesiano (esto justifica el nombre “sistema de ecuaciones lineales”). Si
se grafican estas dos funciones en el plano se tiene la siguiente figura

\

Figura 1: Interseccién de dos rectas en un tnico punto

Como se ve de la figura las dos rectas se intersecan en el punto x = 2,y = 3 que corresponde
a la solucién que se habia obtenido para el sistema de ecuaciones lineales, lo cual significa
que resolver un sistema de dos incognitas es equivalente a encontrar los puntos de
interseccion de las rectas correspondientes que representan tales ecuaciones lineales.

Ahora bien, como se sabe de geometria elemental, dos o mas rectas en el plano pueden:

1. intersecarse en ningtin punto (por ejemplo si todas son paralelas entre sf) en cuyo caso no
hay solucion

2. intersecarse todas en mismo punto en cuyo caso hay una tnica solucién

10



1 Sistemas de Ecuaciones Lineales
3. intersecarse en puntos distintos (como se muestra en la siguiente figura) en cuyo caso no
hay solucién pues el punto de interseccién debe ser el mismo

4. intersecarse en infinitos puntos en el caso que representen la misma recta (como por ejemplo
x+y =2y 2x+ 2y =4) en cuyo caso habrian infinitas soluciones.

Figura 2: Interseccién de tres rectas en puntos distintos

De lo anterior y la interpretacién geométrica puede concluirse que el nimero de soluciones
para un sistema de dos incégnitas con cualquier niimero de ecuaciones son cero
soluciones, una solucién o infintas soluciones.

1.1.2.2. Sistemas con tres incégnitas: Como en el caso anterior se puede tomar empezar
analizando el sistema (2)

3x+2y—z=1
20 — 2y + 4z = —2 (13)
—x + %y —z2=0

En este caso las ecuaciones lineales deben dibujarse en el espacio (es decir, utilizar tres ejes

x,y,2) y en vez de ser rectas son planos. También, el sistema de ecuaciones tiene por solucién
x=1,y=—2,z= —2y al representar las ecuaciones en el espacio se ven como la figura siguiente

11



1 Sistemas de Ecuaciones Lineales

Figura 3: Interseccién de tres planos en un punto

Al igual que en el caso anterior, se tiene que los planos se intersecan en un tunico punto
que corresponde a la solucién del sistema de ecuaciones lineales por lo que vuelve a concluirse
que resolver un sistema de tres incégnitas es equivalente a encontrar los puntos de
interseccion de los planos correspondientes que representan tales ecuaciones lineales.

Nuevamente, de geometria se sabe que dos o mas planos pueden:

1. no intersecarse en ningtin punto (si son paralelos) en cuyo caso no hay solucién
2. intersecarse en un tnico punto en cuyo caso solo hay una solucién

3. intersecarse en lineas rectas (como muestra la figura siguiente) en cuyo caso podrian haber
infinitas soluciones si todos los planos se intersecan en la misma recta, una solucién si
las distintas rectas se intersecan en un punto o ninguna solucién si las distintas rectas se
intersecan en puntos distintos.

Figura 4: Interseccién de dos planos en una recta

Asi al igual que antes se concluye que el niimero de soluciones para un sistema de tres
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1 Sistemas de Ecuaciones Lineales

incégnitas con cualquier nimero de ecuaciones son cero soluciones, una solucién o
infintas soluciones.

1.1.2.3. Caso con n incognitas: Lamentablemente ya no es posible representar visualmente el
sistema de ecuaciones lineales pero las conclusiones halladas para el caso de dos y tres incégnitas
se extienden facilmente a varias incégnitas por lo que se mencionaran sin intentar justificarlas
geométricamente (mds adelante en el curso se justificardn algebraicamente tales aseveraciones).

= Resolver un sistema de n incégnitas es equivalente a encontrar los puntos de
interseccion de los “hiperplanos” correspondientes que representan tales ecua-
ciones lineales.

= El nimero de soluciones para un sistema de n incégnitas con cualquier niimero
de ecuaciones son cero soluciones, una soluciéon o infintas soluciones.

1.2. Representacion Matricial de un Sistema n x m

De (3) un sistema general de ecuaciones lineales se ve como

r1 +2x9 =7
To —Tr3+ x4 =38 (14)
x1 + dzy = 10

De aqui es facil generalizar la representacién de un sistema de ecuaciones lineales y diremos
que un sistema de ecuaciones lineales n x m de n ecuaciones y m incégnitas consiste en
cualquier arreglo

1121 + a12®2 + -+ A Tm = b1
a21%1 + a22T2 + -+ + A2 T = b2

(15)
Ap1x1 + Ap2X2 + - -+ ApmTm = bn

donde los a;; representan los coeficientes (nimeros reales) que multiplican a cada incégnita: el
valor de 7 indica la fila en la que se encuentra a;; y el valor de j indica frente a cual variable
aparece. Los b; por otro lado representan los ntimeros reales que no van multiplicados por ninguna
incégnita. Asi, comparando con (14) tendriamos que

a11:1 a12:2 a13:0 a14:0 b1:7
ag1 = 0 ago = 1 ag3 = -7 ag4 = 1 b2 =8 (16)
a31:1 a32:0 a33:0 a34:5 b3:10

Una solucién del sistema nxm (15) es cualquier m-tupla (x1, 22, -+ ,z,,) de nimeros
reales que satisfacen simultineamente todas las ecuaciones del sistema. Se denotara
por S el conjunto de todas las soluciones del sistema de ecuaciones lineales. Es decir,

S={z=(121,22, ,&m) ER™ | z es solucion de (15)} (17)

Por ejemplo, como se verd més adelante el sistema (14) posee infinitas soluciones. En particular
(10, —%, —%,0) es una soluciéon como puede verificarse sustituyendo estos valores en el sistema
de ecuaciones.
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1 Sistemas de Ecuaciones Lineales

Para el sistema de ecuaciones

1121 + a12%2 + -+ A Tm = b1
a21%1 + a22%2 + - -+ + A2 T = b2

(18)
Ap1x1 + Ap2X2 + - -+ ApmTm = bn

diremos que la representacién matricial del sistema de coeficientes A = (a;;) es el sigu-
iente arreglo cuadrado de niimeros

a1 aiz2 - Aim
a21 Q22 -+ A2m

A=| . (19)
ap1  Ap2 - Gnm

Por otro lado, se dird que la representaciéon matricial aumentada del sistema de ecuaciones
lineales (A | b) es el siguiente arreglo de niimeros

a1 a2 - Qim | b1
a21 Q2 - Qom | b2
(A= " " (20)
apl1 QAp2 - *- Anm bn
T
1)
Se denotar el sistema de ecuaciones (18) como Az = b donde A es la matriz (19), z =
T
b1
b2
yb= ) , es decir, Az = b significa
bn
aip a2 - Aim Z1 b1
az;p Qa2 -t dA2m ] ba
-1 (21)
anl aAn2 tee Anm Tm bn

Una vez se haya estudiado el producto matricial, se entendera mejor el uso particular de esta
notacion.

1.3. Operaciones Elementales

Ahora que se ha introducido la matriz de un sistema de ecuaciones lineales, la idea seré
trabajar sobre la matriz aumentada en vez del sistema de ecuaciones como una forma de realizar
los célculos en forma mas algoritmica. Se aprovechard lo mencionado al inicio sobre el método de
combinaciones lineales puesto que de ahi se pueden extraer las operaciones basicas que forman el
algoritmo de Gauss-Jordan para resolver un sistema de ecuaciones lineales. Como se recordara
las operaciones que se extrajeron de ese método fueron:
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1 Sistemas de Ecuaciones Lineales

= multiplicar una ecuacién del sistema lineal por un niimero real distinto de cero
= sumar (restar) ecuaciones distintas del mismo sistema lineal

De aqui se pueden definir las tres operaciones elementales que sirven para resolver cualquier
sistema de ecuaciones lineales.

1. Multiplicacién de una fila (ecuacién) por un nimero real distinto de cero: Por
ejemplo, si tenemos el sistema

r1 +2x9 =7
To—Tx3+1x4 =38 (22)
x1 + 5ry = 10

que ahora representamos por la matriz aumentada

12 0 0| 7
01 -7 1| 8 (23)
10 0 5] 10

si se busca multiplicar la fila 2 por 3 se denotard como

12 0 o] 7\*%/12 0o ol 71
01 -7 1| 8 0 3 —21 3| 24 (24)
10 0 5] 10 10 0 5] 10

2. Multiplicacién de una fila por un ntimero real distinto de cero y sumarla a otra
fila: Por ejemplo, si seguimos con nuestra matriz

12 0 0] 7
01 -7 1| 8 (25)
10 0 5] 10

y deseamos multiplicar la fila 2 por 3 y luego sumarla a la fila 3 se denotara segin

12 0 o] 7\¥% /19 0o o] 71
01 -7 1| 8 01 -7 1| 8 (26)
10 0 5] 10 1 3 —21 8| 34

3. Intercambio de dos filas: Esta operacién consiste en intercambiar de lugar dos filas en
la matriz. Por ejemplo, si se desea intercambiar la fila 2 y 3 de nuestra matriz

12 0 O 7
01 -7 1 8 (27)
1 0 0 5| 10
se denotara la operacién segin
12 0 o] 7\&8/12 0 o 7
01 -7 1 8 10 0 5] 10 (28)
10 0 5| 10 01 -7 1 8

La idea para resolver un sistema de ecuaciones lineales serd utilizar inicamente una combinacién
de estas tres operaciones elementales con el fin de llegar a la matriz escalonada reducida, que se
introduce a continuacién.
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1.4. Matriz Escalonada y Matriz Escalonada Reducida

Se dice que dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes si poseen las mismas solucio-
nes o bien, si al representar los sistemas de ecuaciones por sus matrices aumentadas respectivas,
es posible realizar operaciones elementales que lleven de una matriz a la otra.

Por ejemplo, como se ha visto

12 0 0] 7 12 0 0] 7
01 -7 1|8 |, {01 -7 1] 8 (29)
10 0 5| 10 1 3 —21 8| 34

son matrices equivalentes pues la segunda se obtenia a partir de la primera a través de la operacién
elemental 3 fo+ f3..La siguiente definicién indica las caracteristicas que una matriz debe satisfacer
para ser llamada matriz escalonada.

Definicién 1. Una matriz es escalonada si es nula (es decir, todas sus entradas son 0) o si
cumple las siguientes condiciones

= Si una fila posee algtin coeficiente distinto de 0, el primero de estos coeficientes debe ser
un 1

= Kl primer 1 de cualquier fila debe estar a la derecha del primer 1 de las filas anteriores (es
decir, las que estdn por encima de la fila)

= Las filas que son nulas aparecen al final de la matriz

A continuacion se dan ejemplos de matrices y se dirdn cuales son escalonadas y cuales no:

2 01 2
0 010
0 0 0 1
esta matriz no es escalonada puesto que el primer coeficiente no nulo de la primera fila es un 2
en vez de un 1. Sin embargo,

10 3 1
00 10 (30)
00 01

es una matriz escalonada equivalente a la anterior pues se obtuvo a partir de la operacién ele-
1
mental 5 f1.

1 0 3 5
= 0 01 O
01 0 1

esta matriz tampoco es una matriz escalonada puesto que el primer uno de la tercera fila se
encuentra antes del primer uno de la segunda fila. Sin embargo,

1
0 (31)
0

o~ O
_= O W
O =

es una matriz escalonada equivalente a la anterior que se obtuvo a través de la operacién de
intercambiar filas fs, f3
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)
S

0
0
1

O O W
© O ot

no es una matriz escalonada puesto que la fila nula deberia aparecer al final. Sin embargo,
1 0 3 5
01 0 9 (32)
0 0 0O

es una matriz escalonada equivalente a la anterior que se obtiene nuevamente a partir del in-
tercambio de filas fs, f3. Una clase particular de matriz escalonada es la matriz escalonada
reducida.!

Una matriz es escalonada reducida si es escalonada y si por encima del primer uno de cada
fila solo hay ceros.

A continuacién se dan unos ejemplos de cuales matrices son escalonadas reducidas y cuales no:

o O O
O =
_ o

1
= 0
0

esta matriz es escalonada como se vio antes pero no escalonada reducida pues sobre el 1 de la
segunda fila se encuentra % en vez de 0 y sobre el 1 de la tercera fila se encuentra un 1 en la
primera fila. Sin embargo

10 0 0
0 010 (33)
0 0 01

es una matriz escalonada reducida equivalente a la primera que se logra a través de las operaciones

elementales = fo + f1y —f3 + f,.

10 3 5
= 01 0 1
0 01 0

esta matriz es escalonada como se mencioné antes pero no es escalonada reducida pues por
encima del primer 1 de la tercera fila se encuentra un 3 en la primera fila. Sin embargo,

1
0 (34)
0

o~ O
_ o O
O = ot

es una matriz escalonada reducida equivalente a la anterior que se obtiene a través de la operacién
elemental —3f3 + f1. Notese que no hay que quitar el 5 puesto que estd encima del segundo 1
de la segunda fila y no sobre el primer 1 de la segunda fila.

1 0 3 5
= 0109
0 00O

esta matriz que ya se encuentra en su forma escalonada reducida.

1Una de las ventajas de trabajar con la matriz escalonada reducida es que esta siempre es tGnica mientras que
pueden haber varias matrices que sean solo reducidas
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1.5. Meétodo de Gauss-Jordan

El método de Gauss-Jordan consiste en un algoritmo para resolver cualquier sistema de ecua-
ciones lineales en una forma que la solucién del sistema sea evidente. El algoritmo puede de-
scribirse en los siguientes pasos:

Método de Gauss-Jordan:

1. Dado un sistema de ecuaciones lineales encontrar la matriz aumentada (A | b) que
representa al sistema

2. Mediante la aplicacién de operaciones elementales reducir la matriz aumentada a su
forma escalonada reducida

3. Una vez que se tiene su forma escalonada reducida se procede a reescribir la matriz
escalonada reducida como un sistema de ecuaciones lineales para el cual se despejan
las incégnitas

Se va a ilustrar el método de Gauss-Jordan con tres casos: un sistema con una solucién, un
sistema con ninguna solucién y un sistema con infinitas soluciones.

1.5.1. Sistema con solucién utnica

Considere el sistema de ecuaciones lineales

r+2y+32=9
20 —y+2=28 (35)
3r—2=3

Siguiendo el algoritmo, primero representamos el sistema con su matriz aumentada

2 -1 1 | 8 (36)

El siguiente paso es realizar operaciones elementales hasta tener la forma escalonada reducida
de la matriz aumentada. Las operaciones realizadas son las siguientes

1 92 3 9 —2f1+f2 1 2 3 9 —3f1+f3
2 -1 1 | 8 0 =5 —5| —10 (37)
3 0 -1 3 3 0 -1 3
1 2 3 9 \5"” /1 2 3 9 |\ 92tf
0 -5 —5 | —10 0 1 1 2 (38)
0 -6 -10 —24 0 -6 -10 —24
*_1f¢
1 2 3 9 N 1 2 3 9
—3f3+f
01 1 2 01 12 sth (39)
0 —4 —12 0 0 1 3
1 2 0 0 —fa+f2 1 2 0 0 —2fa+f1
1 1] 2 01 0| -1 (40)
0 0 1 3 0 0 1 3
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10 0] 2
01 0] -1 (41)
00 1| 3

(41) es la forma escalonada reducida que se buscaba segin indica el algoritmo. Finalmente, se
escribe (41) como un sistema de ecuaciones lineales y se obtiene

=2
y=-1 (42)
z=3

y de esta representacién es que el conjunto soluciéon S es

S =A{(2,-1,3)} (43)

1.5.2. Sistema con ninguna solucién
Considere el sistema de ecuaciones lineales

r+2y+3z2+4w=>5
x4+ 3y+5z+Tw=11 (44)
rT—z—2w=—6

Siguiendo nuevamente el algoritmo se considera su matriz aumentada

1 2 3 4| 5
13 5 7|11 (45)
10 -1 -2/ -6

y se encuentra la forma escalonada reducida de la matriz aumentada

12 3 4 5 N\ 9 3 4 5 \ it
13 5 7| 11 01 2 31| 6 (46)
10 -1 —2| —6 10 -1 —2| —6
1 2 3 4| 5 \Z2EHqo0 -1 —2| -7\ 2L
0o 1 2 3 6 o 1 2 3 6 (47)
0 -2 —4 —6| —11 0 —2 —4 —6| —11
10 —1 —2| —7\™t /1 o —1 —2o| o)\ %Lth
01 2 31| 6 01 2 3|6 (48)
00 0 0 1 00 0 0|1
10 -1 -2/ 0
01 2 310 (49)
00 0 01
(50)

Ahora se representa nuevamente la matriz como un sistema de ecuaciones lineales para obtener

r—z—2w=0
y+224+3w=0 (51)
0=1
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pero como la tltima ecuacion del sistema es claramente falsa es imposible que este posea soluciéon
por lo que se denota el conjunto solucién como

5= (52)

1.5.3. Sistema con Infinitas Soluciones

Considere el sistema de ecuaciones lineales

r+y+2z—5w=3
20 +5y—z—9%w=-3

53
2r+y—24+3w=-11 (53)
r—3y+2z+Tw=-5
La matriz aumentada del sistema es
1 1 2 -5 3
2 5 -1 -9 -3
2 1 -1 3 —11 (54)
1 -3 2 7 -5
Nuevamente se procede a encontrar la forma escalonada reducida
1 1 2 -5] 3 —2h+f (1 1 2 —5| 3 \{f
2 5 -1 -9 -3 —2f 141 0 3 -5 1 -9 (55)
2 1 -1 3 —11 it fs 0 -1 -5 13 —17
1 -3 2 7 -5 — 0 —4 0 12 -8
Zf2
1 1 2 -5 3 4 1 1 2 =5 3 —f2+ 11
0 —4 0 12 -8 0 1 0 -3 2 Fotfa (56)
0 -1 -5 13 —-17 0 -1 -5 13 —-17 3fatfa
0 3 -5 1 -9 0 3 -5 1 -9 —
10 2 —2| 1\ /1 0 2 —2 1 \32%8
01 0o -3 2 01 0o -3 2 (57)
0 0 -5 10 —-15 0 0 -5 10 —15
0 0 -5 10 —-15 0 0 O 0 0
102 —2] 1\2E0 7100 2| =5
01 0 -3 2 01 0 -3 2
0 01 -2 3 0 0 1 -2 3 (58)
0 0 0 O 0 0 0 0 O 0

Esta tltima matriz representa la matriz escalonada reducida por lo que cambiandola por un
sistema de ecuaciones se tiene que

T+ 2w = -5
y—3w=2 (59)
z—2w=3
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Como se puede observar hay 4 incégnitas y 3 ecuaciones por lo que es imposible encontrar una
Unica solucién al sistema. Sin embargo, una forma mas 1til de escribir el sistema anterior es
como

r=-5—2w
y=2+3w (60)
z2 =34 2w

De aqui se puede observar que una vez que se le asigne a w un valor arbitrario w =t parat € R
se tiene que * = —5 — 2t,y = 24 3t,z = 3 + 2t. Por ejemplo, cuando w = t = 0 se tiene que
x = -5,y =2,z = 3. Asi, este sistema tiene infinitas soluciones y el conjunto solucién se denota
como

S ={(~5—2t,2+3t,3+2t,t):t € R} (61)

1.6. Rango de una Matriz y Tipos de Sistemas de Ecuaciones Lineales

Definicién 2. El rango de una matriz A es el nimero de filas no nulas de la matriz escalo-
nada reducida equivalente a A. El rango de una matriz aumentada (A | b) es el nimero de
filas no nulas de la matriz aumentada escalonada reducida equivalente a (A | b).

Como se vera de los siguientes ejemplos, hay una relacién estrecha entre el rango de una matriz
y las soluciones del sistema de ecuaciones lineales correspondientes. De entrada hay que notar
que siempre se cumple que Rng(A) < Rng(A | b) puesto que la matriz aumentada es la matriz
de coeficientes més la columna b por lo que el nimero de filas no nulas no puede disminuir.

1.6.1. Rng(A) < Rng(A |Db):

En (45) se estudi6 la matriz

12 3 4| 5
13 5 7|11 (62)
10 -1 —2| -6

y se vio que la forma escalonada reducida correspondendiente era

10 -1 —2]0
01 2 310 (63)
00 0 01

De aqui se observa ficilmente Rng(A) = 2 mientras que Rng(A | b) = 3. Esta matriz corre-
spondia a un sistema sin soluciones por lo que podemos concluir que para cualquier matriz
tal que Rng(A) < Rng(A | b) el sistema de ecuaciones lineales correspondientes no
tiene solucién.

1.6.2. Rng(A) =Rng(A|b)=m:
Aqui m representa el nimero de columnas de la matriz A, es decir, el nimero de variables del

sistema de ecuaciones lineales. Un caso como este se estudi6 en (36)

2 -1 1 |8 (64)
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que tenia por forma escalonada reducida la matriz

1 00 2
01 0| -1 (65)
0 0 1 3
de aqui se observa que Rng(A) = Rng(A | b) = m = 3 y este sistema correspondia al caso en
que habia una tnica solucién por lo que puede concluirse que para cualquier matriz tal que

Rng(A) = Rng(A | b) = m el sistema de ecuaciones lineales correspondiente tiene una
tnica solucién.

1.6.3. Rng(A) =Rng(A|b) <m:

En (54) se estudi6 un caso como este

1 1 2 =5 3
2 5 -1 -9 -3
2 1 -1 3 —11 (66)
1 -3 2 7 -5
que tenia por matriz reducida
1 0 0 2 -5
01 0 -3 2
00 1 —2/| 3 (67)
0 0 0 O 0

Aqui se observa ficilmente que Rng(A) = Rng(A | b) = 3 mientras que m = 4. Como se vio en
ese ejemplo el sistema posefa infinitas soluciones y habian m — Rng(A) = 4 — 3 = 1 variables
cuyo valor no fue posible determinar en forma tnica (en el ejemplo la variable que quedé libre
fue w). De aqui se concluye que para cualquier matriz tal que Rng(A4) = Rng(A | b) < m
el sistema de ecuaciones correspondiente posee infinitas soluciones y se caracteriza
por m — Rng(A) variables libres.

Se puede resumir lo hallado anteriormente en el siguiente teorema.

Teorema del Rango: Para cualquier sistema de ecuaciones lineales con m incégnitas siempre
se tiene que Rng(A4) < Rng(A | b). Las soluciones de tal sistema se relacionan con el rango de
su matriz correspondiente segun:

= Rng(A) < Rng(A | b): En este caso el sistema no posee soluciones

= Rng(A) = Rng(A | b)) = m: En este caso el sistema posee una tnica solucién.

= Rng(A) = Rng(A | b) < m: En este caso el sistema posee infinitas soluciones carac-
terizadas por m — Rng(A) variables libres.

Ejemplo 3. A manera de aplicacién del teorema del rango, considere un sistema cuya matriz

aumentada es
1 0 01 010
( 0 01 01 ’ 0 ) (68)

En este caso la matriz A es 2 x5 y es claro que (dado que ya se encuentra en su forma escalonada
reducida) Rng(A) = Rng(A |b) = 2. En este caso, como m = 5, el teorema del rango indica que
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el sistema posee infinitas soluciones con m — Rng(A |b) = 5 — 2 = 3 pardmetros. Para identificar
los parametros, se reescribe la matriz anterior como un sistema de ecuaciones

T1+x4=0 (69)
r3+ x5 =0

de aqui es claro que dos pardmetros podrian ser x4, x5 ya que se tendria x1 = —x4, T3 = —Ts5.
Sin embargo, segin el teorema del rango faltaria hallar un pardmetro mas; lo que pasa es el
que como se observa del sistema de ecuaciones la variable x5 no aparece, lo cual significa que
su valor no esta restringido, es decir, x5 es el parametro adicional. Este ejemplo indica que no
necesariamente todos los parametros van a aparecer en el sistema de ecuaciones. Finalmente,
para escribir las soluciones se escribe

To = tl Ty = tQ I5 = tg (70)
por lo que el conjunto solucién seria

S = {(—tg,tl, —tg,tg,ﬁg) : ty,ta,t3 € R} (71)

1.7. Tipos de sistemas de ecuaciones lineales:
1.7.1. Sistemas homogéneos:

Estos sistemas se caracterizan por ser de la forma

a11r1 + apexr2 + -+ armT,m = 0
a2171 + a22Ts + -+ agmTm = 0

(72)
An1T1 + Ap2T2 + -+ GpmTm = 0

es decir, todas las ecuaciones lineales estan igualdas a cero. En nuestra notacién matricial
se escribiria como Az = 0. Como el lado derecho siempre es cero, es usual tomar como matriz
aumentada simplemente la matriz de coeficientes. Por ejemplo, para hacer Gauss Jordan sobre

el sistema
z—2y+32=0

y—52=0 (73)
3r—2=0
se usaria como matriz
1 -2 3
0 1 -5 (74)
3 0 -1

es decir, en un sistema homogéneo no hay problema en ignorar la columna de constantes pues
siempre va a ser un montén de ceros. La propiedad méas importante de estos sistemas es la
siguiente:

Teorema 4. Todo sistema de ecuaciones lineales homogéneo posee siempre una unica
solucion o infinitas soluciones, es decir, siempre es un sistema consistente de ecuaciones
lineales.
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1 Sistemas de Ecuaciones Lineales

Demostracion. Es claro que siempre existe al menos una solucién puesto que puede tomarse
X1 = x93 = -+ = Xy = 0 como solucién trivial (basta hacer la sustitucién). Por el teorema
anterior, sabemos que hay tres casos para un sistema de ecuaciones lineales: ninguna solucién
(que es imposible que ocurra este caso para el sistema homogéneo por lo anterior), una tnica
solucién (que tendria que ser la solucién trivial 1 = 29 = -+ = x,, = 0 pues todo sistema
homogéneo posee tal solucién) o infinitas soluciones con lo cual se ha demostrado el teorema. [

1.7.2. Sistemas no homogéneos:

En este caso el sistema de ecuaciones lineales es el mas general posible, es decir,

a1121 + a2 + -+ a1, = b1
a21%1 + a22%2 + -+ + Q2T = b2

(75)
Ap1T1 + Ap2T2 + - - + Apm Ty = bn

donde al menos uno de los b; es distinto de cero, (pues si todos fueran igual a cero serfa el caso
de un sistema homogéneo).

Por ser el sistema mas general, puede poseer ninguna solucién, una tnica solucién o infinitas
soluciones como se fue mencionado en el Teorema del Rango.

1.7.3. Sistemas con uno o mas parametros:

Estos sistemas de ecuaciones lineales se caracterizan por el hecho de que uno o mas de los
coeficientes que aparecen en el sistema de ecuaciones son desconocidos por lo que
la soluciones del sistema van a depender en los valores que tomen tales coeficientes.
Por ejemplo, en el sistema

r+y+z=1
2r—y+(b-2)z2=a-2 (76)
-2z —ay —2z=—a®>+3a—4

las incognitas siguen siendo z,y, z pero ahora hay ciertos valores de los coeficientes que se
desconocen y que dependen de los parametros a y b. La tnica complicacion que tienen este tipo
de problema con respecto a lo anteriores es que al no saber el valor de a y b a veces hay que
trabajar con casos para realizar una operacién elemental sobre la matriz; por ejemplo, podria
hacerse la operacién elemental % f2 pero esto solo es posible si a no es 0, por lo que habria que
trabajar el caso a = 0 y a # 0 para poder seguir reduciendo la matriz. A manera de ilustracion,
se resolverd el siguiente problema

Problema 5. (primer examen parcial reposicion 2007, 2ndo ciclo): estudie el sistema (58)
segun los dos parametros. Es decir, determine para qué valor o valores de a y b el
sistema tiene solucién tnica o tiene infinitas soluciones o no tiene soluciones.

Para resolver esa pregunta se procede como siempre a construir la matriz aumentada:

1 1 1 1
-2 -1 b—-2 a—2 (77)
-2 —a =2 —a®+3a—14
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1 Sistemas de Ecuaciones Lineales

y se realizan las operaciones elementales hasta encontrar la matriz escalonada reducida del sis-
tema

1 1 1 1 2f1+f2 1 1 1 1 —fa4f1
-2 -1 b-2 a—2 2f1+f3 0 1 b a (a—2)f2+f3
-2 —a =2 —a?+3a—4 0 —a+2 O —a®+3a—2

(78)
1 0 1-b 1—a
0 1 b a (79)

00 (a—2)b| a—2

Una vez que se ha llegado a este punto es necesario hacer casos sobre los valores de a y b para
poder seguir reduciendo la matriz:

= Caso a # 2,b # 0: Si suponemos esto podemos realizar la siguiente operacién elemental:

10 1-b 1—a . 1 0 1-b| 1-a (b—1) fs+f1
01 b a |==llo 1 b a et (80)
00 (a—2)b| a—2 00 1 3 -
1 0 0] 2-a—3
010 a—1 (81)
00 1 1/b

y es claro que hay una solucién tnica para un valor particular de a y b .
= Caso a # 2,b = 0: Reemplazando en (79) se obtiene

1 l1—a
0 a (82)
0 a—2

OO =
o~ O

y como a # 2 por el Teorema del Rango no hay solucién al sistema.
= Caso a = 2: Reemplazando en (79) se obtiene

10 1-b]| -1
01 b 2 (83)
00 0 0

por el Teorema del Rango se tienen infinitas soluciones para cada valor de b dadas por el
sistema
=—-14+(b-1
x +( )z (84)
y=2-—>bz
donde z = t es el pardmetro, es decir, las soluciones son de la forma (—1+ (b—1)t,2—bt, t).

Podemos resumir toda la informacién obtenida en la siguiente tabla
| | Conjunto solucién S |

| Valores de los pardmetros | |
| a#2,b#0 | S={2-a-La-11)} |

| a£2]b=0 | S=7 |
| a=2,beR | S={(-1+(b-1)t,2—-bt,t): t € R} |
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2 Teoria Elemental de Matrices

2. Teoria Elemental de Matrices

En el capitulo anterior se estudiaron las matrices como una forma de representar un sistema
de ecuaciones lineales. De ahora en adelante se estudiaran las matrices como objetos por su
propia cuenta, sin tomar en cuenta si representan o no a un sistema de ecuaciones lineales. De
esta forma, una matriz n x m es cualquier arreglo rectangular de n filas y m columnas con nm
numeros reales

air a2 - Aim
@21 QA22 - A2m

A= (aij)nxm = . . (85)
anl an2 Tt Anm

Se representard por M(n,m,R) el conjunto de matrices de tamafio n X m con coefi-
cientes reales.

2.1. Operaciones entre Matrices
2.1.1. Suma y resta de matrices:

Si A,B € M(n,m,R) son dos matrices n x m se define la suma de matrices A + B como la
matriz n X m cuyos coeficientes corresponden a la suma de los coeficientes respectivos de A y B.
Asi, si

a1 a2 - Gim bir bz - bim
a1 G2 -+ Gam bar bao - bopy
A= (aij)nXm = : : ,B = (bij)nXm = : : (86)
an1 an2 o Anm bnl bn2 T bnm
entonces
a1 +bi1 a2 +bi2 - aim +bim
ao1 + b1 axa +bao -+ aoy +bam
C= A + B = (Cij)nxm = . . (87)
anl + bnl aAn2 + bn2 tee Anm + bnm

es decir, para sumar matrices se suma “entrada por entrada”. El método es andlogo para la resta
de matrices A — B.
Por ejemplo, si

1 0 4 7 2 9 8 0
A= 3 8 11 2 , B = 0 8 7 7 (88)
12 2 2 0 8 2 1 1
entonces
3 9 12 7 -1 -9 -4 7
A+ B= 3 16 18 9 ,A— B = 3 0 4 =5 (89)
20 4 3 1 4 0 1 -1
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2 Teoria Elemental de Matrices

2.1.2. Multiplicaciéon de una matriz por un niamero real

Si A = (aij)nxm €s una matriz n x m y ¢ es un nimero real cualquiera, se define la matriz
tA como la matriz n x m cuyas entradas corresponden a multiplicar cada entrada de A por ¢, es
decir, si

a1 aiz2 - Aim
az;p Qa2 - dA2m
A= (aij)nxm = | . e (90)
an1 an2 T Anm
ta11 tais -+ taim
tasy tass - tasm,
C=tA= (Cij)nXm = . . (91)
tan1 tans -+ tapm
Por ejemplo, si
1 0 4 7
A= 3 8 11 2 (92)
12 2 2 0
entonces
3 0 12 21
3A = 9 24 33 6 (93)
36 6 6 0

El siguiente teorema enuncia algunas propiedades de la suma de matrices y el producto de
matrices por un ntimero real.

Teorema 6. Si A, B,C € M(n,m,R),«, 5 € R entonces
= (A+B)+C=A+(B+0C)
= A+B=B+A

= a(A+ B)=aA+aB

= (a+ pf)A=aA+ pA

2.1.3. Producto de Matrices

Definir el producto de matrices es una operacion mucho més complicada que definir la suma de
matrices. Primero que todo, la definicién parecerd arbitraria y ademas el producto matricial no
posee todas las propiedades que poseen el producto de ntimeros reales (en particular, el producto
de matrices es no conmutativo, es decir AB # BA). Debido a la dificultad del producto se ird
explicando como realizarlo con las siguientes dos matrices

24 0 0
A:(;gg),B: 1 5 3 2 (94)
76 5 8

= Si A€ M(n,m,R),B € M(r,s,R) el producto de matrices AB estd bien definido tnica-
mente cuando m = r, es decir, el nimero de columnas de la primera matriz debe
ser igual al nimero de filas de la segunda matriz. En caso de que eso se cumpla,
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AB € M(n,s,R), es decir, va a ser una matriz con el mismo namero de filas que
la primera matriz y el mismo niimero de columnas que la segunda matriz. En
nuestro ejemplo A es una matriz 2 x 3 y B una matriz 3 x 4 por lo que el producto matricial
estd bien definido y va a ser una matriz AB de tamano 2 x 4. De lo anterior también se
puede notar que no hubiera sido posible realizar el producto al revés, es decir la matriz BA
no existe ya que el nimero de columnas de B no es igual al niimero de filas de A.

= Para definir el producto se utilizara nuestro ejemplo 94. Ya sabemos que AB tiene que ser
una matriz 2 x 4

C — AB — ( Ci1 C12 €13 Ci4 ) (95)

C21 C22 C23 C24

y la pregunta que queda es cémo calcular esas entradas c;;. El método es el siguiente:

= Para hallar la entrada c;; busque la fila i de la matriz A, que escribiremos como (a1, @2, ..., Gim)

: . o baj
y busque la columna j de la matriz B, que escribiremos como . y entonces ¢;; es
bim;j
el “producto punto”? entre la fila y la columna, es decir,
blj
bo m
27
cij = (@i1, @iz, ..., Qim) : = ajnbij + aioboj + - -+ + Aimbm; = Zailblj (96)
‘ 1=1
bim;j

La siguiente figura® ilustra la multiplicacién matricial

2este nombre se utilizara en anticipacién del producto punto entre vectores que se estudiard més adelante
3tomado de http://www.texample.net/tikz/examples/matrix-multiplication/
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’ B : m filas s columnas

b12

C12 . Cls
a1 @ N C21 CQQ\ N Cos
an1 An2 N Anm, Cni Cn2 e Cns
A : n filas m columnas C = A B : nfilas s columnas

Figure 5: Multiplicacién matricial

= Para ilustrar esto con el ejemplo, suponga que se busca hallar ¢12, segtin lo expuesto primero

4
se encuentra la fila 1 de A que es (1,9,0) y luego se busca la columna 2 de B quees | 5
6
y entonces
4
c12=1(1,90)( 5 | =1-449-54+0-6=49 (97)
6
y en forma andloga se llega a que
11 49 27 18
¢= < 35 47 29 38 > (98)

= Para enfatizar la no conmutatividad del producto de matrices, tome las matrices
1 2 2 0
A_(03),B_(23) (99)
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AB:(g S),BA:(g 143) (100)

con lo cual es claro que en general AB # BA.

es facil verificar que u

El siguiente teorema enuncia alguna de las propiedades del producto entre matrices.
Teorema 7. Si A € M(n,m,R),B € M(m,s,R),C € M(s,t,R),D € M(m,s,R),\ € R se
tiene que

= (AB)C = A(BC)
= A(B+ D)= AB + AD
= (B+ D)C = BC + DC

= MAB) = A(AB) = (\)B

2.1.4. Errores comunes con la multiplicacion matricial

1. En general AB no es lo mismo que BA como se menciond anteriormente. Por ejemplo,

) i (TEY ae (34 o)

13 8 13 20
ap= (B3 pa () oo

2. Si se tiene que AB = 0 no se tiene necesariamente que A = 0 o B = 0. Por

ejemplo, si
11 1 1
(U 1) a1 a0

AB<8 8) (104)

pero ninguna de las dos matrices es la matriz nula.

entonces

entonces

3. Si AB = AC no necesariamente B = C. Por ejemplo, tome
11 11 0 0
A_(11> B_(OO) O_<11) (105)

ABAC’(% i) (106)

Entonces

pero B y C' son matrices distintas.

4. En general, (A + B)2 no es igual a A? +2AB + B?. De hecho
(A+ B)>=(A+ B)(A+ B) = A> + AB + BA + B? (107)

y esto tltimo es igual a A% +2AB + B? solo cuando AB = BA
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2.1.5. Sistemas de ecuaciones y multiplicacién matricial

Como se habia mencionado en el capitulo anterior existe una relacién estrecha entre la notacién
Ax = b para un sistema de ecuaciones y la multiplicacién matricial. Por ejemplo, si se tiene el
sistema

xr1 + 2:62 =7
To — 7:63 + x4 = 8 (108)
x1 + dxy = 10

entonces segtin la notacién del capitulo anterior se tiene que

1

12 0 0 7 N
A=10 1 -7 1 b= 8 T = ; (109)
10 0 5 10 3
T4

asi, como A es una matriz 3 X 4 y x una matriz 4 x 1 se puede realizar Az y se tiene que

12 0 0 il T1 + 229
Ar=[0 1 -7 1 xQ = | 29— Txz+ a4 (110)
10 0 5 x3 z1 + b1y
4

y las filas de Ax corresponden al lado izquierdo del sistema de ecuaciones. De esta forma, Az = b
significa

x1 + 229 7
To — TT3 + T4 = 8 (111)
T + Sy 10

e igualando las filas respectivas se recupera el sistema de ecuaciones.

Otra forma 1til de representar los sistemas de ecuaciones es mediante la representacion de
columnas del sistema. La idea es nombrar las columnas de A como vy, v, v3,v4 (pues son 4
columnas) como

1 2 0 0
v = 0 Vo = 1 V3 = -7 V4 = 1 (112)
1 0 0 )

En este caso se escribe A = (v1v2v3v4) para indicar que las columnas de A son vy, ve, v3,v4. De
esta forma, Az se puede escribir como

T

1 2 0
Az = (v1v2v304) iQ = V1 +Tovo+wavstrava =21 | O |+ao | 1 |4az3| =7 |4+z4
3 1 0 0
T4
(113)
y asi el sistema Ax = b se puede escribir como
1 2 0 0 7
X1 0 +SC2 1 +SC3 —7 +SC4 1 = 8 (114)
1 0 0 5 10

Esta escritura serd muy importar mas adelante por lo que es bueno tener este resultado como
un teorema.
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Teorema 8. Suponga que A es una matriz n x m y se representa como A = (vivy - - - vy,) donde
V1,02, ,Um SON las m columnas de A. Entonces, el sistema de ecuaciones Ax = b es
equivalente a

T101 + ToUs + -+ T U = b (115)

2.2. Tipos de Matrices
2.2.1. Matriz Transpuesta

Si A = (ajj)nxm €s una matriz n x m la matriz transpuesta AT es la matriz m x n que cumple
AT = (@ji)mxn, es decir, se intercambian las filas de la matriz con la columnas de ella.

Por ejemplo, si
1 3
e}

AT =

= Ot

) (117)

W =

9
8 (118)
501

El siguiente teorema da algunas de las propiedades de la transposicién de matrices.

Teorema 9. La transposicion de matrices tiene las siguientes propiedades:
= Rng(A) = Rng(AT)

= Si A, B € M(n,m,R),
(A+B)T = AT + BT (119)

= Si Ae M(n,m,R),Be M(m,s,R)
(AB)T = BT AT (120)

= Si A€ M(n,m,R)

(ATYT = A (121)

= Sit¢ € R entonces

2.2.2. Matrices cuadradas:

Estas son las matrices mas importantes y se caracterizan por el hecho de que tienen el mismo
numero de filas que de columnas. Hay varios tipos de matrices cuadradas, algunas de las cuales
son:
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2.2.2.1. Matriz nula 0,, Es simplemente la matriz de tamafio n x n cuyas todas entradas son
0.

0 0 0
On =1 . _ (123)

Es claro que para las matrices A en que la suma y multiplicacién con 0,, tiene sentido se cumple
que

= A+0,=0,+A4A=A

= Aon - UnA - On

2.2.2.2. Matriz identidad 1,, Es la matriz de tamano n X n que tiene 1 sobre toda la diagonal
y 0 fuera de la diagonal

10 -+ 0
01 -~ 0
o= . (124)

no es dificil ver que cuando tiene sentido la multiplicacién con la matriz A se tiene que

Al, =1,A=A I

2.2.2.3. Matriz diagonal Es cualquier matriz de tamafo n X n cuyas tnicas entradas no nulas
se encuentran sobre la diagonal. Por ejemplo

1 0 0 O
0 0 0 O
A= 00 3 0 (125)
0 0 0 5
a veces se denota la matriz anterior como
A = diag(1,0,3,5) (126)
En particular el producto de dos matrices diagonales es muy sencillo. Si
A = diag(ay, a2, -+ ,a,), B = diag(b1,ba, -+ ,by) (127)
entonces
AB = diag(a1by, azba, -+ ,anby) (128)

2.2.2.4. Matriz triangular Una matriz es triangular inferior si todos sus elementos no nulos
estan por debajo o sobre la diagonal. Por ejemplo

10000
7200 0

A= 0 4 0 0 0 (129)
2 3500
01025

33



2 Teoria Elemental de Matrices

es una matriz triangular inferior.
En cambio, una matriz es triangular superior si todos sus elementos no nulos estidn por
encima o sobre la diagonal. Por ejemplo,

(130)

S

I
coocow
coocow®
cooco o
o N O w0 ©
s O O 0w

es una matriz triangular superior.

2.2.2.5. Matriz simétrica Una matriz n x n A es simétrica si se cumple que A = AT. Por
ejemplo,

(131)

N

Il
— O = 00
S o0 O O
O = W o~
N = = 0 ©
SN OO

es una matriz simétrica.

2.2.2.6. Matriz antisimétrica Una matriz n x n A es antisimétrica si se cumple que A =
—AT. Por ejemplo,

0o 8 1 9 1
-8 0 0 8 0

A=| -1 0 0 4 9 (132)
-9 -8 —4 0 2
-1 0 -9 -2 0

Una propiedad importante de estas matrices es que una matriz antisimétrica solo puede
tener entradas nulas sobre la diagonal.

2.3. Matrices Invertibles y Matrices Elementales
2.3.1. Matrices Invertibles

Para los nimeros reales, si a € R y a no es cero, el inverso multiplicativo de a es el nimero
L va que at = Ya = 1. Queremos generalizar el concepto de inverso para poder hablar de la
.a a a . ’ . 7z
inversa de una matriz. Una de las caracteristicas que habrd que tomar en cuenta es que solo se
consideraran matrices cuadradas. También como el producto de matrices es no conmutativo
hay que ser cuidadosos con que la definiciéon tome en cuenta la no conmutatividad del producto

matricial.

Definicién 10. Si A € M(n,R) es una matriz cuadrada se dice que B € M(n,R) es una
inversa izquierda de A si BA = 1,. Por otro lado, C' € M (n,R) es una inversa derecha de
Asi AC = 1,,.

Notese que la definicién no presupone que siempre hay matrices que sean inversas a la izquierda
o a la derecha, de hecho, més adelante se dardn condiciones para que existan tales matrices. En
principio B y C pueden ser matrices diferentes por lo que es bastante importante el siguiente
resultado.
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Teorema 11. Sea A € M(n,R) una matriz cuadrada.
1. Si B, B’ son dos matrices inversas a la izquierda de A entonces B = B’
2. Si C,C’ son dos matrices inversas a la derecha de A entonces C' = C’
3. Si B es inversa a la izquierda y C es inversa a la derecha entonces B = C.
Demostracion. 1) Por hipdtesis BA=1,, y B’A =1, por lo que
B=1,B=(B'AB=B(AB)=B'1, =B (133)
2) Por hipétesis AC = 1,, y AC" = 1,, por lo que
C=0C1,=C(AC") = (CAC' =1,C" = (134)
3) Por hipétesis BA =1, y AC =1,,. Asi,
B = Bl, = B(AC) = (BA)C = 1,C = C (135)
O

El resultado anterior sugiere la siguiente definicién.

Definiciéon 12. A € M(n,R) se llama invertible o no singular si existe una matriz B €
M (n,R) tal que AB = BA =1, y se dice que B es una inversa de A.

El siguiente resultado muestra que a lo sumo existe una inversa para A.

Teorema 13. Si A es una matriz n X n y B es una inversa de A y C es otra inversa de A
entonces B = C'.

Demostracion. Por hip6tesis AB = BA =1, y AC = CA = 1,,. Asi B = Bl,, = B(AC) =
(BA)C =1,C=C. O

Por el teorema anterior como a lo sumo hay una matriz inversa se denotard B = A~! si B es
la inversa de A. Es decir, A™! es la tnica matriz tal que AA™t = A71A = 1,,.
Las siguientes propiedades de la inversa son importantes a la hora de hacer calculos.
Teorema 14. Si A, B € M(n,R) y A, B son invertibles se tiene que:

= (A7) 1=4
= (AB)~! = B~1A~!
= (A1)t = (AT

Si t # 0 es nimero real (tA)”' = 1A~

Demostracién. Por definicién (A=) ! es una matriz C tal que CA=! = A='C = 1,,. Por uniciad
de la inversa basta encontrar una matriz C' que cumpla lo anterior. Es claro que C' = A cumple
lo anterior por lo que (A71)"1 = A

Para la segunda propiedad (AB)~! es la matriz C' que hace que CAB = ABC = 1,,. Si se
toma C = B~1A~! se nota que CAB = B"'A"'AB = B~'1,B = B~'B = 1,, y por otro lado
ABC = ABB7'A~!' = A1,A7' = AA~! = 1,, por lo que se ha verificado lo buscado y de esta
forma (AB)~! = B7tA~L.
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Para la tercera propiedad (A7)~! es la matriz C que cumple CAT = ATC = 1,,. Nuevamente

si se toma C = (A™HT y se recuerda las propiedades del producto de transpuestas entonces
CAT = (AHTAT = (AA YV =(1,)T =1,y ATC = AT(A )Y = (AA)T = (1,)T =1,

por lo que se ha verificado nuevamente la condicién buscada y asf puede concluirse que (A7)~ =

(A1)

La ultima propiedad se muestra anidlogamente. [l

Observacion 15. Es importante notar que si A y B son matrices invertibles, no se tiene
necesariamente que A + B es invertible. Por ejemplo, como se vera luego

A(é?) B(?é) (136)

A+B<; ;) (137)

son matrices invertibles, pero

no lo es.

2.3.2. Matrices Elementales

Antes de caracterizar las matrices invertibles es hora de relacionar las operaciones elementales
del capitulo anterior con el producto de matrices.

Definicién 16. Las matrices elementales de tamano n son las matrices que resultan de
aplicar una operacién elemental a la matriz identidad 1,,. Dado que habian tres operaciones
elementales distintas, las matrices elementales de tamafio n se denotardn segin

donde se supone que a # 0.

Por ejemplo, si n = 4 las siguientes son algunos ejemplos de matrices elementales.

1000
0300
E.3f) =1 ¢ 0 1 o (139)
000 1
00 10
0100
000 1
1000
0100
Ex(4fitf) =14 0 1 o (141)
4.0 0 1

El siguiente resultado establece la importancia de las matrices elementales y su relaciéon con las
operaciones elementales del capitulo anterior.
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Teorema 17. Si A € M(n,m,R) hacer una operacién elemental fila sobre A es equivalente a
multiplicar a A por la izquierda por la correspondiente matriz elemental de orden n. Es decir,

B =E,(af)A + AYiB
B=E,(fi,[;)A s A"5p (142)

B = En(afi + f;)A «— A B

Ademds, cada una de las matrices elementales son invertibles y sus inversas son

(En(afi))™ = En(Lf)
(En(fis £))7" = En(fi, f}) (143)
(En(afi + f;))"t = En(—afi + f;)

Por ejemplo, en (36) se estudi6 la matriz

1 2 3
A= 2 -1 1 (144)
3.0 -1

y se vio que se podia reducir a la matriz escalonada reducida segin las operaciones elementales.

1 2 3 1 2

2 1 1 |2 o 5 5 | 20EH (145)
30 -1 3 0 -1
123\, (1 2 3\,
0 5 -5 |="o 1 1 |%Eh (146)
0 -6 —10 0 —6 —10
—3f3+f1
12 3\ L, (1 23\
01 1 |70 11 (147)
00 —4 00 1
120 120\
01 1 |2 o 1 o | 2228 (148)
00 1 00 1
100
B=[0 10 (149)
00 1

Por el teorema anterior tenemos entonces que

B =13 = E5(=2fo+f1)Es(— fs+f2) E3 (—le%) E3(6fa+f3)Es (%1&) E3(=3f1+f3)E3(—2f1+f2)A
(150)
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2 Teoria Elemental de Matrices

2.3.3. Calculo de Matrices Inversas

Con la teoria desarrollada hasta el momento es posible establecer ahora las condiciones que
garantizan que una matriz n X n sea invertible.

Teorema 18. Sea A € M(n,R). Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. A es invertible
2. El sistema de ecuacionesAx = b tiene solucién tnica para todo b

El sistema homogéneoAx = 0 tiene solucién tnica

L

Rng(A) =n

5. A es equivalente a 1,,

. A es un producto de matrices elementales

Demostracion. Se demostrara 1 -2 -3 -4 —-5—-6—1

1 — 2) : Suponga que A es invertible, es decir, existe A~!. Gracias al producto matricial, el
sistema Ax = b se puede interpretar como el producto de la matriz A por la matriz n x 1 x
que da como resultado la matriz n x 1 b. Asi como Az = b multiplicando a ambos lados de la
ecuacién por A~! por la izquierda se tiene que A~'Ax = A7'b o lo que es igual a x = A"'b la
cual es la tinica solucién del sistema de ecuaciones.

2 — 3) : Esto es trivial ya que 3) se sigue de 2) tomando b =0

3 — 4) : Esto también es trivial de la caracterizaciéon que se habia hecho en el capitulo anterior
sobre la relacién entre el rango de una matriz y el niimero de sus soluciones del sistema asociado.

4 — 5) : Si el rango de una matriz cuadrada A n X n es n esto significa que la forma escalonada
reducida de la matriz A tiene todas sus filas distintas de cero con un tnico 1 por fila que estan
colocados sobre la diagonal, es decir, la matriz escalonada reducida de A debe ser la identidad.

5 — 6) : Si A es equivalente a 1,, esto significa que es posible realizar una serie de operaciones
elementales con las que se puede pasar de A a 1,. Por el teorema sobre operaciones elementales
se sigue que existen matrices elementales F,, (1), E,,(2), ..., E,(m) tal que

y como cada operacion elemental es invertible y su inversa es nuevamente una operacion elemental
se tiene de lo anterior que

A= (Bn(1))" (En(2)7" - (En(m)) ™ (152)

que era lo que se buscaba mostrar.
6 — 1) : Si A es un producto de matrices elementales entonces

A= Bo(m) -+ En(2)Ea(1) (153)
y de aqui se obtiene facilmente que
Ly = (Bn(1) " (Ba(2) 7+ (Ba(m)) 1A (154)

lo cual es justamente la condicién de que exista una serie de operaciones elementales que lleven
de A al,. O
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2 Teoria Elemental de Matrices

2.3.3.1. Algoritmo de la Matriz Inversa:

El método para calcular la inversa de una matriz
puede obtenerse de (151)

1, = Ep(m)--- E,(2)E,(1)A (155)

Sabemos por el teorema anterior que esto significa que A es invertible y de hecho multiplicando
la, ecuacién anterior por A~! por la derecha se tiene que

At =E,(m)-- E,(2)E, (1)1, (156)

Por lo anterior, se puede resumir el algoritmo de la siguiente forma:

1.

Si A es una matriz n x n formar la matriz n x 2n [A | 1,,] que se obtiene al adjuntar la
matriz identidad con la matriz dada A

. Reducir mediante operaciones elementales la matriz A a su forma escalonada reducida C'
y aplicar las mismas operaciones elementales a la matriz 1,, para producir una matriz D

3. Al final del algoritmo se ha pasado entonces [A | 1,,] — [C'| D] y se tienen dos casos:

= caso 1: si C =1,, entonces D = A~!

= caso 2: si C' # 1,, entonces A no es invertible y no existe A1,

A manera de ejemplo se va a calcular la matriz inversa de (144)

1 2 3
A= 2 -1 1 (157)
3.0 -1

Segun el algoritmo, hay que aumentar la matriz anterior con la identidad y comenzar a aplicar
las operaciones elementales sobre ambas matrices

1 2 3100\ /1 2 3| 1 0 0)\2s
2 -1 1010 0 -5 —5| -2 1 0 (158)
3 0 —-1l0 0 1 3 0 -1 0 0 1
1 2 3 1 0 0\Z"/1 2 3 10 o)\ %t
0 -5 =5 | -2 1 0 0o 1 1 2 1o (159)
0 -6 —10| -3 0 1 0 -6 —10| -3 0 1
12 3|1 0o o\Z"*/123]1 0 o0
2 - 2 -1 ~3f3+h
00 —4| 22 5 1 00 1|2 & =
12 0 4 =9 3 NPy 9 g 1L 20 3 “2athy
0 1 1 % % 0 0 1 0 é ?1 3 (161)
00 1|35 3% T 00 1] 5% 3% 7
1 1 1
10 0] % g g
01 0] 3 S (162)
-1
00 1| & 3 =
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y como se logro reducir A a la identidad se concluye que

ATl =

L
2P
4
20

Sleas| 2]~

40

u>| [T,
A

(163)
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3. El Determinante de una Matriz Cuadrada

Al final del capitulo anterior se estudié un método para determinar cuando una matriz cua-
drada era invertible o no. Sin embargo, tenia la desventaja de ser bastante largo pues habia que
utilizar Gauss Jordan. En cambio, el concepto de determinante permitird saber rapidamente si
una matriz cuadrada es invertible o no, aparte de que también puede utilizarse para calcular la
matriz inversa y resolver sistemas de ecuaciones lineales con el método de Cramer.

Debido a que el determinante de una matriz es dificil de definir (parecido al producto matricial)
se comenzara con el caso de matrices 2 X 2, 3 X 3 y a partir de ahi se definird para matrices de
tamano n X n.

3.1. Determinante de una matriz 2 x 2

Si
A= ( CC‘ Z ) (164)

es una matriz 2 x 2 se define su determinante como

det A =

a b
e d }zad—bc (165)

Ejemplo 19. SiA<; g)yB<
Bj=9-1-4.-2=9-8=1

Z ? ) entonces |A] =1-3 —0-2 = 3 mientras que
3.2. Determinante de una matriz 3 x 3
Si

A= (166)

e e
> 00 o
s

es una matriz 3 X 3 se define su determinante como

det A = J:

e
h

e a o
>0 o
N
I
o

—b’ d f ‘—i—c
g 1

Z ’ = a(ei— fh)—b(di— fg)+c(dh—eg)

(167)
A partir de esta férmula es posible realizar ciertas observaciones antes de dar la definicién
general.

= Noétese de que para calcular el determinante de una matriz 3 x 3 se tomaron los coeficientes
de la primera fila a,b,c y se escribié el determinante como una suma alternada de los
coeficientes multiplicados por tres determinantes. Se dice que fue una suma alternada pues
el b aparece con un menos en la férmula, es decir se realizé la suma con los signos (4, —, +)

= Para hallar los tres determinantes que aparecen en (167) nétese que el coeficiente a se
encuentra en la primera fila y en la primera columna y el determinante que lo multiplica es
la matriz que resulta de eliminar la fila 1 y la columna 1, es decir, el determinante que
multiplica a cada coeficiente es el determinante de la matriz que queda después
de eliminar la fila y la columna a la que pertenece el coeficiente.
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3 El Determinante de una Matriz Cuadrada

= Por la forma en que se definié el determinante se dice que se expandié a lo largo de la
primera fila puesto que se tomaron los coeficientes de la primera fila. Sin embargo, es
posible realizar la expansién a lo largo de cualquier fila bajo el mismo método siempre que
se tenga en cuenta la siguiente tabla de signos:

-+ - (168)
+ - +
esta tabla indica el signo con el cual aparece el coeficiente de la fila que busca desarrollarse.
Por ejemplo, el determinante de la matriz A a lo largo de la segunda fila seria

a boc b a c a b
d e f|=-d te —f = —d(bi—ch)+e(ai—cg)— f(ah—bg)
g h i h g i g h

(169)
el lector podré verificar que (167) y (169) coinciden lo cual significa que el valor de un
determinante de una matriz puede calcularse “expandiendo” a lo largo de cualquier fila.
Notese que las nuevas matrices 2 x 2 se hallan igual que antes; por ejemplo, como e se
encuentra en la fila 2 y la columna 2 entonces aparace multiplicado por el determinante de
la matriz que resulta de eliminar la fila 2 y la columna 2.

Con la informacién anterior ya se estd listo para introducir el concepto de general de determi-
nante.
3.3. Determinante de una matriz n X n

Definicién 20. Si A es una matriz n x n se define el determinante de la matriz A a lo
largo de la i-ésima fila como

a1 a2 -+ QAin
a1 Qa2 - A2n i1 .

detA=| . o | = D) g det(An) + -+ (=1 ain det(Ain) - (170)
an1 an2 e Ann

donde A;; significa la matriz (n — 1) x (n — 1) que resulta de eliminar la fila ¢ y la columna j.
Para tal matriz A los signos en los que aparecen los coeficientes pueden leerse de la matriz de
signos alternados correspondientes

(171)

Como ejemplo se va a calcular el determinante de la siguiente matriz 4 x 4 a lo largo de la
tercera fila

(172)

=N O =
O = O N
(e BEGLEE en)
ooy O O
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3 El Determinante de una Matriz Cuadrada

por la férmula vista se toma ¢ = 3 en (168) o bien se ve que la matriz de signos es

+ +

jr :L (173)

+ I+
+ I+

det A = (71)3+10J31 det(A31)+ (71>3+20J32 det(A32)+ (71>3+30J33 det(A33)+ (71>3+40J34 det(A34)

(174)
2 0 0 100 1 20 1 20
=2det | 0 7 0 | —4det 9 7 0 |+5det| 9 0 0 | —6det|{ 9 0 7 | (175)
00 5 105 105 100
70 00 0 7 70 9 0 9 7
=22 5 5[ =ofa s [0 0 Sl -a[ [0 3]0 T B[] T S]] 0m
00 9 0 9 0 0 7 9 7 9 0
U e H U R I R A R o
70 17 o 00 9 0 0 7 9 7
2o § 3 =all 0 s ol 0 |- 5l -o 8§l 3] om

=4.35—4-35+5[0—2-45] — 6[—2(=7)] (179)

= —450 — 84 = —534 (180)

Note que este procedimiento fue un poco tedioso en parte porque se escogié la peor fila posible,
es decir una donde ningun coeficiente era 0. En cambio, si se hubiera expandido a lo largo de la
cuarta fila el determinante se ve que

2 00 1 2
detA=—1det| 0 7 0 | +5det| 9 O (181)
4 5 6 2 4

ot g O

:—[Qdet(g 2)]+5[det(2 g)—2det(g g)] (182)
= —2.4245[—28 — 2(45 — 14)] = —84 + 5[—28 — 62] (183)
= -84-5-90 = —534 (184)

lo cual fue un célculo mucho mas rapido pues se escogié una fila més util. Ahora que se han
visto la forma de calcular un determinante es hora de ver algunas de sus propiedades.
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3 El Determinante de una Matriz Cuadrada

3.4. Propiedades de los Determinantes

Teorema 21. Sean

air Qiz - Glp
21 Q22 - G2p
apl1  QAp2 - Gnn
Y
b1 bz - big
bar b - b2y
bnl bn2 e bnn
dos matrices nxmn. Suponga que se representan las filas de A y B como Ay, As, -+, An, B1, B2, , By.

Entonces se tiene que

= Si alguna fila de A solo tiene ceros entonces det A =0

Por ejemplo, si
1 2 4
A= 0 0 0 (187)
-1 3 5
se tiene que |A| = 0 ya que se podria expandir a lo largo de la segunda fila pero ahi todos sus
coeficientes son 0 por lo que el determinante también da cero.
= Si alguna columna de A solo tiene ceros entonces det A =0
Por ejemplo, si
1 0 -1
A=| 5 0 2 (188)
7 0 4

se tiene que |A| = 0 pues la segunda columna tiene puros ceros y pronto se verd que también es
posible desarrollar el determinante a lo largo de cualquier columna en forma analoga a como se
desarrolla a lo largo de filas.

= si
Ay
Ap
A/ .

; (189)
A,

An
es la matriz que resulta de multiplicar toda una fila de A por un niimero real entonces

det A" = adet A (190)
es decir, el determinante “factoriza” a lo largo de cada fila. En particular

det(awd) = a™ det A (191)
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3 El Determinante de una Matriz Cuadrada

Por ejemplo, si

1 7 4
A= 0 2 1 (192)
3 6 9
como todos los nimeros de la tercera fila son multiplos de 3 se puede factorizar un 3 y asi
1 7 4 1 7 4
0 2 1|=3/0 21 (193)
3 6 9 1 2 3
es decir, el determinante saca una constante por cada fila. Por ejemplo, si
2 4 6
A=| 10 12 18 (194)
0 4 6

como cada fila es multiplo de 2 se puede sacar un 2 por cada fila y asi se tendria que

2 4 6 1 2 3
10 12 18 |=2*5 6 9 (195)
0 4 6 0 2 3
= si se intercambian dos filas de A entonces el determinante cambia de signo, es
decir
Ay Ay
Ay A,
det = —det (196)
A, Ay
An An
Por ejemplo, si
2 3 4
A= 1 0 8 (197)
-1 -2 1
entonces
2 3 4 1 0 8
1 0 8|=—| 2 3 4 (198)
-1 -2 1 -1 -2 1

que resulta de intercambiar las primeras dos filas

= si se realiza una combinacion lineal de filas el determinante no cambia, es decir,

Ay Ay
Ay Ay
det : = det : (199)
A, aAx+A,
An An
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3 El Determinante de una Matriz Cuadrada

Por ejemplo, si

1 2 9
A= -2 4 8 (200)
0 5 9
entonces
1 2 9 1 2 9
2f1 +
o4 s | R g5 9 (201)
0 5 9 = 0 5 9

donde se realiz6 la operacion 2f; + fo. Es importante notar que la combinaciéon
lineal se reemplaza en la fila que no fue multiplicada por un ntimero real. En
este caso, como se multiplicé la primera fila por 2 entonces debe reemplazarse la operacién
en la segunda fila ya que esta no estd multiplicada por nada.

= la funcién determinante es lineal en cada fila es decir, si

ail @12 te Q1n
a1 @22 te A2
A= ) ) (202)
aj; + b1 ajz+biz2 -+ ajn + bin
anl an2 Tt Ann
entonces
ai;r a2 -+ QAin air a2 - QAin
@21 Q22 -+ A2p @21 Qa22 -+ A2p
det A = det ' ) + det (203)
ajl A2t AQin biz bz - biy
anl aAn2 tee Ann anl an2 Tt Ann

noétese que todas las filas salvo la i-ésima son las mismas en los tres determinantes que es
la que se separa en dos partes.

Por ejemplo, si

1 75
A= 0 2 9 (204)
-2 1 1
entonces
1 75 1 7 5 1 75 1 75
0 2 9|=]10+0 141 148 |=] 0 1 1|4+ 0O 1 8 (205)
-2 1 1 -2 1 1 -2 1 1 -2 1 1
donde se usé la linealidad en la segunda fila.
= El determinante de la matriz identidad es 1, es decir,
detl, =1 (206)
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= Si A es una matriz triangular (superior o inferior) el determinante de A es igual
al producto de los coeficientes sobre la diagonal, por ejemplo si

1 0 2
A=10 8 0 (207)
0 0 3
es una matriz triangular superior entonces
detA=1-8-3=24 (208)
Como caso particular de lo anterior se tiene que si A es una matriz diagonal
A = diag(ay, - ,an) (209)
entonces
det A=aq---ay (210)
= El determinante de una matriz es igual a de su transpuesta, es decir
det A = det AT (211)

= El determinante de un producto de matrices es igual al producto de los deter-
minantes respectivos, es decir,

det(AB)= det(BA) = det Adet B (212)

= Si A es invertible, entonces

1
det A~ 1=

= 21
det A (213)

3.5. El Determinante de una Matriz y su Inversa
3.5.1. *La matriz adjunta*

Uno de los resultados méas importantes del algebra lineal relaciona el determinante de una
matriz con el calculo de su inversa. Recuérdese que se habia definido

aipr aiz -+ Qi
a1 Az - G2p i1 )

det A = . . = (71)14_ ;1 det(A“) + -4 (71)14_"0,”1 det(Am) (214)
an1l an2 T Ann

Definiendo el cofactor c;; de a;; como
Cij = (—1)i+j det(Aij) (215)
de esta forma el determinante de una matriz puede reescribirse como

det A =aji1¢i1 + - + QinCin (216)
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Por ejemplo, considere la matriz

3 -1 2
A=|4 5 6 (217)
7 01 2

entonces algunos cofactores son

= (0 dec (] ) = (-1(-30) =34 (215)
ca1 = (1)3+1det< e ) = (1)(~16) = ~16 (220)

Definicién 22. Si A es una matriz n x n se define la matriz adjunta de A como la transpuesta
de la matriz de cofactores, es decir,

T
Ci1 Ci2 -+ Cin Cit €1 - Cpil
. €21 C22 - Conp €12 C22 - Cp2
adjA = _ = _ (221)
Cnl Cn2 Tt Cnn Cin Con e Cnn

3.5.2. Condiciones para la invertibilidad de una matriz

Con lo anterior, se obtiene el siguiente resultado que es de gran importancia.

Teorema 23. Sea A una matrizn X n. A es invertible si y solo si det A # 0. En tal caso,

A7l = detAade (222)

En particular, las siguientes condiciones son equivalentes
1. A es invertible
2. Ax = b tiene solucién tnica para todo b

Axz = 0 tiene solucién Unica

- W

Rng(A) =n

ot

A es equivalente a 1,
A es un producto de matrices elementales
det A #0

A tiene inversa derecha

© »®» N>

A tiene inversa izquierda
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Por ejemplo, gracias al teorema anterior es posible hallar la inversa de cualquier matriz 2 x 2
con determinante distinto de 0. Suponga que

A:(i Z) (223)

det A =ad —bc # 0 (224)

¥y que

Segtin el teorema para hallar A~! se debe construir la matriz de cofactores.

c11 = (=1)"det(d) = d (225)
c1a = (—1)'*2 det(c) = —c (226)
co1 = (—1)*" det(b) = —b (227)
oo = (—1)*T2 det(a) = a (228)
Asi, segun el teorema
T T

1 1 —
Al = ‘Gz o) d —c (229)

detA \ c21 C22 ad—bc \ —b a

(230)

Esta férmula resulta muy 1til para calcular la inversa de una matriz de este tipo.

3.5.3. *Calculo de Determinantes para matrices en Bloque*

= Suponga que A es una matriz n X n escrita como

Ay 0 Ay A
A= A= 231
{ A1 Ago ] © { 0 A ] (231)

donde A esté escrita como matriz en bloques, es decir, A;; y Ass no son nimeros sino
matrices cuadradas y 0 es una matriz rectangular de puros ceros. Entonces

det A = det All det A22 (232)
Por ejemplo, si ) )
1111 0 0 0
0 22 2000
003 3 00O0
A=]10 0 0 4 0 0 O (233)
9 8 76 1 2 3
1 59 3 041
|8 886 0 2 2
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tomando
. 98 7 6 1 2 3 o
An = yAoa1=11 5 9 3 |, An=|0 4 1]|,0=
0033 8 8 8 6 0 2 2 000
0 0 0 4 0 0 O
(234)
entonces por lo anterior
det A = det A11 det A22 =24-6 =144 (235)
= Suponga que A es una matriz n X n escrita como
Ay A
A= 236
{ A An (236)
donde A;; es una matriz k x k' y Age una matriz (n — k) x (n — k).
1. Si Ay es invertible entonces
det A = det(A11 — A12A2_21A21) det AQQ (237)
2. Si A1 es invertible entonces
det A = det(AQQ — A21A1_11A12) det A11 (238)

3.6. Regla de Cramer

Otra aplicacion del concepto de determinante es para resolver sistemas de ecuaciones lineales
con el mismo nimeros de ecuaciones que de incégnitas, es decir, un sistema de ecuaciones n X n

Teorema 24. Suponga que A es una matriz n x n. A = (A41,..,A4,) donde A; es
la i-ésima columna de A. Suponga que detA # 0 y que Ax = b. Denote como
(A1, -+ Ai1,b, A1, -+, An) la matriz que tiene las mismas columnas que A salvo
la i-ésima que ha sido sustituida por la columna b. Entonces el sistema anterior tiene
I
T2
solucion unica x = . donde
ZE7L
T = dCt(Al7"' 7Ai717b7Ai+17"' 7A7L) (239)
det A

Por ejemplo, suponga que se busca resolver el sistema

—2x1+ 312 —23=1
xr1 + 2:62 — X3 = 4 (240)

721‘1 — X9 +SC3 =-3
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Por la regla de Cramer se construye la matriz asociada

-2 3 -1
A= 1 2 -1 (241)
-2 -1 1
1
b= 4 (242)
-3
es facil verificar que
det A = -2 (243)
y por (239)
1 3 -1
4 2 -1
-3 -1 1 —4
= =— =2 244
1 det A -2 (244)
-2 1 -1
1 4 -1
-2 -3 1 —6
= =— = 24
2 det A -2 3 (245)
-2 3 1
1 2 4
-2 -1 -3 -8
3 det A -2 (246)

3.7. Otros ejemplos:

A continuacién se dardn algunos ejemplos del material visto hasta el momento.

Problema 25. (primer examen parcial seqgundo semestre 2003)

Sea el sistema de ecuaciones Ar = b y sea xy una solucién de dicho sistema. De-
muestre que si xg + tu es también solucién del sistema, entonces u es solucién del
sistema homogéneo Ax = 0.

Por hipétesis zq es solucion de Ax = b, es decir
Axg=b (247)
como g + tu también es solucion del sistema Az = b se tiene que
Azg +tu) =b (248)
Realizando (248)—(247) se obtiene que
A(zo +tu) — Azg =b—0> (249)
Expandiendo el producto del lado izquierdo

Az + A(tu) — Azg =0 (250)
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simplificando la ecuacién anterior

tAu =0 (251)

y suponiendo que t # 0 (de lo contrario el problema no tendria gracia el ejercicio) se llega a
Au=0 (252)

lo cual significa que u es solucién del sistema homogéneo que era lo que se buscaba mostrar.

Problema 26. (primer examen parcial seqgundo semestre 2003)

1 a a?
Muestre que detA = | 1 b b* | = (a — b)(a — ¢)(c — b). Utilice este hecho para
1 ¢ c?
1 1 1
demostrar que la matriz M = 2 5 —4 es invertible.
4 25 16

Para demostrar la primera parte se utilizaran las propiedades del teorema sobre las propie-
dades del determinante. Primero se recuerda que el valor del determinante es el mismo bajo
combinaciones lineales de las filas

1 a a? M 1 a a?
detA=1|1 b ¥ = 0 b—a b —a? (253)
1 ¢ | _ptps |0 c—a & —ad?
—

Llegado a este punto hay dos opciones: la primera es desarrollar este determinante a lo largo
de la primera columna (que se hace en forma andloga al desarrollo por filas) y aprovechar que
hay 2 ceros sobre la columna, la otra forma (que es la que vamos a utilizar) aprovecha que el
determinante de una matriz es igual al de su transpuesta.

1 a a? 1 0 0
0 b—a b?*—a®>|=|a b—a c—a (254)
0 c—a 2—a? a? b’ —a? 2 —-ad?

y desarrollamos este tltimo determinante a largo de la primera fila.

1 0 0

a b-a c-a |=| ,07% 7% | =0-a)(@ ) - (c-a)?a®) (255)

a2 b2 —a? 2 _ g2 a- ¢ a

=0-a)(c—a)(ct+a)—(c—a)b—a)b+a)=(b—a)(c—a)(c+a—b—a) (256)
=(b-a)c—a)ic=b)=(a—b)(a—c)(c—b) (257)

que era lo que se buscaba mostrar.
Para la segunda parte observe que transponiendo la matriz

11 1 1 2 4
detM=det| 2 5 —4 | =det| 1 5 25 (258)
4 25 16 1 -4 16
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y por comparacion con el resultado anterior se toma a =2,b=5,c = —4 y asi
det M =(a—b)(a—c)(c—b)=(2-5)(2+4)(—4—5) =162 (259)

y como el determinante es distinto de cero la matriz es invertible.

Problema 27. (primer examen parcial del primer semestre del 2001):

Sea A una matriz n x n tal que A? — A— I = 0. Muestre que a) (A—I1)"' = A4, b) Si
X es una matriz n x n para la cual (XAT)T = X7 4 A determine X en funcién de A.
c) Para la siguiente matriz B calcule B2 — B y use el resultado en a) para deducir el

01 00
1100
-1 _
valor de B~". B = 00 0 1
0 011
Por hipétesis
A2 —A-T=0 (260)
de lo cual se concluye que

A2 —A=1 (261)

a) Para ver que A es la inversa de A — I basta mostrar que A(A — I) = I pues esa es la
propiedad de la matriz inversa. Observe que por (261)

AA-T)=A*—-A=1T (262)
que era lo que ocupaba mostrarse.
(263)
b) Suponga que
(XA =xT 1+ 4 (264)

hay que despejar de la ecuacion anterior X. Para eso hay que recordar las propiedades de la
transpuesta, en particular, recordando la férmula para la transpuesta de un producto

(ATYTXT = XT + A (265)
como la transpuesta de la transpuesta es la matriz original

AXT =XT 4+ A (266)

multiplicando X7 por la identidad (esto siempre se puede hacer) y pasando a restar I X7

AXT —1XT =4 (267)

factorizando X7 por la derecha
(A-DXxT=4 (268)

multiplicando a la izquierda por A
A(A-DXT = A2 (269)
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3 El Determinante de una Matriz Cuadrada

y como A era la inversa de A — I por la primera parte

IXT = A? (270)
es decir
Xt =42 (271)
transponiendo
X = (A%)T (272)
01 00
1100 (. 9 . 2
c) Como B = 000 11 Es facil ver que B — B =1 , es decir B°— B —1 =0y por
0 0 1 1

a) sabemos que
B=(B-I)"! (273)

y tomando inversas a ambos lados se sigue que

-1 1 0 0
1 0 0 0
-1 _ o o
B =B-1= 0 0 -1 1 (274)
0 0 1 o0
Problema 28. (primer examen parcial del primer semestre 2007):
p q T 3r 3p 3¢ p+2¢ q+2r r+2p
Supongaque | ¢ r p|=3.Calcule| ¢ r p |y| 3r—3¢ 3p—3r 3¢g—3p
r p q 3p 3¢ 3r q r D
Para calcular los determinantes anteriores hay que utilizar las propiedades de estos.
3r 3p 3q
a)| ¢ r p
3p 3q 3r

Observe primero que hay dos filas que estdn multiplicadas por 3 y se pueden sacar del deter-
minante

3r 3p 3q r op o q
g v p|=9q r p (275)
3p 3q 3r p q r

luego podemos intercambiar la fila 1 con la 3 del determinante anterior y recordar que cambia
el signo del determinante

r p qg fl_,fs> p q T
9l qg r p T =9]q r p|=-9-3=-27 (276)
p qg T r p g
y asi
3r 3p 3q
qg r p |=-27 (277)
3p 3q 3r
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3 El Determinante de una Matriz Cuadrada

p+2¢ q+2r r+2p
b) | 3r—3¢ 3p—3r 3¢—3p
q r
Primero utilizaremos las propiedad de linealidad del determinante en la primera fila

p+2¢ q+2r r+2p D q T 2q 2r 2p
3r—3q 3p—3r 3¢q—3p |=|3r—3q 3p—3r 3¢q—3p |+| 3r—3q 3p—3r 3q—3p
q r p q r b q r b
(278)
y ahora se utilizard la propiedad de linealidad en la segunda fila de cada determinante
P q r 2q 2r 2p
3r—3q 3p—3r 3¢q—3p |+ | 3r—3q 3p—3r 3¢q—3p |= (279)
q r b q r p
p q r P q r 2qg 2r 2p 2q 2r 2p
3r 3p 3q |+| -3¢ —-3r -3p |+|3r 3p 3q |+ | -3¢ —3r —3p (280)
qg 1 P q r b qa 1 P q r b

ahora se sacan las constantes de los determinantes

p q T p q T q v p q T p
=3|r p ¢q|—-3|q r p|+6|7r p q|—6|qg r p (281)
qa T P q T P q P qQ T p
los tltimos tres son cero puesto que tienen filas repetidas
p q T
=3|r p q (282)
q v P
y para este ultimo se cambian las filas dos y tres
P q 7| f2fs p qr
=3|r p ¢ - -3 q r pl|=-9 (283)
a r p| ~ TP q
Asi,
p+2¢ q+2r r+2p
3r—3q 3p—3r 3¢q—3p |=-9 (284)
q r p

3.8. Vectores e Independencia Lineal

Para terminar este capitulo de determinantes falta todavia dar una caracterizacion de cuando
una matriz es invertible o no. Esta involucra los vectores fila y columna de una matriz.

Definicién 29. Si x = (x1, -+ ,x,) es una matriz 1 X n se dice que = es un vector fila de
1
T2

tamano n. Si x = . es una matriz n X 1 se dice que x es un vector columna de
Ty

tamano n.
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3 El Determinante de una Matriz Cuadrada

Si v1,va, -+, Uy son m vectores (fila o columna) de tamafio n y ¢, , ¢y, son m nimeros
reales a cualquier vector de la forma

V= C101 + CaUg + -+ + CrnUm (285)
se le llamaréd una combinacion lineal de los vectores vy, ..., v,,.
Por ejemplo, si
2 3 2
v = 1 , V2 = 1 , V3 = 0 (286)
4 0 3
entonces
2 3 2
v=22v —vet+uv3=2|1 |- 1 |+ 0 |= 1 (287)
4 0 3 11
es una combinacion lineal de los vectores vy, va, v3.
3
A la inversa, suponga ahora que alguien nos da el vector v = 1 y nos pregunta si este
11
2 3 2
vector es combinacion lineal de v; = 1 , Vg = 1 ,U3 = 0 |. Claramente sabemos
4 0 3

que la respuesta es si por lo anterior, pero suponiendo que no conociéramos la respuesta de
antemano se desearia tener un método que determine que si un vector dado es combinacién
lineal o no de ciertos vectores.

Por definicién de combinacién lineal, para que v sea combinacion lineal de v1, v2, v3 ocupamos
tres niimeros reales c1, co, c3 tal que

v = c1U1 + CovUg + C303 (288)
es decir,
2 3 2
1 = (1 1 + (6] 1 + C3 0 (289)
11 4 0 3

un simple calculo muestra que la ecuaciéon anterior es equivalente a

3 201 + 302 + 263
1 = c1 + Co (290)
11 401 + 303

que de hecho equivale al sistema de ecuaciones lineales

2c1 + 3¢+ 2¢c3 =3
ci+cec=1 (291)
4c1 + 3c3 = 11

que puede representarse como el sistema matricial

2 3 2 ¢ 3
110 o | =11 (292)
4.0 3 c3 11
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3 El Determinante de una Matriz Cuadrada

es decir, determinar si un vector es una combinacion lineal de otros vectores es equi-
valente al problema de determinar si un sistema de ecuaciones lineales tiene solucion
o no tal como indica el siguiente resultado

Teorema 30. Suponga que se tiene que un vector v y se quiere determinar si es combinacion
lineal de los vectores vy, -+ ,Up. Entonces se escriben los vectores v, vy, -+ , vy como vectores
columna y se construye el sistema aumentado (A | v) donde A es la matriz cuyas columnas son
V1, ,Um. Luego, si el sistema tiene solucion unica o solucién infinita, entonces v st es
combinacion lineal de los vectores vy, -+ ,v,. Por otro lado, si el sistema es inconsistente,
v no es combinacion lineal de vy, - -

? U77L .

Para que dar un ejemplo explicito de lo anterior, considere el siguiente problema.

Problema 31. (primer examen parcial segundo semestre 2003)
Determine si vy es combinacion lineal de v, v2,v3 donde

2 0 5 —6
vp=| -1 |,vo=| =1 |,o3=1] =2 |,v4= 3 (293)
0 3 6 —15

Al igual que el ejemplo anterior, para determinar si vy es combinacién lineal (a veces se le dird
c.l) de vy, v9, v3 basta resolver el sistema

2 0 5 ¢ -6
1 -1 -2 o | = 3 (294)
0 3 6 c3 ~15

Esto se puede resolver utilizando Gauss-Jordan y el resultado de la matriz aumentada da

2 0 5 —6 1 00 2
-1 -1 =2 3 — | 0 1 0] -1 (295)
0 3 6 -15 00 1| =2
por lo que
vy = 201 — Vg — 203 (296)

es decir, si es c.l de esos vectores.

El ultimo concepto de este capitulo es el de independencia y dependencia lineal. La idea es
que si se tiene cualquier conjunto de vectores siempre se tiene que el vector nulo es
combinacién lineal de tales vectores.

Por ejemplo, si
_ (1 _(2 (207)
v = 3 Vo = 6

entonces claramente

< 8 > = 0’01 + O’UQ (298)
Sin embargo, también ocurre que para tales vectores
0
0 = —2v1 + vy (299)
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lo cual significa que es posible escribir el vector nulo como combinacién lineal de los vectores vy, vg
en mas de una forma. Cuando esto ocurra se dird que los vectores son linealmente dependientes
como indica la siguiente definicion.

Definicién 32. Sean vy, --- ,v,, vectores de tamano n.

= 01, , U son vectores linealmente dependientes (I.d) si el vector nulo puede escribirse

como combinacién lineal de vy, -, v, en més de una forma

)

= vy, , U, son vectores linealmente independientes (I.7) si el vector nulo solo puede
escribirse como combinacioén lineal de v, - - - , vy, segin la ecuacion 0 = Ovy +0ve+- - -4+ 0v,y,

Ahora es necesario buscar una caracterizacién util para poder determinar si v1,- -+ , Uy, son [.4
o [.d. Suponga que vy, -,V son l.d y que por lo tanto el vector nulo puede escribirse como
combinacién lineal del resto de vectores, es decir, existen ntimeros ci,co, - -+ , ¢;n NO todos nulos
tal que
0= cvy + cavg + -+ + CmUm (300)
0
0
donde suponemos que los vectores son vectores columna y denotamos con 0 al vector 0 =
0
. Entonces si formamos la matriz con columnas A = (v1,--+,vy) por lo visto en los ejercicios
C1
C2
anteriores tenemos que llamando x =
Cm),
Ax =0 (301)
(302)
como no todos los nimeros ¢, co, - - - , ¢y SON cero se ha encontrado lo siguiente.
Teorema 33. Suponga que vi,--- , U, son m vectores columna de tamano n. Si A es la matriz
con vectores columna v;, es decir, A = (v1,--- ,vy). Tales vectores son l.d si y solo si el sistema
homogéneo
Ax =0 (303)
tiene una solucion no nula, es decir, tiene infinitas soluciones.
En caso contrario, es decir, si Ax = 0 solo tiene la solucion trivial x = 0 entonces v1,- -+ ,Up,
son vectores l.i.

Con el teorema anterior podemos describir todas las condiciones que caracterizan una matriz
invertible.
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Teorema 34. Sea A una matriz n X n. A es invertible si y solo si det A £ 0. En tal caso,

1
ATl = T A (304)

En particular, las siguientes condiciones son equivalentes
1. A es invertible
2. Az = b tiene solucién tnica para todo b
3. Ax = 0 tiene solucién unica
4. Rng(A)=n

o

A es equivalente a 1,,
A es un producto de matrices elementales
det A #0

A tiene inversa derecha

© » N

A tiene inversa izquierda

10. Los vectores fila de A son linealmente independientes

. Los vectores columna de A son linealmente independientes

Problema 35. (primer examen parcial de reposicion primer semestre 2007)
Determine para qué valores de p los siguientes vectores son linealmente depen-

dientes (1,p,1,p) (2,p+1,p+1,2) (p —1,p,p—1,p)

Para utilizar el teorema sobre dependencia lineal escribimos los vectores como vectores columna,

2 p—1
_| ptl _ P
, U2 = p+1 V3 = p—l (305)

2 D

V1 =

"R -

y se forma la matriz
2 p—1

1
| » p+1 p
A= 1100 h (306

p 2 D

ahora hay que aplicar Gauss Jordan para determinar su rango.

1 2 p—1 —pfit+fa 1 2 p—1 ot o

p p+1 p —fitfs 0 —p+1 —p*+2p gﬁ (307)
_ —_— _ +

1 p+1 p—-1 Cphitha 0 p-—1 20 37T

P 2 P E— 0 2—-2p —p“+2p
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—f2+f
12 p—1 \—= /1 2 p—1 225
0 0 —p>+2p 0 0 —p>+2p (308)
0 p—1 0 0 p—1 0
0 0 —p*+2p 0 0 0
12 p—1
0 p—1 0
0 0 —p*+2p (309)
0 0 0
en este punto se proceden a hacer casos sobre el valor de p:
= caso p = 1: sustituyendo en (309) da
1 20
0 0 0
00 1 (310)
0 0 0

en este caso Rng(A) = 2 y el ntimero de incégnitas era 3 lo cual significa que hay infinitas
soluciones, es decir, los vectores son I.d parap =1

= caso p = 0: sustituyendo en (309) da

1 2 -1
0 -1 0
0 0 0 (311)
0 0 0

y nuevamente es muy ficil observar que Rng(A) = 2 por lo que nuevamente los vectores
son [.d

= caso p = 2: sustituyendo en (309) da

(312)

o O O
[ el V)
SO O

e igual que antes los vectores van a ser [.d

= caso p # 0,1, 2: ahora es posible dividir la fila 2 de (309) por p — 1 y dividir la fila 3 por
—p? 4+ 2p lo cual da

12 p—1
01 o0
00 1 (313)
00 o0

y de aqui es muy facil ver que Rng(A) = 3 lo cual significa que la tnica solucién es trivial,
es decir, los vectores son [.i.

De esta forma concluimos que los tinicos valores de p para los cuales los vectores son [.d son
p=0,1,2
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3.9. Problemas Adicionales
Ejemplo 36. Problema 3 primer examen parcial reposicion III ciclo 2010

Si|A|=|B|#0y |C|=4,|D| =2 donde A,B,C,D € M(5,R) calcule

|ATC™'B~1(3DT) 7t — [4CD™H (AT B)T| (314)
Las propiedades fundamentales del determinante que se van a utilizar son:
1. |Al = |AT|
2. |AB| = |A||B| (en general esto dice que el determinante de un producto es el producto de

los determinantes, por ejemplo, |[ABC| = |A]|B||C] )
3. |41 = L

4. Si A € M(n,R) es decir, si A es una matriz cuadrada de tamaifio n x n entonces [tA| = t™ | 4]

donde t € R

Primero se va a utilizar la propiedad 2.

|ATC™'B~1(3DT) 7t — [4CD™ (AT B)T|

= [AT[|cTH[BTH|3DT) ] = [4C| [DTH[(A7IB)T|
Ahora se utiliza 1.
= |Al|C7Y|B7! ](3DT)*1\ —[4C|| DM |(A7'B)|

Ahora se utiliza 3.

1 1 1
= Al S mrmer — 4O
[C]|B][3DT] IDI 475)]
Ahora se utiliza 4. sabiendo que las matrices son de tamafio 5 X 5
1 1 1
= Al = 10| =
ermETr 1 oy a8
Ahora se utiliza 2. 11 )
=|Al =i ICI A7 |B]
CI 1B 3107 lo
Ahora se utiliza 3. 11 1 11
= Al = s — 10 o 1B
|C||B| 3> |DT| |D 4]
Ahora se usa que |[A| = |B| y 1.
1 1 1
= == — 45 1C| =
|C[ 3% | D |D|
Ahora se usa que |C| =4,|D| =2
1 1 1 1 1
=_.__ .= —45 4. - = —— 2048

4 35 2 2 1944
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3.9.1. Solucién Primer Examen Parcial | Ciclo 2012

Problema 37. Considere el sistema de ecuaciones lineales:

r+ay—z=a
ar+y+z=0 (324)

x+y+az:a2

Utilizando el método de eliminacién gaussiana:

a) Determine los valores de a para el cual el sistema no tiene solucién

b) Resuelva el sistema para el valor de a en los cuales el sistema tiene infinitas
soluciones

c) Encuentre los valores de a para los cuales, el sistema posee solucién tinica, para
el caso a = 2 calcule el valor de ”y” utilizando la regla de Cramer

La matriz asociada del sistema es

1 a -1 a
a 1 1 0 (325)
1 1 a a?
haciendo Gauss-Jordan queda
1 a -1 a —afi + fo 1 a -1 a gt
a 1 1 0 tf—+? 0 1—-a®> 1+4a —a? fg—f% (326)
1 1 a | a® LI 0 1—a 1+4+a | a®—a
1 a -1 a
0 a—a® 0 | a—2a | 125 (327)
0 1—-a 1+4a a’—a
1 a -1 a
0 1—-a 14a]| ala—1) (328)
0 a(l—a) 0 a(l — 2a)
Ahora se proceden a hacer casos:
caso a = 1: (1) queda
11 -1 1
0 0 2 0 (329)
00 O -1
el cual es inconsistente.
(330)
caso a = 0: (1) queda
10 -11]0
01 1 0 (331)
0 0 0
el sistema queda
{x = (332)
y=—z
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por lo que la solucién es S = {(z,y,2) = (¢, —t,t) : t € R}
caso a # 0,1 haciendo ﬁfg (1) queda

1 a -1 a
0 1-— a 1 + a a(a — 1) fg, fg (333)
0 1 0 (1-2a)/(1—a)
1 a -1 a —afs+ fi 1 0 -1 a?/(1—a)
0 1 0 (1-2a)/(1—a) (amﬁ 0 1 0 (1-2a)/(1—a)
0 1—-a 1l4a ala—1) A L 0 0 1+a a?+a—1
(334)
si a = —1 claramente el sistema es inconsistente. Si a # —1 se realiza a—}rl f3 v queda

o1 0 | ol Jaen( ot o] W et
— 2a —a + 1 — 2a —a
00 1 | (a®+a—1)/(a+1) =3\ 0 01 (a>+a—1)/(a+1)

(335)
Es decir,
a) El sistema no tiene solucién si a = 1,—1
b) El sistema tiene infinitas soluciones si a = 0
¢) El sistema tiene solucién tnica si a # 1, —1,0
Para el caso de a = 2 el sistema original es
1 2 -1 2
2 1 1 0 (336)
11 2 4
1 2 -1 1 2 -1
Para la regla de Cramer se toma A= | 2 1 1 vY 2 0 1 luego
11 2 1 4 2
detY
= 337
Y7 et A (337)
1 2 1 2 1
detY =| 2 0 __2?;“]{3 —lo -4 3 (338)
1 4 2 L 0 2 3
desarrollando a lo largo de la primera columna
-4 3
‘ 9 3‘12618 (339)
Luego
1 2 -1 1 2 -1
detA=|2 1 1 —_2;14—:;‘2 —lo -3 3 (340)
11 2 L 0 -1 3
desarrollando a lo largo de la primera columna
-3 3
’1 3’——94—3——6 (341)
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Luego
—18
=___=3 342
y=—% (342)
Problema 38. Considere las matrices
2 1 0 2
C= 0 4 0 |,A= -3 (343)
1 1 1 6

a) Aplicando el algebra de matrices, determine la matriz numérica X que satisface
la ecuacién (XC')! = (3X)t+ A

b) ;Es el vector (2,—3,6)" combinacién lineal de los vectores columna de la matriz
C?

(XCH'"=0BX)+A (344)
transponiendo a ambos lados y usando que (B*)! = By (A + B)! = A® + B! se tiene que

XC'=3X + A’ (345)
XCt-3X = A* (346)
X(C* —3I3) = A* (347)
Luego
2 0 1 300 -1 0 1
C'—3I3 1 41)-[030]|=(1 11 (348)
0 0 1 0 0 3 0 0 -2

desarrollando a lo largo de la tercera fila se tiene que

-1 0
1

|C" — 315 2‘ )

' =2 (349)

luego la matriz es C* — 313 es invertible y en (2) se tiene que
X = AYC* - 31;)7! (350)

Luego para calcular (C* — 313)~! considere la matriz aumentada

-1 0 1 1 0 0
1 1 1 010 (351)
0 0 -2 ]0 0 1
y reduciéndola se llega a
10 0}-1 0 -1/2
0 1 1 1 1 (352)
0 0 1 0 0 -1/2
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por lo que
-1 0 -1/2
Cct=3n)t=1 1 1 1 (353)
0 0 -1/2
y
-1 0 —1/2
X:(2—3 6) 1 1 1 :(—5 -3 —7) (354)
0 0 -1/2
b) Considere la matriz aumentada
2 1 0 2
0 4 0] -3 (355)
1 1 1 6
reduciéndola se llega a
1 0 0| 11/8
0 1 0] -3/4 (356)
0 0 1 | 43/8
como lo anterior tiene solucion el vector si es combinacion lineal de los vectores columna.
Problema 39. Considere la matriz
z 0 x?
B=| 01 0 (357)
1 0 2°
a) ;Para qué valores de z la matriz B es equivalente a la identidad?
b) Determine B~! cuando r = 2
c) Si z = —1, jcudl es el rango de B?
a) Observe que
r 0 22 1 0 =z 1 0 1
IBl=|0 1 0 |=2[{0 1 0 |=2*|0 1 0 ff1+f§ (358)
1 0 2° 1 0 22 1 0 z?
1 0 1 1 0
=220 1 0 =2? 0 22_1 =2%(x —1)(z +1) (359)
0 0 22-1

Luego, |B| = 0siy solo si z =0,1,—1, es decir, la matriz es invertible cuando z # 0,1,—1 y en
este caso (cuando es invertible) B es equivalente con la identidad.

(360)
b) Cuando z = 2
2 0 4
B=[o0 10 (361)
1 0 8
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y se llega a
1 8§ 0 —4
B! = 5| 0 120 (362)
-1 0 2
¢)Conz=-1
-1 0 1
B = 0 1 0 (363)
1 -1
y la matriz escalonada reducida es
1 0 -1
01 0 (364)
00 0
por lo que el rango es 2.
Ty =z
Problema 40. Considere la matriz A= 1 1 1 | con |A|=4
4 5 6

a) Calcule [34A'A7|
b) Encuentre el determinante de la siguiente matriz B aplicando Gnicamente pro-
piedades del determinante

4 4 4
B= 3x 3y 3z (365)
4+2x 5+2y 6+2z

a) Se van a usar las propiedades |AB| = |A[|B], |A] = |Af|,|A7}] = ﬁ y [tA] = t"|A] si
teR,Ae M(n,R)

1

|3AATATY =37 |[AATATY| = 27 |A] | A |ATY| = 27 |A] |A] = 27|A| = 108 (366)
b) Observe que
4 4 4 1 1 1
3x 3y 3z =12 x Yy z —2fo + f3 (367)
4+2x 5+2y 6+2z 4+2x 542y 6422
1 1 1 T Yy z
=12z y z|fi,fo=-1211 1 1 |=-12|A|=-48 (368)
4 5 6 4 5 6
3.9.2. Reposicion Primer Examen Parcial | Ciclo 2012
Problem 41. Considere la matriz
0 a 2 0
0 -1 1 0
A= e 3 3 9 (369)
1 2 21

66



3 El Determinante de una Matriz Cuadrada

a) Calcule el determinante de A en términos de a

b) Usando el valor del determinante obtenido en a) responda:

I) ;Para que valores de a A es invertible?

IT) Calcule la inversa de A para a =0

IIT) Si a = —2 jcudl es el rango de A?

IV) ;Qué valores debe tomar a para que las columnas de A sean linealmente
dependiente?

a) Como el valor del determinante no cambia al realizar una combinacién lineal de filas

0 a 2 0 0 a 2 0
0 -1 1 0 0 -1 1 0
o 3 3 2|2t h=l 0 1 1o (370)
1 2 2 1 1 2 2 1
y desarrollando a lo largo de la cuarta columna
0 a 2
= 0 -1 1 (371)
a—2 -1 -1
y desarrollando a lo largo de la primera columna
a 2
=(a—2) 11 ‘ =(a—2)(a+2) (372)
Es decir,
Al = (a —2)(a+2) (373)
I) A es invertible cuando a # +2
IT) Cuando a =0
0 0 20
0 -1 1 0
A= 0 3 3 2 (374)
1 2 21
y se considera
0 0 2 0|1 00O
0 -1 1. 0|01 00
0 3 3 2|00 10 (375)
1 2 2 110 0 01
haciendo Gauss-Jordan se llega a
100 0| -1/2 1/2 —-1/2 1
01 00 1/2 -1 0 0
0 010 1/2 0 0 0 (376)
0 0 0 1| -3/2 3/2 1/2 0
Por lo que
~1/2 1/2 -1/2 1
-1 1/2 -1 0 0
AT = 1/2 0 0 0 (377)
-3/2 3/2 1/2 0
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3 El Determinante de una Matriz Cuadrada

IIT) Cuando a = —2 la matriz es
0 -2 2 0
0 -1 1 0
A=1 5 3 3 2 (378)
1 2 21
haciendo Gauss Jordan se llega a

10 0 —-1/7

01 0 2/7

0 0 1 2/7 (379)

0 00 0

por lo que el rango de A es 3
IV) Las columnas son linealmente dependientes cuando la matriz no es invertible, es decir,
cuando a = +2

Problema 42. Considere el sistema de ecuaciones lineales

r+y—z=2
r+2y+z2=3 (380)
r+y+(a®*—5z=a
Utilizando Gauss-Jordan determine
a) El valor de a para el cual el sistema no tiene solucién
b) Resuelva el sistema para el valor de a en el que hay infinitas soluciones y
encuentre estas soluciones

c) Encuentre los valores de a para los cuales, el sistema posee solucién tnica
d) Para el caso a =0 calcule el valor de y utilizando la regla de Cramer

La matriz asociada es
1 1
1 2 1 3 (381)
1 1

se utiliza Gauss Jordan

11 -1 2 —fi+ o 11 -1 2
1 2 1 3 jf—Jrj? 1 2 1 (382)
11 a®>=5]a) 2278 N0 0 a®>—4| a-2
10 -3 1
—Jo+
L P 2 1 (383)
0 0 (a—2)(a+2) | a—2
Ahora se analizan los casos
a) Caso a = —2: La matriz queda
1 0 -3 1
0 1 2 1 (384)
0 0 O —4
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3 El Determinante de una Matriz Cuadrada

y claramente es inconsistente
b) Caso a = 2: La matriz queda

10 =311
01 2 1 (385)
0 0 O 0
y el sistema es
—3z=1
s (386)
y+2z=1
es decir
S={(z,y,2) = (1+3t,1-2¢t,t) teR} (387)
que es el caso de infinitas soluciones con un parametro
c¢) Caso a # £2: Se puede hacer Wl(am‘fg v queda
1 0 -3 1
01 2 1 (388)
0 0 1 1/(a+2)
y la matriz escalonada reducida es
10 0] 1+ %52
01 0 — 33 (389)
1
0 0 1 e
por lo que la solucién es tinica
d) Cuando a = 0 la matriz es
11 -1
A= 1 2 1 (390)
1 1 =5
y
|A] = —4 (391)
si
1 2 -1
Y=(1 3 1 (392)
1 0 =5
entonces
Y|=0 (393)
Luego
Y]
y=—=0 (394)
4]
Problema 43. Considere un nimero real a distinto de 0 y de 1 y
1 0 0 1 a a—1
a=(1 )= (D ) om(0 .

a) Calcule AT (B + O)
b) Encuentre (aA+ B) ™'

¢) Encuentre el valor de la matriz X que satisface (XB)" = C — (aXA)T
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3 El Determinante de una Matriz Cuadrada

Para hallar la inversa se toma

y se hace Gauss-Jordan

1 (1 1/a 1/a 0 )
e L0 1| —1/(a-1) 1/(a—-1)
5

] )

Por lo que
_ 1 a -1
A+B) t=——
earm™ = s ( )

¢) De

tomando transpuestas a ambos lados
XB=C"-aXA

XB+aXA=CT
X(B+aA)=CT
X =CT(aA+B) !

(o )Jm ()

:a(al—l) < ZE:Z —(a0—1)><1 —?/a)

Sustituyendo

(396)

(397)

(398)

(399)

(400)

(401)

(402)

(403)

(404)

(405)
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3 El Determinante de una Matriz Cuadrada

Problema 44. Considere A = con |A| = 6. Usando solamente propiedades

o o Q

b
c
a

QO

3b+3c c+a 2b+2a
del determinantes calcule el determinante de B = 3a+3b c+b 2a+ 2c
3c+3a b+a 2b+2c

Tomando
3b+3c c+a 2b+2a

|IBl=1| 3a+3b c+b 2a+2c (412)
3c+3a b+a 2b+2c

se factoriza un 3 y un2 de la primera y tercera columna respectivamente

b+c ¢c+a b+a
|[B|=6| a+b c+b a+c (413)
c+a b+a b+ec

usando la linealidad en la primera fila

b c a c a b
|IBl=6|| a+b c+b a+c|+|a+b c+b a+c (414)
c+a b+a b+c c+a b+a b+c

haciendo — f1 4+ f2 en el primer determinante y — f1 + f3 en el tercer determinante

b c a c a b
|B] =6 a b c |+|a+b c+b a+c (415)
c+a b+a b+c a b c

haciendo —f2 + f3 en el primer determinante y — f3 4+ f2 en el segundo

+

b b
|B|=6 || a a (416)
c c

SIS LI
o
SIS Y
o0

haciendo f1, f2 en el primer determinante y f1, f3 en el segundo determinante el valor del deter-
minante cambia de signo en ambos y comparando con |A| se llega a

|B|=6[-6—6] =—"72 (417)
2 1 0

Problema 45. Considere la matriz D = ;) (1) :2 ;son los vectores columna de
01 4

la matriz D linealmente independientes?

Observe que por Gauss Jordan la matriz escalonada reducida es

(418)

o O o
o o = O
O = OO
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3 El Determinante de una Matriz Cuadrada

como la matriz es 4 x 3 y el rango es 3 los vectores columna son linealmente independientes pues
el sistema homogéneo tiene solucién tnica

(419)

3.9.3. Primer Examen Parcial |l Ciclo 2012

Problema 46. Aplicando solamente el adlgebra matricial, determine la matriz numé-
rica X que satisface la ecuacién

(B3A+XB)T =-2xX)"+B (420)
suponiendo que la matriz 2/ + B es invertible.
Si
1 3 0 1 5 8
A= 2 0 5 B=|0 7 -9 (421)
-1 2 0 0 0 6
Calcule X.
Si
BA+XB)T =-2xX)"+B (422)
transponiendo a ambos lados
34+ XB=-2X + B” (423)
pasando a sumar —2X y a restar 34
XB+2X =BT - 34 (424)
factorizando X por la izquierda
X(B+2I)=B"-34 (425)
como B + 21 es invertible
X(B+2I)(B+2I)"' = (BT —3A4)(B+2I)7! (426)
o bien
X = (BT -3A)(B+2I)™* (427)
Reemplazando con los valores de A y B se tiene primero que
1 0 0 1 3 0 -2 -9 0
BT —-3A=|5 7 o0 |-3]l 2 035 |=(-1 7 -15 (428)
8 -9 6 -1 2 0 1 -15 6
y
1 5 8 1 00 3 5 8
B+2I=1 07 -9 |4+2( 01 0 ]={(09 -9 (429)
0 0 6 0 0 1 0 0 8
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3 El Determinante de una Matriz Cuadrada

por lo que para hallar la inversa de B + 2I se considera

3 5 8 100
09 -9]10 10 (430)
0 0 8 0 0 1
y haciendo Gauss Jordan se llega a
0 1 0 0 516 B (431)
0 0 1 0 0 316
y se obtiene que
72 40 _ 17
216 216 16
(B+2)"t=| 0 % ;i (432)
0 0 2
216
Finalmente,
X=(B"-34)(B+2)'=| -1 7 -15 0o 2 % = —7% %O
11 -15 6 0o 0 2= e g0
(433)
(434)
Problema 47. Suponga que
1 2 0
a a 2b|=3 (435)
7 5 3

Usando tinicamente propiedades del determinante calcule

1 a+7 14
2 a+5 10 (436)
0 26+3 6

Utilizando la Regla de Cramer calcule el valor de y del siguiente sistema

z+(a+T)y+14z2=0
2+ (a+5)y+ 10z =2 (437)
(20+3)y+62= -5

Recordando que el determinante de una matriz es igual al de su transpuesta se tiene que

1 a+7 14 1 2 0 1 2 0
2 a+5 10 |=|a+7 a+5 2043 |=2|a+7 a+5 2b+3 (438)
0 26+3 6 14 10 6 7 5 3

y haciendo la operacién — f3 + fo se obtiene

1 2 0 1 2 0
2l a+7 a+5 20+3 |=2|a a 2b|=6 (439)
7 5 3 7 5 3
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3 El Determinante de una Matriz Cuadrada

Para resolver el sistema observe que se tiene

1 a+7 14 0
A= 2 a+5 10 b= 2 (440)
0 26+3 6 -5
por la primera parte se tiene que
|Al =6 (441)
y si
1 0 14
Y=2 2 10 (442)
0 -5 6
observe que
1 0 14 1 0 14
Yi=12 2 10 |-2fi+fo=|0 2 —18 (443)
0 -5 6 0 -5 6
desarrollando por la primera columna
1 0 14
0 2 -18|= ’ 35 738 ‘ =178 (444)
0 -5 6
por lo que
Y| —78
=—=—=-13 445
Y= T T (445)
Problema 48. Considere el sistema de ecuaciones lineales
r+2y—3z2=4
3z —y+5z=2 (446)

dr+y+(a® —14)z =a +2

Utilizando el método de eliminaciéon gaussiana encuentre los valores de a para los

cuales el sistema posee solucién tinica, encuentre dicha solucién.

La matriz aumentada es

4 1 a*—14 | a+2

1 2 -3 4 —3f1+f2 1 2 -3
3 -1 5 2 P 0 -7 14
4 1 a®2—-14 1| a+2 — 0 —7 a®2-2
2 3 4\ /12 -3
SECREL N IR S ~10 0 1 2
0 0 a*>—-16| a—4 0 0 (a—4)(a+4)
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3 El Determinante de una Matriz Cuadrada

De aqui es claro que si a = 4 entonces el rango de la matriz aumentada es 2 por lo que el sistema
tiene infinitas soluciones y si a = —4 el sistema es incosistente por lo que el sistema tiene solucién
Unica cuando a # —4,4.

—2f2+f 10 1 8 —fatf 10 0] &8—-L
(o1 2| B o1 o o4 (450)
mfs Z 2f3+f2 7 1(1-1-4
00 1| 4/) 7 \oo1| L
por lo que lausoluciéru’micauesz:%—a—}r47 y:1—70+ai+4 Z:a_}r4

Problema 49. Encuentre los valores de a para los cuales los vectores v = (1,3, —3,5)
es combinacién lineal de los vectores v; = (1,a + 4,a,3) v2 = (1,5,0,4) y vz = (3,a® +
3a + 3, 3a,a?)
Se forma la matriz aumentada
1 1 3 1
a+4 5 a>+3a+3 3
a 0 3a -3 (451)
3 4 a? 5
y se realiza Gauss Jordan
1 1 3 1 —(a+4)f1+f2 1 1 3 1
I
a+4 5 a®>+3a+3 3 —afi+f 0 1—a a?2-9 | —a—1 (452)
a 0 3a -3 3t 0 —a 0 -3—-a
3 4 a? 5 I 0 1 a? -9 2
—fath 10 122— a? 1
(a-Dfatf | 0 0 a(a2 -9) | a=3 (453)
afatfs 0 0 a(@a*—9) | a—3
— 01 a2-9 2
reacomodando un poco se llega a
10 12 —a? -1
0 1 a? -9 2
0 0 ala—3)(a+3)| a—3 (454)
0 0 0 0
De aqui es claro que si a = 0 0 a = —3 el sistema es inconsistente por lo que el vector no es

combinacién lineal. En cambio, si a = 3 el sistema tiene infinitas soluciones y si a # 0,3, —3 el
sistema tiene solucién tnica por lo que el vector si es combinacién lineal en estos dos ultimos
casos.

Es decir, el vector es combinacién lineal para a # 0, —3

Problema 50. Considere el paralelogramo cuyos vértices son A = (0,0,1) B = (1,2,2) C =
(5,2,2) D = (4,0,1)

a) Calcule el area del paralelogramo de vértices ABCD

b) (Es el tridngulo formado por los vértices A, B,C rectangulo?

(0]



3 El Determinante de una Matriz Cuadrada

c) Encuentre el perimetro del paralelogramo ABCD
d) Calcule la altura de ﬁ sobre E
e) Encuentre el dngulo entre los vectores C@ y Cﬁ

Considere la siguiente figura

w=AB=B—-A=(1,2,2)—(0,0,1) = (1,2,1)

v=AD =D~ A=(4,0,1) - (0,0,1) = (4,0,0)
Luego

uxv=|1 2 1 [=(0,4,-8)

y el area es
drea = |ju x v|| = 45

b) Observe que el angulo en B es

(—u)-v 4 -1
[—ullllol — 4v6 V6

cos B =

(455)

(456)

(457)

(458)

(459)

por lo que el dngulo es 114 grados. Luego, el tridngulo ABC' es obtusangulo y no rectdngulo.
¢) El perimetro es la suma de los lados del paralelogramo, como los lados opuestos miden igual

perfmetro =2 [[ul| + 2 ||v|| = 2v/6 + 8

d) Primero se calcula la proyeccién de u sobre v

. 4
proy,u = ——v = — (4,0,0) = (1,0,0)
]l 16
y luego
h =wu —proy,u = (1,2,1) — (1,0,0) = (0,2, 1)
y

In] =5
e) Si 0 es el angulo entre CB y CA
CB-CA

oz ] o]

cosf =
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3 El Determinante de una Matriz Cuadrada

ahora bien
CB=B-C=(1,2,2) - (522) = (-4,0,0) (465)
CA=A—C=(0,01)—(522) = (-5,—2,—1) (466)

por lo que

20
cosf) = —— 467
Wi (467)
y

0 = 24,00° (468)

Problema 51. Considere la siguiente matriz

1 -2 -2
A= -2 b 1 (469)

a) ;Para qué valores de b es la matriz A invertible?

b) ;Cuédles valores de b hacen que el rango de A sea menor a 37

c) ;Qué valores de b hacen que los vectores columna de A sean linealmente depen-
dientes?

d) Calcule A~! para b =0

e) Encuentre [3471AT| para b =2

a)

1 =2 =2 a2p4p |1 -2 -2
Al=|-2 b 1| .. |0 b-4 -3 (470)

3 1 b — | 0 7 b+6

desarrollando por la primera columna

|l b—4 -3
o 7 +6

‘:b2+2b—24+21:b2+2b—3:(b+3)(b—1) (471)

por lo que la matriz es invertible cuando b # 1, —3
b) El rango de A es menor que 3 cuando la matriz no es invertible, es decir, cuando b= 1,—3
c¢) Las columnas son linealmente dependientes cuando A no es invertible, es decir, cuando
b=1,-3
d) Se considera

1 -2 =21 0 0
-2 0 1 010 (472)
3 1 0 0 0 1
y haciendo Gauss Jordan se llega a
1 2 2
010 -1 -2 -1 (473)
2 7 4
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3 El Determinante de una Matriz Cuadrada

por lo que
2 2
3 3
) B
4
3

I
3

AT =

—_
—_

1
3
- (474)
2
3

|3ATTAT| =32 A7 |AT| =27 (475)

3.9.4. Parte 1 Examen Ampliacion | Ciclo 2012

Problema 52. Considere el sistema de ecuaciones lineales
r+3y+(1—a)z=0
x+ay—z=0 (476)
(2—a)+3y=0

a) Determine los valores de a para el cual el sistema tiene solamente la solucién nula

b) Resuelva el sistema para el valor de a en los cuales el sistema tiene infinitas
soluciones

Se forma la matriz

1 3 1—a
1 a -1 (477)
2—a 3 0
y se reduce por Gauss-Jordan
1 3 1—a —f1+f2 1 3 1—a
1 a -1 (a—2)f1+f3 0 a-3 a—2 =A (478)
2—a 3 0 0 3a—3 (1—a)(a—2)

Ahora deben hacerse casos sobre los valores de a
caso a = 3
La matriz A seria
1 3 -2
0 0 1 (479)
0 6 —2

y es claro que el rango de esta matriz es 3 por lo que el sistema homogéneo solo tiene solucién
nula.

caso a # 3

Ahora se puede hacer af—fg sobre la matriz A y se llega a

1 3 1—a —3fotf1 1 0 1—a732:3

0o 1 a=2 0 1 a=2 (480)
a—3 (3—3a) fo+f3 a—3

0 3¢a—3 (1—a)(a—2 —  \0 0 (1-a)(a—2)+3(1—a)%=23

y como (1 —a)(a—2)+3(1—a)i=2 = (1 — a)(a — 2)-2; se tiene la matriz

1 0 1-a-3%2
B=[0 1 - (481)
00 (I-a)a—-2)3%

| w
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3 El Determinante de una Matriz Cuadrada

y se vuelven a hacer casos sobre los valores de a
subcaso a =1
La matriz B se convierte en

1 0 —3%
01 3 (482)
0 0 0
y la solucidén es infinita de la forma
T = %z
B (483)
Yy=-—3
o bien {(Jc,y,z) = (%t, —%t,t) it e R}
subcaso a = 2
La matriz B se convierte en
1 0 -1
01 0 (484)
0 0 O
y la solucioén es infinita de la forma
=2z
485
{y 0 (485)
o bien {(z,y,2) = (t,0,t) : t € R}
subcaso a =0
La matriz B se convierte en
1 0 -1
01 2 (486)
0 0 O

y la solucioén es infinita de la forma
e (487)
y =

o bien {(Jc,y,z) = (t, —%t,t) ‘te R}

subcaso a #0,1,2

Aqui es claro que la matriz B va a terminar con rango 3 por lo que la solucién del sistema es
la nula. Asi A tiene solucién nula cuando a # 0,1,2 y cuando a = 0, 1, 2 las soluciones infinitas
son las anteriores.

Problema 53. Considere las matrices

0 1
11 c=1|1 (488)
10

a) Exprese AC' como combinacidn lineal de las columnas de A
Observe que
-2
AC = 3 (489)
1
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y para escribir AC' como combinacién lineal de las columnas de A hay que considerar el sistema
aumentado

-1 0 1| =2
1
0

—
—
w

(490)

—
o
—_

y haciendo Gauss-Jordan se llega a

O =
)
o o
— N

(491)

o
(an]
—_
(en]

por lo que
-2 -1 0
3 =2 1 +1 1 (492)
1 0 1
b) ;Son las filas de A linealmente dependientes?

Desarrollando det A a lo largo de la tercera fila se tiene que det A = 2 # 0 se tiene que las filas
son linealmente independientes

c) Calcule det(24A7)
Por las propiedades se tiene que

det(2AAT) = 23 det Adet A = 2° = 32 (493)

d) ;Es A invertible? En caso afirmativo calcule su inversa
Como det A # 0 se tiene que es invertible y para calcularla se considera

10 1)1 00
1 11010 (494)
0 1 0]0 01

y haciendo Gauss Jordan se llega a

R R
1 11 0 0 1 (495)
0o 10|}
por lo que
1 1 _1
. 2 2 2
AT = 0 0 1 (496)
1 1 _1
2 2 2
Problema 54. Considere la matriz
0 0 2-a
A= 4—-a 3 -3 (497)
4 —a 2
a) Calcule det A en términos de a
Desarrollando por la primera fila
det A= (2 —a)(a® —4a—12) = (2 —a)(a — 6)(a +2) (498)

b) ;Para qué valores de a el rango de A es menor que 37
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Si det A = 0 entonces A no es invertible por lo que su rango es menor que 3. Asi, cuando
a= —2,2,6 el rango de A es menor que 3

Problema 55. Sean u = (1,0, —1) v = (-1,1,0) vectores de R?
a) Calcule el dngulo 6 entre 2u y 3v

2u - 3v _ 6 _ 1
[[ 2] |3l 2v2-3v2 2

0 — o <_l) _2r (500)

cosf = (499)

por lo que

2 3

b) ;Encuentre un vector que sea ortogonal tanto a u como a v?
Para esto se toma
w=uxv=(1,1,1) (501)

c) Calcule el area del paralelogramo que determinan 2u y 3v
Se tiene que
4rea = [|(2u) x (3v)|| = 6 ||u x v| = 6 |w|| = 6v/3 (502)
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4. Geometria Vectorial en R"

En la primera parte del curso se estudiaron sistemas de ecuaciones lineales y las matrices
aparecieron como una forma conveniente de estudiar si un sistema poseia solucién o no. En
particular, un tipo particular de matrices que aparecié al final del capitulo anterior fueron las
matrices de tamanio n X 1 y 1 X n que fueron llamadas vectores columna y fila respectivamente.
El conjunto de todos los vectores (sean fila o columna) se denota como R™

T
€2

R" = ) |z, € Ry = {(x1,22,  ,xn) | ;i € R} (503)
'ZL.7L

Los vectores ocuparan gran parte de lo que quedan del curso puesto que poseen propiedades
geométricas muy importantes que generalizan las geometria del plano y del espacio estudiadas
en un curso basico de geometria euclidea.

Hay varias formas de denotar un vector, en este capitulo se representarda a un vector la ma-
yor parte del tiempo como una letra con flecha, por ejemplo, 7, lo cual enfatizaré el sentido
geométrico que poseen los vectores.

4.1. Representacion Geométrica de Vectores
4.1.1. Vectores en el Plano

Suponga que d e R2, es decir, qd= (z,y) donde z y y son nimeros reales. Queremos encontrar
una representacion geométrica para tal vector. El método mas facil para realizar esto es siguiente:
tome una hoja en blanco y sobre ella marque un punto como O (que llamaremos el origen). Luego
sobre tal punto dibuje un sistema de coordenadas cartesianas x,y (es decir, dos lineas rectas que
son perpendiculares y se intersecan en O). Luego d es el punto sobre el plano que representa el
par ordenado (z,y). Por ejemplo, si qd= (2,3) representariamos el vector como indica la figura
siguiente:
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A
A=(2,3)

3 +

2 +

1 +

-4 -3 -2 -1 o 1 2 3

14

—24

_34

Figura 6: Vector como punto sobre el plano

La discusion anterior quiere decir que geométricamente un vector es un punto sobre el
plano cartesiano =z, y.

Ahora bien, como se noté de la construccién anterior la elecciéon del punto O fue arbitraria,
es decir, alguien pudo haber escogido otro punto sobre la hoja como su origen. Debido a esa
arbitrariedad, existe otra caracterizacion de un vector que no depende de esa elecciéon de un
sistema cartesiano (es decir, es independiente del sistema de coordenadas). Tal caracterizacién
se puede ver del dibujo anterior donde se traz6 una flecha azul desde el origen al punto A. En
vez de pensar en el vector como el punto A, pensaremos en el vector @ como la flecha azul que
sale del origen y termina en el punto A. Mas atn, lo inico importante es la flecha en si, es decir,
la direccién que esta tiene y la longitud que esta posee. Es decir, geométricamente un vector
es una flecha dirigida, es decir, un objeto con direccién y longitud (magnitud). Para
que quede claro lo que significa lo anterior, considérese la siguiente figura
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41
Figura 7: Vector como flecha dirigida sobre el plano

Como puede verse en la figura, todas los vectores anteriores tienen el mismo tamafo y la misma
direccién por lo que bajo nuestra segunda definiciéon seran considerados los mismos vectores,
es decir, dos vectores en el plano seran considerados el mismo si poseen la misma
longitud y direccién.

De lo anterior se tiene que hay dos formas de representar un vector: como un punto y como una
flecha dirigida. Alguien podria preguntarse cudl es mas correcta, es decir, cudl es la verdadera.
La respuesta es: jambas lo son! Es decir, hay momentos en que es més 1til pensar en un vector
como un punto y otros en los que es mas 1til en pensar en un vector como una flecha, solo la
practica ayudard a determinar cual es mas conveniente en cada instante.

4.1.2. Vectores en el espacio

Al igual que antes, si q e R3, podemos escribir qd = (x,y,2). Nuevamente existen las dos
representaciones geométricas para 7, es decir, pensar en el vector como un punto en un sistema
cartesiano x,y, z (que es lo que se indica en la siguiente figura)
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(x,y:2)

Figura 8: Vector como punto en el espacio

o bien como una flecha en el espacio (que es lo que se indica en la siguiente figura)

Figura 9: Vector como flecha dirigida en el espacio

4.1.3. Vectores en R"

Cuando n es mayor que tres, lamentablemente no es posible hacer una representaciéon visual
de un vector en tal espacio de méas dimensiones. Sin embargo, la discusién anterior se sigue en
el sentido de que pensamos en esos vectores como representantes de “puntos” y “flechas” en un
espacio de dimensionalidad méas grande que en el que vivimos.

4.2. Operaciones Algebraicas entre Vectores
4.2.1. Multiplicacion de un vector por un nimero real

Suponga que ¥ € R™. Podemos escribir ¥ = (21, ,xn). Suponga ahora que A € R. Defini-
mos AU en forma analoga en que se definié la multiplicacién de una matriz por un nimero real,
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es decir,
AT = (Azg, -, Azy,) (504)

Para el significado geométrico de tal operacién es mejor pensar en un vector como una flecha.
De esta forma, se tienen los siguientes casos:

ha expandido, es decir, su longitud ha aumentado por un factor de A

se ha contraido, es decir, su longitud ha disminuido en un factor de A

como un punto pues no tiene tamano

contraido, es decir, su longitud ha disminuido en un factor de A

expandido, es decir, su longitud ha aumentado por un factor de A

Los casos anteriores se ilustran en la siguiente figura

v

Figura 10: Multiplicacién de un vector por un ntmero real

4.2.2. Suma y Resta de Vectores

Definir la suma y resta de vectores es igual de facil a la definicién que se dié para las matrices.
Si v = (1,2, ,Tn) Y W= (y1,Y2," - ,yn) se define

74_6}: (ml,an"' ,-Tn)+(yl,92,"' ayn) = (‘rl +y1ax2+925"' axn+yn) (505)

7*3: (1'1;1'25"' 7xn)*(y17y27"' 7yn) = ($1*y17$2*y2,"' 7xn7yn) (506)

Lo dificil serd interpretar geométricamente la suma y resta de vectores. Para hacer _e)sto se
considera el caso sobre R2. Si @ = (a1,a2), b = (b1,b2) la siguiente figura representa a,b,d+
%

b.
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= )\ > 1: En este caso A7 representa un vector con la misma direccién que o pero que se
= 0 < A< 1:En este caso AU representa un vector con la misma direccion que o pero que
= A =0:En este caso AU = ﬁ es decir, es el vector nulo, el cual se representa sencillamente
= —1 < A< 0: En este caso AU representa un vector con direccién opuesta a o v que se ha

= \ < —1: En este caso AU representa un vector con direccion opuesta a o pero que se ha
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(x4+x"y+y”)

Figura 11: Suma de vectores en el plano

De la figura anterior pueden inferirse dos métodos para definir la suma de vectores:
= Método 1: suma de vectores como la completaciéon del tridngulo: De la figura se

%
nota que para construir a + b primero se puede tomar el vector a y mover el vector
b de forma que el origen del VCCtOI‘_>b coincida con la flecha del vector @ (es decir, con
el lugar donde termina) y asi d + b es el vector que resulta de completar el triangulo
. A S = 7 =
que tiene lados @', b y d + b. Note que como d + b = b + a se pudo haber tomado

)

1

primero el vector b y haber movido el vector @ de forma que coincidiera su inicio con el

final del vector b y de esa forma d + b es nuevamente el vector que resulta de completar
ese tridngulo

= Método 2: suma de vectores como la diagonal del paralelogramo: De la figura
puede verse _(>1uc es posible formar un paralelogramo con dos lados siendo a y los otros
dos siendo b. Bajo esta interpretacion, la diagonal indicada en la figura representaria
a+ ? . (la otra diagonal del paralelogramo representa de hecho al vector a - ? o ? -
dependiento de donde se coloque la flecha del vector)

De lo anterior se tiene entonces que la suma de vectores de mayor tamafio deberia comportarse
similarmente lo cual se representa de la siguiente forma

Figura 12: Ambos métodos para la suma de vectores
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Para restar vectores se aprovecha el hecho de que
V-0 =7+ (-0 (507)

es decir, para hacer v - primero se construye — como el vector opuesto a w y
luego se realiza la suma de vectores (con el método geométrico anterior) ¥ + (—).

La siguientes figura ilustra el método

b

Figura 13: Resta de vectores

La siguiente figura ilustra tanto la suma como la resta de vectores segtin el método del para-

lelogramo

Figura 14: Suma y Resta de vectores

4.2.3. Vectores paralelos

De lo visto en las secciones anteriores se tiene:

= Sid = t? con t > 0 se puede interpretar el vector @ como el vector tiene la misma
direccién que 7 y una longitud modificada por un factor de t. En tal caso decimos que
a y b son paralelos. Es decir, dos vectores 7, b son paralelos si existe ¢ > 0 tal que

@ =1tb.Sit<0 sellaman antiparalelos

o - .
= Recordando que es posible interpretar los vectores ﬁ, b como puntos en el espacio entonces
de define ba = @ — b como el vector que comienza en el punto b y termina en el punto a

. - ) .
y similarme % = b — d es el vector que comienza en el punto a y termina en el punto b.
Esta es la interpretacién geométrica para la resta entre vectores vistos como puntos.
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Figura 15: Resta de vectores vistos como puntos en el espacio

4.3. Interpretacion Geométrica de la Combinacion Lineal de Vectores
Considere un sistema de ecuaciones como

3z —y =
vy =3 (508)
—xrx+2y=4

Al inicio del curso se vio que tales sistemas corresponden a los puntos de interseccién de las rectas
que representan las ecuaciones. Ahora se introducird otra interpretacién posible de los sistemas de
ecuaciones. Primero que todo, gracias al producto matricial el sistema anterior puede escribirse

(5 2)(3)-(2)

y ya se vio que esto ultimo también es igual a

() (3)-(1)

Ahora bien, si se utiliza la siguiente notacién

(3) =(3) ()

la dltima ecuacion es lo mismo que
ru+yv="= (512)

que corresponde a determinar si el vector b es combinacién lineal de los vectores u,v. Un
calculo sencillo muestra que la solucién del sistema de ecuaciones originales era x = 2,y = 3, es

decir,
2u+3v="> (513)

La nueva interpretacién geométrica es la siguiente: como u, v, b son vectores en el plano se pueden
representar geométricamente tal como indica la siguiente figura
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Figura 16: Combinacién lineal de vectores

Luego, zu y yv se representarian como vectores paralelos a u y v respectivamente. Es decir, se
estdn buscando por cuales nimeros x,y hay que multiplicar u y v para que al sumarlos den el
vector b. Como la solucién era x = 2 y y = 3 entonces habia que hacer 2 veces més grande u y 3
veces mas grande v. Lo anterior se puede decir de la siguiente forma:

= Determinar si un vector b es combinacién lineal de vectores vy,--- ,v,, es equivalente a
encontrar “factores de escala” x1,--- , 2, que hagan que b se pueda escribir como la suma
vectorial de zvi1, -+, TV .

= Equivalentemente, resolver el sistema Az = b es lo mismo que determinar si existen “fac-
tores de escala” x1,--- ,x,, que hagan que b se pueda escribir como la suma vectorial de
TUI1, " , TmUpy, donde vy, - -+, vy, son las columnas de la matriz A.

4.4, Producto Escalar de Vectores

El producto escalar o producto punto entre dos vectores es uno de los conceptos mas impor-
tantes del dlgebra lineal puesto que permite definir la longitud de cualquier vector de cualquier
tamafo asi como el angulo entre dos vectores del mismo tamafio. Implicitamente se utiliza a la
hora de realizar la multiplicacién entre matrices pero la motivacion principal para el producto
punto es el teorema de Pitagoras y la ley de cosenos como se vera adelante.
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4.4.1. Producto Escalar en R? y R?

Suponga que 7 e R2?, 7 = (x,y). Sabemos representar 7 como un punto en el plano de la
siguiente forma

Figura 17: Vector en el plano y tridngulo rectangulo asociado

De esta figura es muy claro que podemos pensar en 7 como la hipotenusa de un triangulo
rectdngulo y por el teorema de Pitadgoras sabemos que su hipotenusa mide /x2 + y2. Asf es
natural definir la magnitud (longitud) de 7 como

7] = V% + y? (514)

donde || 7] va a ser una notacién que se utilizaré para hablar de la norma (magnitud) de un
vector. Claramente )

171" = 2* + 4 (515)
y definimos el producto punto (escalar) de un vector consigo mismo como T vy que viene
dado por la férmula. )

T =T = () (y) =2+ ¢ (516)
es decir, el producto punto de un vector consigo mismo corresponde a multiplicar cada entrada
del vector consigo mismo y luego sumarlas.

Ahora suponga que 7 = (x,,2) es un vector en R® como se indica en la figura siguiente

Figura 18: Vector en el espacio y componentes asociadas

91



4 Geometria Vectorial en R™

Nuevamente sabemos por el teorema de Pitdgoras que si pensamos en 7 como la hipotenusa
de un tridngulo rectangulo entonces

171l = Va2 + % + 22 (517)
Y nuevamente podriamos definir el producto escalar de a consigo mismo como

La idea ahora serd considerar el producto escalar como una nocién mas fundamental que el
concepto de magnitud de un vector y definir a partir del producto escalar la magnitud de este
tal como indica la siguiente definicion.

Definicién 56. Sean U = (1,29, ,Ty), T = (y1,Y2,++ ,yn) dos vectores de R™. Se define
el producto escalar U -V como

7 : 7 =T1Y1 +x2y2 + -+ TpYn (519)

a su vez, se define la norma de U como

|2 = VT T =fa} +ad+ - +a2 (520)

Por ejemplo, si

U =(1,-2,5,6) U =(-1,0,1,4) (521)

entonces

U7 =) (=1)+ (=2)0)+ B6)(1) + (6)(4) = -1+ 5+ 24 = 28 (522)

Es facil mostrar las siguientes propiedades del producto punto entre vectores.

Teorema 57. Sean 77? tres vectores en R™ y A € R™. Las siguientes propiedades son vdlidas
para el producto escalar y la magnitud de un vector:

~ 7 - T>0siT£0
= 7-7:0813'5010517:6

U -T=7-4
>U-AN) =) T =\NU-7)
>U- (V+W) =" -T+4- @
= |7 >0

= ||7|| =0siysolosi ¥ = 6>
%
= |l = i)
> % - =V -
= Desigualdad de Cauchy-Schwarz: |7 . 7\ < \\7|| \\7||

Desigualdad Triangular: |7 + 7| < |7 ||+ | 7|
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4.4.2. Distancia entre dos puntos:

Con la definicién de norma de un vector se puede definir la distancia entre dos puntos. Sabemos
que dos puntos P,Q € R™ pueden representarse como dos vectores P, (). Por otro lado, P(Q) se
habia interpretado geométricamente como la flecha que sale desde P y termina en ) y es natural
pensar que la norma de tal vector representaria entonces la distancia entre los puntos P y ) por
lo que se define

aP.Q) = ||P| = lo - Pl = 1P -l (523)

4.4.3. Angulo entre vectores:

Al inicio se habia mencionado que el producto escalar era una generalizacién del teorema de
Pitagoras y de la ley de cosenos. Ya se vidé como aparece el teorema de Pitadgoras, ahora es hora
de entender la relacion entre el producto escalar y la ley de cosenos.

Si se tiene el siguiente triangulo

Figura 19: Tridngulo arbitrario de lados a, b, ¢

la ley de cosenos establecia que

A =a?+ b —2abcosa (524)
Queremos traducir la ley de cosenos en un enunciado sobre vectores. La idea va a ser utilizar
la ley de cosenos como una forma de definir el angulo entre dos vectores, pero, para medir
el angulo entre dos vectores es necesario que estos inicien en el mismo punto del
espacio. Por ejemplo, en la siguiente figura

Figura 20: Angulo entre dos vectores
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0 si representa el angulo entre los vectores 7, o ya que ambos tienen el mismo origen en la
figura, por lo que aplicando la ley de cosenos a este tridngulo tenemos que

I =N =21+ 1 7]° = 2172 | | 7] cos 6 (525)

y recordando que ||@||* = @ - W tenemos que
(526)
(- (d-V)=" -0 +7V -V —2|| || 7] cosb (527)

y usando la distributividad del producto punto
UU-—"U V-V U+V V=" -d+7-7 -2 V] cosb (528)
cancelando los términos comunes a ambos lados de la igualdad

—2U -V = 2| || 7] cos O (529)

o bien

@7
80 = T (530)

es decir, hemos logrado definir el coseno de un angulo tnicamente utilzando el concepto de
producto escalar. El resultado anterior motiva la siguiente definicion.

Definicién 58. Si 77 7 son dos vectores no nulos en R”, se define el angulo 6 entre los vectores

€omo
0 = cos™? [ - }
R Al

Siempre se toma el angulo entre 0 radianes y 7 radianes

Ahora que hemos definido el dngulo entre dos vectores, podemos preguntarnos cuando dos
vectores son perpendiculares. Obviamente esto deberia ocurrir cuando 6 = 5 y sustituyendo en
(531) se tendria que

e

3 = {n?nn?n} (532)
. T

©S 3 = TR0 (533)
7.

= =T (534)

y como el denominador no puede ser 0 se concluye que
0=u-7 (535)

de lo anterior entonces se motiva la siguiente definicién.

Definicién 59. Si 77 son dos vectores no nulos en R", se dice que son ortogonales o
perpendiculares si

UV =0 (536)
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4.4.4. Proyecciones Ortogonales

%
Suponga que tenemos dos vectores E), b y deseamos descomponer el vector @ como una suma

de dos vectores

@ =af +aj

— —
tal que ai “yace” sobre b y as es perpendicular a b .

Figura 21: Proyeccién de un vector sobre otro vector

(537)

De ser posible tal descomposicién (537) diremos que ai es la proyeccién ortogonal de a

a lo largo de b . El objetivo de esta seccién es mostrar que tal descomposicion existe para

cualesquiera vectores no nulos.
De las condiciones mencionadas para la descomposicién podemos concluir que:

%
l.al=tb para algin ntmero real ¢ ya que queremos que ai sea un vector a lo largo del

vector b lo cual significa que es esencialmente una contraccion o dilatacion de b

— ) i
2. @b =0 ya que queriamos que esos dos vectores fueran perpendiculares

3. d = a_>1 + @ pues eso es sencillamente la descomposicién buscada.

Sustituyendo 1) en 3) tenemos que .
T =tb +a
%
Ahora multiplicamos (con el producto punto) la ecuacién anterior por b para obtener

%

7D =tb-b+a-b

a-b=t

_>
y por 2) tenemos que a-b =0 por lo que

%
a-b=t|b)?
es decir, R
t_ﬁ.b
=
]

(538)

(539)

(540)

(541)

(542)



4 Geometria Vectorial en R™

y sustituyendo la tltima ecuacién en 3) tenemos

H
a-b—

@="1d b (543)

71

De lo anterior hemos resuelto completamente el problema por lo que definimos a continuacion.

o s . - ‘s
Definicién 60. Si 7, b son dos vectores en R™ no nulos se define la proyeccién ortogonal

de @ sobre bcomo -
a-b—

P/roy?? =

%
y a - Proy—gﬁ> se conoce como la componente de @ ortogonal a b.

4.5. El Producto Cruz en R3

El producto escalar tiene la particularidad de que es el producto entre dos vectores que da
como resultado un ntiimero real. Ahora bien, en R? existe un producto adicional entre vectores,
llamado el producto cruz, que produce otro vector (y no un nimero real). Se enfatiza que el
producto cruz solo se definird en R34,

Observe que si U € R3 entonces U = (x,y,2) y puede descomponerse segin

U = (x,y,2) = (£,0,0) + (0,4,0) + (0,0, 2) (545)
=x(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1) (546)
= xej + yeq + zes (547)
donde
e1 =(1,0,0) (548)
e2 = (0,1,0) (549)
es = (0,0,1) (550)

los vectores ey, ea, €3 se conocen como los vectores candénicos de R? (a veces reciben otra notacién,
por ejemplo, 7, 7, k). El producto cruz tendra como una de sus consecuencias que permitird hallar
un vector perpendicular a cualesquiera dos vectores dados.

4Es posible generalizar el producto cruz a mas dimensiones pero no todas las propiedades siguen siendo validas
por lo que no se explorard mas este tema
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Definicién 61. Sean o = (v1,v2,v3) ¥ W = (w1, wa, w3) dos vectores en R3. Se define el
producto cruz entre KT y W como

V2 U3
w2 W3

v V2
o)

U1 U3
wp w3

7 X W = e; — €3 (551)

62‘%

la férmula anterior puede obtenerse desarrollando el siguiente “determinante”

€1 €9 €3
7? X 13 = U1 (%) VU3 (552)
wp w2 w3

donde estrictamente hablando lo anterior no es un determinante pues en la primera fila hay
vectores en vez de niimeros, pero si se desarrolla el determinante anterior a lo largo de la primera
fila y se tratan los vectores candnicos como si fueran niimeros entonces se recupera la férmula
anterior.

Por ejemplo, si

entonces
el €9 €3 _ _
UxT=|1 -2 3 |=e| 2 3| el 3lpe!t 72 (554)
5 6 0 6 0 5
0 5 6
= —27e; — 6eg + Heg = (—27,—6,5) (555)

4.5.1. Interpretacion Geométrica del Producto Cruz

Antes de decir como obtener geométricamente el producto cruz, la siguiente figura ilustra la
idea de como se ve un producto cruz entre dos vectores®

axb
=N b
i
e
bxa a
=-aXb

Figura 22: Representacién visual del producto cruz entre dos vectores

Stomado de http://en.wikipedia.org/wiki/Cross_ product
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Recordando que un vector tiene direcciéon y magnitud, primero indicaremos la magnitud y
luego la direccion del producto cruz.

_>
4.5.1.1. Magnitud del producto cruz Si 7, b son dos vectores entonces la magnitud del
producto cruz es

a

HE)X?H - ||—>||H?’ sin (556)

donde 6 es el angulo entre los vectores.

De la formula anterior se tiene que cuando dos vectores son paralelos o antiparalelos § = 0,7
entonces sinf = 0 y en la férmula anterior la magnitud del producto cruz daria 0 por lo que
se concluye lo siguiente: si dos vectores son paralelos o antiparalelos el producto cruz
entre ellos da el vector nulo.

Es importante mencionar que cuando se desea calcular el angulo entre dos vectores es nece-
sario usar la formula del producto punto y no la del productro cruz. Esto ya que como se esta
considerando el angulo definido entre 0 y 7, la funcién seno no es inyectiva en ese intervalo, por

ejemplo, sin (%) = sin (%’r) lo cual significa que habria més de un dngulo al tomar sin!

4.5.1.2. Direccion del producto cruz Ahora falta determinar la direccién del producto cruz,
para lo cual son utiles las siguientes reglas

— . . g ;
=~ T xb siempre es un vector perpendicular tanto a d comoa b (como se puede apreciar
en la figura anterior)

= para determinar la direccién de @ x b se utiliza la regla de la mano derecha: es decir,
se colocan todos los dedos de la mano derecha salvo el pulgar en direccion del vector a y
luego se giran los 4 dedos restantes hacia el vector b, el pulgar indicara la direccién en la

%
que apunta @ x b (hay més de una versién de la regla de la mano derecha)

4.5.2. Propiedades del Producto Cruz

Hay dos aspectos muy importantes del producto cruz:

= el producto cruz no es asociativo: es decir, es importante mantener los paréntesis en
las operaciones del producto cruz ya que en general

- = —
(axb)x@#dx(bx7) (557)
. . - _ 7 — L —
por ejemplo, si se toma @ = b =e; y ¢ = ey entonces el lado izquierdo da 0 puesto
H
que (@ x b)) x @ = (ey Xxe1) X ea = 0 X ey = 0 mientras que el lado derecho da
7X(b x?):elx(elxeg):elxengeg.
= el producto cruz es anticonmutativo: es decir,
— —
Axb=-bxd (558)

Las propiedades méas importantes del producto cruz son las siguientes:
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. - ,
Sid.b 7? son tres vectores en R3 y t es un nimero real entonces
a

4.5.3. Usos del producto cruz e Interpretacion Geométrica del Determinante

4.5.3.1. EIl area de un paralelogramo En esta seccién se vera el significado geométrico del
determinante de una matriz y su relacién con el producto punto y cruz en el caso de que R? y R3.
Primero suponga que se tiene un paralelogramo de lados 7, b como el que indica la siguiente
figura

bsin(0)

Figura 23: Paralelogramo de lados a, b

De geometria sabemos que el drea de un paralelogramo es “base x altura” Como base po-
demos tomar el vector @, o mejor dicho, su magnitud ||@||. Como altura podemos tomar la

- . .
componente de b ortogonal a d , que de la secciéon de proyecciones ortogonales sabemos que es

— 2.7 7
i

, —
’ por lo que el 4drea de un paralelogramos con lados 7, bes

o =
12 H?— <53
kL

. ‘ (559

Ahora bien, si bien esta formula siempre es valida, cuando los vectores estdn en R% o R? toma
una forma muy sencilla.

4.5.3.1.1. Caso R? Como los vectores estan en R? se puede escribir

T = ($1,y1> 7 = ($2,y2> (560)
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Para calcular 559se observa que

H
@b T1T2 + Y192

= (561)
I@” et
_>
? _ - b = _ (m ya) — T1T2 + Y1Y2 (961 v) = ($2 y2) _ (90?962 + y1y2x1 T122y1 + y%m)
[iezal ’ oy ’ B4y ity

(562)

B (:c%zz + 2oy — (2izo + y1y2m1) yor? + youi — (z122y1 + y%m))

of +yi ’ o} +yi a
(563)
Toyy — X
= DO () ) (564)
1]
Sustituyendo todo esto en 559 se tiene que
H %
- a-b — || F1Y2 — T2U1 |z1y2 — z2y1 | [|(—y1, 1) ||
12| v - a|=ldll|—=7— (-yz)| = = = |z1y2 — 2231
s kA ’ i
(565)

Ahora bien, si se forma la matriz
A= 2 = ("0 (566)
N b S\ 12 Y

det A = T1Y2 — T2Y1 (567)

y comparando con 565 se concluye que

se tiene que

g ) B oesi

Si 7., b son vectores de R? el drea de un paralelogramo con ligios 7., b esigual al valor absoluto
del dctc11>ninantc de la matriz formada por los vectores 7, b escritos en fila. Es decir, si a =
(x1,11) b = (x2,y2) entonces

area =

det( e )‘ = |12 — z2y1| (568)
T2 Y2

det [ “1 %
_ T2 Y2
el piralclogramo de lados 77 b puede considerarse como dos triangulos congruentes de lados
a0

Asi el determinante de una matriz 2 x 2 se interpreta geométricamente como el area
(con signo) del paralelogramo formado por las filas (o columnas) de la matriz.

, pues

De la misma forma, el drea de un triangulo con lados E}., b esigual a %

Por ejemplo, si

@ =(1,3)

= (-2,6) (569)
_>
entonces el drea del paralelogramo con lados a v b es

1 3
det(2 6)’_12 (570)

4rea =
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. —
4.5.3.1.2. CasoR? Delafigura claramente la componente ortogonalde b a d tiene magnitud

_>
H b ‘ sin @, es decir el area de un paralelogramo de lados 7, b es

12|l H?‘ sin (571)

%
y esto coincide precisamente con la magnitud de HE> X b H por lo que se ha llegado al siguiente

resultado:®

. - 3 42 - . .
Si 7, b son vectores de R? el drea de un paralelogramo con lados 77 b es igual a la magnitud

. - . , .
del producto cruz de los lados, es decir, a Hﬁ X b H . De la misma forma, el drea de un triangulo

ax b , pues el paralelogramo de lados 7, b puede considerarse

a,b.

- .
con lados 7, b esigual a %

como dos tridngulos congruentes de lados

Figura 24: Relacion entre el producto cruz y el area de un paralelogramo

4.5.3.2. El volumen de_t)m paralelepipedo:  Ahora queremos calcular el volumen de un pa-
ralelepipedo de lados 7, b ,?

Figura 25: Volumen de un paralelepipedo de lados a, b, ¢

61a siguiente figura fue tomada de http://en.wikipedia.org/wiki/Cross_ product
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el volumen de un paralelepipedo puede tomarse como “drea X altura”. Por razones de simplici-
dad solo estudiara el caso en que los vectores estén en R®. De la figura y de la seccién anterior el

area de la base serfa H? x @||. Ahora bien, de la figura es claro que h = | @|| cos @ donde a en
este caso es el Angulo entre a y el lado h. Ocupamos describir el lado h como un vector y para eso
recordamos que su propiedad més importante es que es perpendicular al paralelogramo formado
por by <. Pero ya conocemos un vector que tiene tal propiedad el cual es b x <. Luego «
es el angulo entre a y ? x 7. Finalmente, tenemos entonces que el volumen del paralelepipedo es

V= H? % 2| Il = H? % 2| 1@l cosa = H(? )| (572)

donde la ltima igualdad es cierta puesto que la magnitud de un producto punto es igual al
producto de las magnitudes de los vectores respectivos por el coseno del angulo entre ellos. Es

— —
decir, el volumen del paralelepipedo con lados 77 b 77 es H( b x 7) ||
Ahora bien al igual que el caso del paralelogramo, se tiene que
— )
Si @ = (a1,a2,a3), b = (b17b27b3)7? = (c1,ca,c3) son tres vectores en R3 el volumen del

paralelepipedo que forman es igual al valor absoluto del determinante de la matriz cuyas filas
son los vectores 77 b ,?, es decir,

ap a2 ag
V=|det | b1 by b3 (573)
C1 C2 C3

Por lo que el determinante de una matriz 3 x 3 se interpreta geométricamente como el volumen
(con signo) del paralelepipedo formado por las filas (o columnas) de la matriz.

En general, el determinante de una matriz n x n se interpreta geométricamente como
el “hipervolumen” (con signo) del “hiper-paralelepipedo” formado por las filas o
columnas de la matriz.

4.6. Problemas Resueltos

A continuacién se resolveran algunos ejercicios sobre los temas estudiados en este capitulo
Problema 62. Problema 4 primer examen parcial primer ciclo 2011

Considere el cuadrildtero con vértices A, B,C, D que se muestra a continuacién
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Figura 26: Cuadrilatero con vértices A, B, C, D

Si P,Q, R, S son los puntos medios de los lados AB, BC,CD, y DA respectivamente
muestre que PS = Cﬁ y ]@ =5
Como P es el punto medio de AB se tiene que

ﬁ:P-A:P’ﬁ:B-P:%A’é:%(B—A) (574)
Como @ es el punto medio de BC' se tiene que

BG=Q-B=QC=C-Q=_BC=_(C-B) (575)
Como R es el punto medio de C'D se tiene que

C?:R—C:R_D):D—R:%@:%(D—C) (576)
Como S es el punto medio de DA se tiene que

1
DS=S-D=SA=A—5= D.1>4:§(A—D) (577)

1
2
Ahora bien, de la interpretacién de suma de vectores se tiene que

AB + BC +CD + DA =0 (578)

y diviendo la ecuacion anterior por 2 se tiene que
%ﬁ+%ﬁ+%@+%ﬁ:o (579)
por las ecuaciones de arriba esto puede escribirse como
AP +QC+Ch+8A=0 (580)

pero de la interpretacion geométrica también se tiene que A

SA+AP=5P QC+CL=QFk (581)
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y sustituyendo arriba se llega a

SP+ QR =0 (582)

es decir,
Ok = -SP (583)

o bien
P$ =0k (584)

que era lo que queria mostrarse. Ahora bien
PG-Sh=Q-P-(R-8)=Q-P-R+S=—(R-Q)+S—P=—QRk+P%=0 (585)
donde la dltima igualdad se da por (584). Asi se tiene que
PO-SE=0 (586)

es decir

PO = Sk (587)

que era lo que queria mostrarse.

Problema 63. Problema 3 primer examen parcial sequndo semestre 2003
Considere los puntos A = (2,3,—1,1), B = (3,2,2,-1) C = (0,2,—1,2) . 1) Calcule
BA — BO v+ b
ProygzBA. 2) Encuentre dos vectores 7, b ortogonales, d paralelo a BC y d + b =

BA. 3) Determine el drea del tridngulo de vértices A,B,C.
1) De (544) tenemos que

—
Proyﬁﬂ = @B? (588)
|5
Para mayor facilidad es mejor calcular cada cosa por aparte
BA=A-B=(23-1,1)—(3,22,-1)=(-1,1,-3,2) (589)
B? =C-B=(0,2,-1,2) - (3,2,2,—1) = (—3,0,-3,3) (590)

BA-BC = (~1,1-3,2)- (=3,0,-3,3) = (—1)(=3) + (1)(0) + (=3)(—3) + (2)(3) = 18 (591)

HQHQ = (-3,0,-3,3) - (=3,0,-3,3) = (=3)(=3) + (0)(0) + (=3)(=3) + (3)(3) =27 (592)
sustituyendo todo esto en (588)

—. BA.-BC 18

e

(=3,0,-3,3) = 2(—1,0,—1,1) = (=2,0,—2,2) (593)
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—
2) Por la teoria del capitulo sabemos que q = ProyB-C>BA y que

b = BA — ProygzeBA = (-1,1,-3,2) — (-2,0,-2,2) = (1,1,-1,0) (594)
. —
basta verificar que @, b son ortogonales

7-7 =(-2,0,—-2,2)-(1,1,—-1,0) = (=2)(1) + (0)(1) + (—=2)(=1) + (2)(0) = =2 +2 =0 (595)

que era lo que se buscaba.
3) Considere la siguiente figura

Figura 27: Tridngulo con vértices A;B,C

—
Es claro que los tres lados del tridngulo son E , B? ,C'A. Para encontrar el area del tridngulo
utilizamos que el area de este es %base X altura.

Aprovechando nuestros resugados anteriores tomaremos como base al lado B? . El candidato
para la altura seria el vector b del inciso anterior, ya que este es el vector perpendicular a a
(y por ende a B?) que inicia en la base y termina en el vértice A. Asi, el area seria

1 1 1
EHQHH?H :5\/ﬁ\/77=§3\/§\/§:g (596)
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5. Rectas y Planos en R”

Ahora que se ha introducido el método geométrico para el estudio de los vectores, es posible
analizar como escribir la ecuaciéon de una recta y un plano a través del uso de vectores.

Por ejemplo, en el plano la ecuacién de una recta es y = ma +b. Asi, si p = (0,b), 7= (x,y)
son dos puntos sobre la recta se tiene que

y=mz+b (597)
y de esta forma
7 = (2,y) = (z,ma +b) = (0,0) + 2(L,m) = p+ x(1,m) (598)

Ahora bien, dado que la pendiente m es una propiedad de la recta, el vector v = (1,m) de
alguna forma es un vector que indica la direccién de la recta en el espacio por lo que la ecuacién
anterior puede escribirse segin

T =p+ad (599)

y obviamente x es sencillamente un numero real, que podemos llamar ¢t. De esta forma, hemos
encontrado el siguiente resultado: si 7 es un punto sobre una recta [ con pendiente m en el
plano, entonces existe un nimero real ¢ (que depende del punto) de forma que

T =p+tv (600)

El proposito de esta primera parte del capitulo serd generalizar este resultado para R™.

5.1. Ecuaciones de rectas

5.1.0.3. Ecuacidn vectorial de una recta FEn la parte anterior se utilizé un enfoque algebraico
para caracterizar las rectas en el plano en forma vectorial. Ahora el problema sera definir lo que
queremos decir por una recta en R™ por lo que serd bueno considerar la siguiente figura:

Figura 28: Recta con puntos p,r y vector director v

Suponga que se conoce una cierta recta | que tiene un vector que indica su direcciéon 4 y se
conoce un punto p que esta sobre la recta. Queremos caracterizar todos los demdas puntos sobre
la recta en funcién de p, U. (es decir, encontrar el anslogo de (600))

Suponga que se toma otro punto 7 sobre la recta por lo visto de la resta vectorial el vector
17 =7 - ? representa el vector que va desde p hasta 7. Tal vector debe yacer sobre la recta [
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y como tal vector es paralelo (o antiparalelo) a o (puesto que yacen sobre la misma recta) por
la definicién de ser paralelo (antiparalelo) existe un nimero ¢ tal que pf =t o bien

TP =tv (601)

Si se pasa a sumar el vector p se nota que (601) es el andlogo perfecto de (600) lo cual justifica
la siguiente definicién:

Definicién 64. La recta [ con direccién o y punto p son todos los puntos 7 tal que 7= ertT>

para algin nimero ¢. Se denota la recta segin
Ip,7)={TeR" | 7 =p+tV} (602)

La relacion v =p + t7 se conoce como la ecuacién vectorial para la recta I(p, 7)
Dos rectas 1 (p1,v1) v la(p2, @) son paralelas si T y 73 son paralelos y las rectas son perpen-
diculares si v{ y v3 son perpendiculares.

Por ejemplo, si l1,l3 son dos rectas en el plano por (600) pueden tomarse ’U_>1 = (1,m1), @ =
(1, m2) donde my,ms son las pendientes respectivas de las rectas. Entonces [; es perpendicular
a ly siy solo si ﬁ . v_>2 = 0 es decir 1 + mimo = 0 o bien mymo = —1. Es decir, dos rectas son
perpendiculares en el plano si y solo si el producto de sus pendientes es —1. De lo anterior se
observa que esta definicién contiene la caracterizacién usual de rectas perpendiculares.

5.1.0.4. Forma Paramétrica de una recta Suponga que [(p, 7) es una recta en R3. Entonces
p=(p1,p2,p3) ¥y v = (v1, va,v3). Si escribimos 7= (z,y, z) por (601) tenemos que

T =p+tv (603)

(SC,y,Z) = (p15p25p3) +t(’017’02,’l)3) (604)

como es una ecuacién vectorial se iguala entrada por entrada y se llega a las ecuaciones para-
métricas de la recta [(p, 7)

x =p1+itn
y = p2 -+t (605)
z =p3+tus

5.1.0.5. Forma Simétrica de una recta Para poder escribir esta forma, hay que asumir,
v1, U2, v3 # 0. Luego de (605) se resuelve la ecuacién para ¢ y se obtiene la forma simétrica de
una recta
t:z*plzy*pzzzfpg (606)
U1 U2 U3

Problema 65. segundo examen parcial (reposicion) II ciclo 2007

Considere las rectas L1, Lo de ecuaciones respectivas:

Ly:(z,y,2) =t +2,—t+4,2t+6) (607)

Lo: (z,y,2)=(—t+1,t+5t+7) (608)
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a) Determine el punto ) donde se cortan las rectas
Denotando el punto @ como @ = (g1, ¢2, g3) al ser el punto de interseccién @ estd tanto en Lq
como en Ls. Por estar QQ en Ly existe t; tal que

(91,92, 93) = (t1 + 2, —t1 + 4,2t +6) (609)

por estar Q en Ly existe ty tal que

(qlanaq3) = (_t2+1at2+55t2+7) (610)

luego igualando ambas ecuaciones se llega a

t1 +ty=—1
—t —ty =1 (611)
2t) —tg =1
observe que este sistema es tan facil de resolver que no es necesario usar matrices. Por ejemplo,
sumando la primera y tercera ecuacién se llega a t; = 0 y reemplazando esto en la primera
ecuacion se llega a to = —1 por lo que de (609) tenemos que
(q1,92,93) = (2,4,6) (612)

b) Verifique si A es un punto arbitrario en L; y B es un punto arbitrario en Lo

entonces QA y QB son ortogonales
Se tiene que si A € Ly entonces existe ¢; tal que A = (t1 +2,—t1 +4,2t1 +6) y si B € Ly
existe to tal que B = (—to + 1,ta + 5.2+ 7)

OA=A—Q=(t1 +2,—t1 +4,2t1 +6) — (2,4,6) = (t1, —t1,2t1) (613)

OB=B Q= (—to+1.to+5,t2+7) — (2,4,6) = (—ts —1,ts+1,t2 + 1) (614)

por lo que
—
QA- Q’B> = (t1,—t1,2t1) - (—ta — Lita + L,ta + 1) = t1(—ta — 1) —t1(ta + 1) + 2t1(t2 + 1) (615)

= 72t1(t2 + 1) + 2t1(t2 + 1) =0 (616)
c) Sea C = (3,3,8); verifique que C pertenece a la recta L;

Basta tomar t =1 en Ly : (z,y,2) = (t + 2, —t + 4,2t + 6).
d) Encuentre un punto D en la recta Ls tal que el area del tridangulo CQD sea igual

a \/18.

Ya sabemos que C'y @ estédn en L; y el vector C@ =Q-C=(2,4,6)—(3,3,8) =(-1,1,-2)
el tiene magnitud /6. Este vector sirve como la base del tridngulo CQD.

Como @ también estd en Ly y las rectas son ortogonales (por el inciso b) ) entonces se tiene

que el tridngulo es un tridngulo rectdngulo y el vector para la altura va a ser DQ = (2,4,6) —
(—=t+1,t+5,t+7) = (t+1,—t —1,—t — 1) el cual tiene magnitud v/3 |t 4 1|. Luego hay que

resolver la ecuacién )
V18 = 5\/6'\/§|t+ 1] (617)

lo cual tiene como solucién ¢ = 1. Sustituyendo este valor en la ecuacion de la recta para Lo da
el punto (0, 6, 8).
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L2

L1 A Nc

Figura 29: ejercicio lineas perpendiculares

Problema 66. Halle la ecuacién vectorial de la recta L; que tiene que contiene a los
punto P = (4,6,7) y Q = (3,6,9)

Por lo visto antes de la ecuacién (601), 1@ es un vector que yace sobre L; por lo que sirve
como un vector que indica la direcciéon de la recta

PO=0Q—P=(3,69) —(46,7) = (~1,0,2) (618)

Luego por la ecuacién vectorial para una recta si 7 es cualquier punto sobre L; debe tenerse
que

Li:7 = (2,y,2) = P+ tPQ = (4,6,7) + t(—1,0,2) (619)
Muestre que la recta L., dada por ecuaciones simétricas
r—1 5— 2
=y—3= 620
— =Y 3 (620)
no interseca a L.
Observe que la ecuacién anterior puede escribirse como
-1 -3 -5
B A (621)

7 1 -3
y por comparacién con (606) se tiene que (vi,ve,v3) = (7,1,—3) y (p1,p2,p3) = (1,3,5). Luego,
la ecuacién vectorial para Lo es

Ly: 7 = (z,y,2) = (1,3,5) + 5(7,1,-3) (622)

para que hubiera interseccién el sistema siguiente tendria que tener solucién (pues (z,y, z) cum-
plirfa ambas ecuaciones de L1 y Lo simultdneamente)

4—t=1+7s
6=3+s (623)
7T4+2t=5—3s

simplificando un poco se llega al sistema:

t+7s=3
s=3 (624)
2t +3s = -2

pero sustituyendo s = 3 en las otras dos ecuaciones es facil ver que es imposible satisfacerlas
simultaneamente por lo que el sistema no tiene solucién y luego no hay interseccion.
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5.2. Planos en R"
5.2.1. Ecuacion vectorial de un plano

Una linea recta es representada por una ecuacion del tipo ax + by = ¢. La ecuacién lineal que
sigue es la de un plano, que es basicamente de la forma ax + by + cz = d. Geométricamente la
recta era especificada con un punto y un vector que especificaba la direccién de la recta en el
espacio. Tanto el punto como el vector no eran tnicos, es decir, cualquier otro punto de la recta
servia y cualquier vector de diferente magnitud pero que fuera paralelo o antiparalelo al primer
vector también seria util.

El plano es especificado de forma similar. Al igual que la recta, es necesario dar un punto (que
nuevamente no es Unico), pero a diferencia de la recta, ahora es necesario dar dos vectores 7,
para especificar el plano”.

Figura 30: Plano especificado por los vectores u, v y el punto O

Nuevamente los vectores @, ¢ no son tinicos, solo se exigird que no sean paralelos o antipara-
lelos pues si lo fueran yacerian sobre la misma recta del plano. Luego, si r es cualquier punto en
el plano y p otro punto en el plano, ﬁ es un vector que yace sobre el plano y por un argumento
similar al de las rectas puede escribirse como

r—p=pt=td +sv (625)

Luego
r=p+td +sv (626)

lo cual sugiere la siguiente definicién.

. L % .
Definicién 67. El plano = (p, 7, v) con punto p y vectores 7, T es el conjunto de puntos

w0, U, V) ={reR" |r=p+td +sV} (627)

y la ecuacion r = p + tU + sV es la ecuacién vectorial del plano 7(p, 7 7) .

5.2.2. Ecuacion normal de un plano

Ahora se van a caracterizar los planos en R™ con una ecuacién distinta a la vectorial. La idea
va a ser especificar el plano a través de un punto de este y un vector que sea perpendicular a
cualquier punto del plano.

"Figura tomada de http://en.wikipedia.org/wiki/Euclidean_ subspace
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Figura 31: Plano con puntos P, X y vector w perpendicular a él

Suponga que 7 (P, 7, 7) es un plano como el que se indica en la figura y que 7 es un vector
normal al plano (por ejemplo, 7 = U X U sirve cuando se estd en R3). Si X es otro punto sobre

el plano, entonces 13() yace sobre el plano y como 7 es normal al plano se tiene que

PX -7 =0 (628)
es decir,
(X—P)- 7 =0 (629)
o bien
X-n=P.7 (630)

En el caso de R? se puede escribir X = (z,v,2), P = (p1,p2,p3), W= (a,b,c). La ecuacién
anterior se transforma en
ax + by + cz = apy + bps + cp3 (631)

definiendo d = ap; + bps + cps se tiene la ecuacién normal de un plano en R?
ar+by+cz=d (632)

Y de generalizando la idea anterior a R™ se define

Definicién 68. Dado P € R™ y e R™, el hiperplano que contiene a P y es ortogonal a W
son todos los puntos X = (z1,---,z,) tal que

niry + -+ npTy = nip1 + -+ NnPn (633)

con 7 = (ny,- ,nn), T = (P, ,pn)-
En el caso en que n = 3 se toma 1 = (a,b,¢) y P = (p1,p2,p3) v la ecuaciéon normal es

ar+by+cz=d (634)
donde d = apy + bps + cp3

De forma andloga con el caso de una recta, dos planos se dicen paralelos o perpendiculares
si sus respectivos vectores normales son paralelos o perpendiculares respectivamente.
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7
7%
o

Figura 32: Planos paralelos en el espacio

5.2.3. Interseccion entre dos planos

Suponga que se conocen dos planos con ecuaciones normales a1z + b1y + c12 = dy y asx +
boy + coz = ds. Si se quiere determinar la intersecciéon de los planos, un punto que esté en
la interseccion debe satisfacer ambas ecuaciones simultdneamente, es decir, debe estudiarse la

matriz aumentada
al b1 C1 d1

as b2 Co d2 (635)

Por ejemplo, si se quiere determinar la interseccién entre = + 3y — 5z = 2 y 2o — 3z = 0 debe
construirse la matriz aumentada

1 3 -5 1|2
< 2 0 =310 > (636)
y se llega a la matriz
1 0 =210
7| 2 (637)
01 -5 1|3
lo cual tiene como sistema asociado
3
r—352=0
=, (638)
Yy-52=3

lo cual puede escribirse con z =t como

3.7 2 2 37
=|=t,=t+-,t|] =10,-,0 t{=,=,1 639
(:L'ayaz) 92 36 +3a 535 + 2’6’ ( )

lo cual es de paso la ecuacién vectorial para la recta.

5.2.4. Ecuaciones de planos

Suponga que se conoce la ecuacién normal de un plano, jcémo se obtiene la ecuaciéon vectorial?
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Por ejemplo, si el plano es 2z — y 4 7z = 10 entonces puede despejarse una variable en funcién
de las otras, por ejemplo, y = 2z 4+ 7z — 10. De esa forma con x = ¢,y z = s

(z,y,2) = (t,2t + 7s — 10,s) = (0,—10,0) + ¢(1,2,0) + s(0,7,1) (640)

y de ahi se obtiene la ecuacién vectorial para el plano.
Por otro lado, si se tiene la ecuaciéon vectorial

(x,y,2) = (0,—-10,0) +¢(1,2,0) + s(0,7,1) (641)

;como se obtiene la ecuacién normal?
Se debe tomar un punto sobre el plano que puede ser P = (0, —10,0) y como vector normal se
hace el producto cruz entre los dos vectores directores del plano, es decir,

n=(1,2,0) x(0,7,1) = (2,-1,7) (642)

y luego la ecuacién normal es
(zayvzv)'n: (SC,y,Z)'P (643)
20 —y+ 72 =10 (644)

5.3. Férmulas de Distancia

A continuacién se dardn algunas férmulas para calcular las distancias entre planos, rectas y
puntos.
5.3.1. Distancia entre dos puntos:

Si Py @ son dos puntos fue visto anteriormente que
d(P,Q) =[P —-Q (645)

5.3.2. Distancia entre un punto y una recta:

Suponga que I(A, 7) es una recta y que P es un punto fuera de ella para el cual se quiere
calcular la distancia entre ambos como se indica en la figura.

Figura 33: Distancia entre un punto P y una recta [
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La idea es que /ﬁ es un vector que une a A con P y que la componente ortogonal de /ﬁ a
U es el vector cuya norma da la distancia, es decir,

d(PI(A, ) = Hﬁ — proygﬁ“ (646)

5.3.3. Distancia entre un punto y un plano

Suponga que (P, ﬁ)) es un plano caracterizado por un punto P en él y un vector normal a él
mientras que @ es un vector fuera del plano para el cual se busca hallar la distancia.

Figura 34: Distancia entre un punto @ y un plano

Como puede verse de la figura, Pﬁ es un vector que une a los puntos P y @ y la proyecciéon
de tal vector a lo largo de 7 da un vector que cumple la caracteristica de ser perpendicular al
plano y tener la magnitud deseada, es decir,

A(Q, (P, 7)) = | Proy P (647)

5.3.4. Distancia entre dos rectas en R3:

Obviamente si las rectas se intersecan la distancia es cero. Si no se intersecan hay dos casos
importantes.

5.3.4.1. Rectas paralelas: Sil;(P, 7),12 (Q, 7) son dos rectas paralelas como se indica en la
figura
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Figura 35: Distancia entre rectas paralelas

es claro que

d(lr, 1) = | PG — Proy PG| (648)

5.3.4.2. Rectas no paralelas: Sil;(P, 7),l2(Q, 7) son dos rectas no paralelas como se indica
en la figura

Figura 36: Paralelepipedo con lados 7, 7, F@

entonces los puntos ]@, W, forman un paralelepipedo con volumen (ver (572))
V:‘%-(ﬁxﬁ)‘ (649)

Ahora bien, para el volumen del paralelepipedo se cumple que V = A x h donde A es el drea
y h la altura. Podemos tomar como base al paralelogramo formado por 4 y o que tiene area
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| @ x || y la altura en este caso funcionarfa como la distancia entre las rectas Iy, ly por lo que
d=h= % y asi se tendria

PQ- (T < 7)
d(L(P,),1:(Q, 7)) = T (650)

5.3.5. Distancia entre una recta y un plano

Si una recta y un plano se intersecan entonces claramente la distancia es cero.

Si una recta y un plano no se intersecan entonces se dice que la recta es paralela
al plano (si ademés se cumple que el vector director de la recta es paralela al vector normal del
plano entonces se dice que son perpendiculares ). En tal caso suponga que la recta es 1(Q, 7) y
el plano es 7(P, 7).

Figura 37: Distancia entre una recta y un plano paralelos

En este caso la distancia es

AU(Q, ), 7(P, 7)) = || Proys PG (651)

5.3.6. Distancia entre dos planos

Los planos en R? son como las rectas en R?: o bien se intersecan o bien son paralelos. Si se
intersecan claramente la distancia entre ellos es cero, si son paralelos la formula de la distancia
es bastante sencilla.
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Figura 38: Distancia entre planos paralelos

Suponga que 71 (P, 1) y m(Q, nt) son dos planos paralelos. De la figura es facil ver que la
proyeccién de P() sobre 7 es el vector cuya magnitud da la distancia entre los planos, es decir,

d(m (P, 7), m2(Q, 7)) = || Proy= PG| (652)

Problema 69. (problema 2 sequndo examen parcial I ciclo 2007)

Counsidere las rectas L, y Lo de ecuaciones

Ly:(x,y,2)=(1—t,2+¢3—2t) (653)

Ly:(2,y,2) = (2+2t,3—t,10+1) (654)

a) Determine la ecuacién normal del plano P que contiene a la recta L; y es
paralelo a la recta Lo
Observe que la ecuacion vectorial para la recta L; es

Ly:(x,y,2) =(1,2,3) + t(-1,1,-2) (655)

es decir, A = (1,2,3) es un punto de Ly y v = (—1,1,—2) es un vector que indica la direccién
de Ly. Observe ademés que A ¢ Lo ya que no existe ¢ tal que (1,2,3) = (24 2¢,3 —¢,10 + ¢t).

Para construir el plano P que contiene a L; ocupamos especificar un punto para el plano y
un vector normal. Claramente A es un candidato para el punto del plano Para el vector normal
observe que la ecuacion vectorial de la recta Ly es

Lo: (z,y,2) = (2,3,10) + (2, —1,1) (656)

De aqui se ve que W = (2,—1,1) es un vector que indica la direccién de la recta Lo y B = (2,3, 10)
un punto de Lo.
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Observe que W = « x U = (1,3,1) es un vector que es perpendicular tanto a U como a U
por lo que seria un vector normal al plano generado por los vectores U y . Luego el candidato
para el plano P va a ser en su forma normal P (A4, ﬁ), es decir, los puntos

T W=A-0 (657)

o bien
r+3y+2z=10 (658)

Observe que L estd contenida en el plano P ya que si (z,y,2) € Ly entonces (z,y,z) = (1 —
t,2+t,3 — 2t) y sustituyendo en (658) se tiene que

1—t+302+1)+3—2t=10 (659)

es decir
0=0 (660)

lo cual significa que cualquier valor de ¢t hace que (x,y, z) cumpla la ecuacién del plano lo cual
significa que en efecto L; estd contenido en P(A, E?)

Luego falta ver que Lo y P no se intersecan (que es la definicién de que un plano y una recta
sean paralelos). Si hubiera interseccién habria (z,y,2) € Ly que también perteneceria al plano,
es decir, con (z,y,2) = (2 + 2t,3 —t,10 + t) tal punto tendria que satisfacer (658)

242t +33—1)+ 10+t =10 (661)

es decir
11=0 (662)

lo cual es imposible. Luego no hay intersecciéon entre Lo y el plano P.
b) Determine la distancia entre L, y el plano P
Para esto basta usar (651)

E.E?BH_‘E-E?‘

d(I(B, W), (A, W)) = HPTO?JTJEH = ||ﬁ||2 = T (663)

Luego
AB=B - A=(2,3,10)— (1,2,3) = (1,1,7) (664)
AB-@ = (L,1,7)-(1,3,1) = 11 (665)

|7 = V11 (666)
y sustituyendo la distancia da

!

d((B, W), (A, T)) =11 (667)

E

118



5 Rectas y Planos en R™

Figura 39: ejemplo rectas-planos

Problema 70. (problema 2 sequndo parcial II ciclo 2007)

En R3 considere los puntos 4 = (1,—-1,1), B = (1,2,3),C = (3,2,1), D = (5,5,5)
a) Determine la ecuacién de la recta L; que pasa por los puntos A y B.
Para dar la recta ocupamos dar un punto de la recta y un vector sobre la recta. Como punto

se toma A = (1,—1,1) y como vector @ =B-A=(1,23)—(1,-1,1) = (0,3,2). Asi, la
ecuacién vectorial para Ly es

Lyt (z,y,2) = (1,—1,1) + (0,3,2) (668)

b) Determine la ecuacién vectorial del plano P que pasa por C y contiene la recta
L.

Para especificar un plano ocupamos dar un punto y dos vectores sobre el plano. Para asegurar
que el plano P contenga a L se toma como punto a A y como un vector a AB. Como queremos
que también pase por C se toma el otro vector como 1@ =C-A4=(3,2,1)—(1,-1,1) = (2,3,0).
Asi, la ecuacion del plano es:

P(A,AB, AC) : (z,y,2) = (1, —1,1) + (0,3,2) + 5(2,3,0) (669)

Observe que L estda en P con solo tomar s = 0 mientras que C estd en P tomandot =0y s = 1.
c) Determine la ecuacién de la recta L, que pasa por D y es perpendicular a P.
Observe que un vector perpendicular al plano P es el vector

7 = AB x AC = (6,4, —6) (670)

y la condicién de que una recta sea perpendicular a un plano es que la direccién de la recta sea
paralela (o antiparalela) con el vector normal al plano por lo que Lo puede escribirse como

Ly: 7 =D+t (671)

o bien
LQ : (ZL', Y, Z) = (55 57 5) + t(767 45 76) (672)

119



5 Rectas y Planos en R™

Figura 40: ejemplo plano que contiene a varios puntos
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6 Espacios Vectoriales

6. Espacios Vectoriales

6.1. Definicién y algunos ejemplos

Hasta el momento se ha explotado el concepto de vector desde dos aspectos. Primero la suma
entre dos vectores se podia realizar en una forma algebraica segin

7+B: (1'1;1'25"' 7~’Cn)+(y17927"' 7yn) = ($1+y17502+y2,"' 7xn+yn) (673)

Por otro lado, la misma operacién de suma se interpreté geométricamente segin la ley del
paralelogramo.

La segunda operaciéon importante entre vectores fue la multiplicacién de un vector por un
numero real. La forma algebraica de realizar tal operacién era segin

AT = Az, -, Aag) (674)

Geométricamente, se interpretd la operacién anterior como un vector que podia dilatarse,
contraerse, mantener su direccion o cambiar su direcciéon dependiendo del signo del niimero real.

A partir de este momento se va a generalizar el concepto de vector de forma que pueda
mantenerse su estructura algebraica (es decir, la posibilidad de sumar dos vectores y la posibilidad
de multiplicar un vector por un ndmero real o “escalar”) y se abandonard su interpretacién
geométrica como una flecha dirigida.

La discusion anterior motiva la siguiente definicion:

Definicién 71. Un conjunto V se llama un espacio vectorial real si es posible definir dos
operaciones sobre el conjunto: una operacién de suma entre sus elementos (que serd llamada
sumada de vectores) y una operacién de multiplicacién de un elemento (vector) por un ntimero
real (escalar).

De esta forma si u,v,w € V | los elementos de V se llamardn vectores (ya no es necesario
utilizar la flecha sobre el vector puesto que no se pensaran en estos como flechas) y si a,b€ R
son escalares entonces la operaciéon de suma entre vectores y multiplicacién de un vector por un
escalar deben satisfacer los siguientes axiomas:

1. u+v €V (la suma de vectores es un vector)

2. au € V (multiplicar un escalar por un vector da un vector)

3. u+v =v+u (la suma de vectores es conmutativa)

4. (u+v)+w=u+ (v+w) (la suma de vectores es asociativa)

5. Existe un vector 0 € V' llamado el vector nulo tal que u +0 =04 u = u
6. Para todo vector u existe un vector —u tal que u + (—u) =0

7. (a+bu=au+bu

8. a(u+v) =au+av

9. (ab)u = a(bu)

10. lu=u
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Notese que la resta de vectores no aparece en los axiomas. Esto ocurre pues al igual que antes,
es posible definir la resta entre vectores segin

u—v=1u+ (—v) (675)

donde —v es el vector que aparece en el axioma 6.

También es importante notar que el vector 0 del axioma 5 es distinto del nimero real 0, sin
embargo, es muy comun utilizar la misma notacién para estos dos objetos pues dificilmente
aparecera alguna situacion donde la notacién se preste a confusién ya que para todos los efectos
ambos se comportan formalmente de la misma forma. Por ejemplo, de los axiomas anteriores es
posible mostrar que

Ou=20 (676)

Aqui u es un vector y el 0 del lado izquierdo debe ser el 0 como ntimero real puesto que no hemos
definido el producto entre dos vectores pero si el producto entre un vector y un numero real.
Luego como tal producto debe dar un vector (por el axioma 2) el 0 del lado derecho es el vector
nulo.

En todo caso, si existiera alguna confusion, se denotara el vector nulo como 0,. Asi, usando
esta notacion por el momento, algunas otras propiedades del espacio vectorial V son:

= Qu =0,

= a0, =0,

= (—a)u = —(au) = a(-u)

= aqu = 0, implica que a =0 o0 u = 0,
= qu = av con a # 0 implica que u = v

= qu=buy u#0, entonces a = b

Es hora de dar algunos ejemplos de espacios vectoriales para ver cémo la definicién anterior
generaliza el concepto de vector.

6.1.1. R"y M(m,n,R)

Es claro que tomando V = R”™ se tiene que los elementos de V' cumplen los 10 axiomas
anteriores (de hecho, R™ fue nuestro modelo para generalizar el concepto de espacio vectorial).

También el conjunto V' = M (m,n,R™) de matrices de tamaifio m X n con coeficientes reales es
un espacio vectorial: las operaciones de suma entre matrices y multiplicacién de una matriz por
un numero real satisfacen los 10 axiomas anteriores.

6.1.2. Espacio de funciones de variable real con valores reales:

En este caso vamos a considerar el conjunto V' = {u(z) : R — R} que representan todas
las funciones de variable real con valor real. Es decir, si u € V entonces u es una funcién
u(x) : R — R. Para ver que es un espacio vectorial se van a revisar todos los axiomas:

1) Siu,v € V entonces u y v son dos funciones. Claramente la suma de funciones v+ v definida
como(u—+v)(z) = u(z)+v(z) es otra funcién de variable real con valor real, es decir, (u+v) € V.

2) Sia € Ry u €V entonces au es nuevamente una funcién definida segin (au)(z) = au(x).
Es decir, (au) € V.

3) La conmutatividad de funciones se sigue de que (u + v)(z) = u(z) + v(z) = v(z) + u(zr) =
(v +u)(@)

122



6 Espacios Vectoriales

4) La asociatividad se sigue de que u(z) + (v+w)(z) = u(z) +v(z) + w(z) = (u+v)(z) + w(z)
En este caso el vector nulo es la funcién nula 0, : R — R definida segtin 0,(z) =0

Si u es una funcién se define —u segin (—u)(z) = —u(x)

Tal propiedad se sigue de que (a + b)u(z) = au(x) + bu(x)

5)
6)
)
g Tal propiedad se sigue de que a(u + v)(z) = a(u(z) + v(z)) = au(z) + av(x)
0

EN|

8
9) Se sigue de (ab)u(z) = a(bu(x))
10) Se sigue de lu(z) = u(x)

6.1.3. Espacio vectorial de polinomios

Recuérdese que un polinomio de grado n es una funcién p : R — R, p(z) = ap2™ +a,_12" 1+
-4 ajx + ag. Se va a mostrar que V. ={ p(z) | p(x) es un polinomio }, el conjunto de
todos los polinomios de cualquier grado es un espacio vectorial mostrando que se cumplen los 10
axiomas.

1) Si p,q € V y p es un polinomio de grado n y ¢ es un polinomio de grado m entonces
p(r) = apz" +an_12" 1+ +arz+ag y ¢(z) = bpa™ +byp_12™ L+ - -+ b2+ bo. Suponiendo
que m > n se tiene que

p(x)+q(z) = p(z) = apa™ +an_ 12" - F a1z Fag+bma™ F by 2™ bz 4-by (677)

=bpz™ 4+ -+ (an +bp)x" + -+ (a1 + b1)x + (a0 + bo) (678)

es decir p + ¢ es otro polinomio, (p+¢q) € V.

2) Si p(z) = anaz™ + an_12" "1 + -+ + a1z + ap entonces ap(r) = aa,z" + aa, 12"+ -+
aa1x + aag por lo que ap(x) es otro polinomio, es decir, ap € V.

3) La conmutatividad de la suma se prueba igual que en el ejemplo anterior.

4) La asociatividad de la suma se prueba igual que en el ejemplo anterior.

5) En este caso el polinomio 0 es la misma funcién nula que en el ejemplo anterior 0, : R — R
definida segin 0,(x) =0

6) Si p(z) = apz™ + an_12" 1 + -+ + a1z + ap se define —p(r) = —a, 2" —ap_12" L+ +
(—a1)x — ap

7) Tal propiedad se prueba igual que en el ejemplo anterior.

8) Tal propiedad se prueba igual que en el ejmplo anterior.

9) Tal propiedad se prueba igual que en el ejemplo anterior.

10) Tal propiedad se prueba igual que en el ejemplo anterior.

6.2. Subespacios Vectoriales

Como pudo haberse notado del ejemplo anterior, el conjunto de polinomios es un subconjunto
del conjunto de funciones reales ya que cada polinomio es una funcién. A su vez, ambos conjuntos
tienen estructura de espacio vectorial, es decir, un subconjunto de un espacio vectorial puede ser
a su vez un espacio vectorial. Esta situacién no es atipica por lo que la siguiente definicién indica
cuando ocurre esto:

Definicién 72. Suponga que V es un espacio vectorial y W es un subconjunto no vacio de V'
(W C V). Se dice que W es un subespacio vectorial de V si W es a su vez un espacio vectorial.
Se denota W < V.

De la definicién anterior siempre hay al menos dos subespacios vectoriales para cualquier
espacio vectorial V: el mismo espacio vectorial, es decir, W = V y el subespacio trivial
w = {0}
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El siguiente resultado caracteriza los subespacios vectoriales de un espacio vectorial.

Teorema 73. Si V es un espacio vectorial y W CV (W no vacio) entonces W es un subespacio
vectorial de V' si y solo si se tiene que: siu,v € W y a € R entonces (u+ av) € W.

Demostracion. Suponga primero que W es un subespacio vectorial y que u,v € W y a € R.
Como W es un espacio vectorial por el axioma 2) (av) € Wy por el axioma 1) (v + av) € W'y
esto era lo que queria mostrarse.

Ahora suponga que *si u,v € Wy a € R entonces (u + av) € W.* Se va a mostrar que W es
un espacio vectorial, es decir, que se cumplen los 10 axiomas (es mejor mostrar las 10 condiciones
en desorden)

1) Si u,v € W tomando a = 1 en * entonces (u +v) € W

3) u+v=wv-+uyaque W es un subconjunto de V' y V es un espacio vectorial por lo que la
propiedad se cumple al ver la suma de los elementos como elementos en V.

4) La asociatividad de la suma se cumple por razones andlogas a las anteriores, es decir, la
asociatividad se sigue puesto que V ya es un espacio vectorial que contiene a W.

5) Como W es no vacio existe al menos un elemento @ € W. Luego tomando u = v = = y
a = —1 por * se tiene que u+av = x—x = 0 € W, es decir, todo subespacio posee el vector
nulo.

2) Siv € W tomando u =0 en * se tiene que u +av =0+ av=av € W

6) Si uw € W tomando a = —1 en la propiedad 2) anterior se sigue que —u € W

7), 8), 9), 10) se cumplen por razones similares a 3) y 4), es decir, son propiedades heredadas
del hecho de que V' es un espacio vectorial.

O
Problema 74. (problema 2 sequndo examen parcial primer semestre 2011)

Indique, justificando, cual de los siguientes conjuntos S es un subespacio vectorial
del espacio vectorial dado V'

a) S={X eR"|d-X =0} con @ un vector fijo de V = R"

Primero observe que S # @ puesto que @ -0=0, es decir, 0 € S. Suponga que X, Y € S'y
c € R. Por el teorema anterior basta con ver que (X + cY) € S. Observe que

q-(X+Y)=7d - X+d-(Y)=7d -X+cd-Y (679)
como X,Y € S a-X=0 y Y =0 por lo que sustituyendo en lo anterior se llega a
T (X +cY)=0 (680)

luego (X 4+ ¢Y) € Sy S si es un subespacio vectorial.

b) S ={(z,y,2)e R | 22 —y =32+ 2},V =R>

Observe que (0,0,0) ¢ Sy se indicé en el teorema anterior que todo subespacio vectorial posee
al vector nulo por lo que S no es un subespacio vectorial

c) S={Ae M(n,R)|det A=0},V =M(nR)}

Si n =1 entonces M(n,R) =R y en este caso S = {0} es un subespacio (trivial).

Ahora si n > 2 tome u = diag(0,1,1,---,1) es decir una matriz n x n diagonal con un 0 en la
primera entrada y el resto de entradas sobre la diagonal iguales a 1. Tome v = diag(1,1,---,1,0)
es decir una matriz n x n diagonal con un 0 en la dltima entreada y el resto de entradas sobre
la diagonal iguales a 1. Por las propiedades del determinante para las matrices diagonales, es
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claro que u,v € S. Sin embargo u + v = diag(1,2,2,---,2,1) y det(u + v) = 22 # 0. Luego
u+v ¢ S. Es decir, S es un subespacio solo si n = 1.

d) S={Aec Mn,R)| A= AT}V = M(n,R)}

Primero observe que S # @ puesto que 0 = 0. Suponga que A, B € S y a€ R. Observe que

(A+aB)T = AT +aB” (681)
y como A = AT y B = BT pues son elementos de S se sigue que
(A+aB)T = A+aB (682)

luego A+ aB € S y por lo tanto S si es un subespacio.

6.3. Combinaciones Lineales e Independencia Lineal

Al final del capitulo de determinantes se estudié el concepto de combinaciéon lineal de un
conjunto de vectores. Tal concepto solo requeria la posibilidad de sumar vectores y multiplicar
un vector por escalares. Debido a que en cualquier espacio vectorial pueden realizarse tales
operaciones es posible dar una definicién de una combinacién lineal de vectores en cualquier
espacio vectorial.

Definicién 75. Si V es un espacio vectorial y {vy, -+ ,v,} es un conjunto de vectores de V' se
dice que el vector v € V es una combinacidn lineal de los vectores {uvy,---,v,} si existen
escalares ap, - ,a, tal que

v=a1v; + -+ apvp (683)

El conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores {vi,---,v,} se denota como
Cl{vy, -+ ,vp}, es decir,

CHv, - vt ={v=a1v1 +---+apvp | a1, -+ ,a, € R} (684)

Por ejemplo, sea V el espacio vectorial de polinomios y pi(z) = 3x + 5, pa(z) = 2% — 7,
p3(z) = 23 —52. Si a, b, c€ R entonces Cl(p1, p2, p3} consiste en todos los polinomios de la forma

p(x) = ap1(z) + bpa(x) + cps(x) (685)

= a3z +5) +b(z? = 7) + c(2® — 5z) = ca® + ba® + (3a — 5¢)x + 5a — Tb (686)

Asi,
Cl{p1,p2,p3} = {ca® + b2® + (3a — 5¢)x + 5a — Tb | a,b,c € R} (687)

6.3.1. Conjunto Generador y Base de un Espacio Vectorial

Suponga que V = M(2,2,R) es el conjunto de matrices 2 x 2. Observe que si A € M(2,2,R)

entonces
A= < Cc‘ Z ) (688)
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y se puede descomponer como

am (00 a3 ) (9 ) (9 0)wa(00)

y definiendo
1 0 0 1 0 0 0 0
6112(0 0),6122(0 0),6212(1 0),6222(0 1) (690)

A = aey; + bera + ceo1 + degy (691)

entonces

es decir, A € Cl{e11,e12,e21,€22}. Como A era completamente arbitraria, acaba de mostrarse
que M(2,2,R) = Cl{e11, e12, €21, €22}
La situacién anterior motiva la siguiente definicién.

Definicién 76. Si V es un espacio vectorial y {v1,--- ,v,} un conjunto de vectores se dice que
el conjunto es un conjunto generador si

V =Cl{vy, - ,vp} (692)

es decir, todo vector puede escribirse como combinacion lineal de vectores en {vy,- -+ ,v,}.

Por ejemplo, sabemos que un conjunto generador para V = M (2,2, R) es Cl{e11, €12, €21, €22}

donde
1 0 0 1 0 0 0 0
6112(0 0)76122(0 0)76212(1 0)76222(0 1) (693)

1

0 0
viamente sigue teniéndose que M(2,2,R) = Cl{e1, e12, a1, €22, A} pero pareciera ser que este
conjunto generador es mas grande lo necesario. Una forma de ver esto es que es posible escri-

bir una matriz B = < (1) 0

Ahora bien, suponga que se toma A = y se considera Cl{ei1,e12, €91, €22, A}. Ob-

> como combinacion lineal de {e11, €12, €21, €22, A} en mas de una

forma, por ejemplo,
B = e + 3ei2 (694)

B = SA — 2611 (695)

En cambio, B solo puede escribirse de una forma si el conjunto generador es {e11, €12, €21, €22}
Esto sugiere la siguiente definicién.

Definicién 77. Si V es un espacio vectorial y {v1,---,v,} es un conjunto generador de V' se
dice que {v1,--- ,v,} es una base para el espacio vectorial V si todo vector v € V puede
escribirse de forma dnica como combinacién lineal de vectores en {vy, -+ ,v,}. Se dice que la
dimension de la base es el nimero de vectores del conjunto generador.

El concepto de base de un espacio vectorial es uno de los més importantes del algebra lineal,
por lo que es importante dar condiciones que caracterizan cuando un conjunto dado es base o no.
Para esto es necesario recordar otra definiciéon vista en el capitulo de determinantes, aquella de
independencia lineal de vectores. Se habia dicho que si {v1,---,v,} es un conjunto de vectores
en un espacio vectorial V entonces el conjunto es linealmente dependiente si el vector nulo
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0 es combinacién lineal no trivial de {wvy,---,v,}, es decir, existen escalares no todos nulos
ai, - ,ap tal que
arvr + -+ apvp, =0 (696)

El conjunto se llama linealmente independiente si no es linealmente dependiente, es decir,
si

aivy + -+ ApVp = 0 (697)
entonces necesariamente se tiene que a1 = as = --- =a, = 0.
Teorema 78. Suponga que V es un espacio vectorial y que {v1,--- ,vp} es un conjunto generador
de V. Entonces {vi,---,vp} es una base si y solo si {v1,---,v,} es un conjunto linealmente

independiente.

Demostracién. Suponga primero que {vi,---,vp} es una base para V. Hay que mostrar que
{v1,--+ ,vp} es linealmente independiente. Para ello suponga que
ajvy + -+ ApUp = 0 (698)
Es claro que
Ovi +---4+0v, =0 (699)
como {v1,---,vp} es una base entonces el vector 0 solo puede escribirse en un tnica forma como
combinacién lineal de {vi,---,vp}, es decir, (698) y (699) representan la misma combinacién
lineal del vector 0 por lo que debe tenerse a; = az = --- = a, = 0 lo cual significa que
{v1,--+,vp} es linealmente independiente.
Por otro lado, suponga que {v1,- - ,v,} es un conjunto generador linealmente independiente.

Hay que mostrar que es una base para V. Suponga que v € V tiene dos descomposiciones
ajvy + -+ apup = (700)

bivr + -+ bpvp =0 (701)

tomando la resta de las dos ecuaciones se tiene que

(@1 —bi)vi + -+ (ap —bp)vp, =0 (702)

y como {v1,---,vp} es linealmente independiente la ecuacién anterior implica que
ag—bi=---=a,—b,=0 (703)
es decir, a1 = by, -+ ,a, = by lo cual significa que todo vector v puede escribirse en forma tinica
como combinacién lineal de {v1,--- ,vp}, es decir, {v1, -+ ,v,} es una base. O

Cuando se definié el concepto de base se dijo que la dimension de la base era el ntimero
de elementos que esta posefa. El siguiente resultado (que no se mostrard) caracteriza algunas
propiedades de la base de un espacio vectorial, entre ellas la unicidad de la dimensién de la base.

Teorema 79. Sea V un espacio vectorial.

= Si V = Cl{vi,--- ,vp} entonces cualquier conjunto de p + 1 vectores en V' es linealmente
dependiente.

127



6 Espacios Vectoriales

= Si{vi,- - ,vp} y {u1, - ,w} son bases de un espacio vectorial V' entonces p = I. En tal
caso se dice que V tiene dimensién p (dim V' = p)

= Si dimV = py {u1, - ,u} son | vectores l.i (linealmente independientes) con | < p

entonces existen vectores w41, - ,up de forma que {uy,- -+, u;, w41, ,up} €s una base.

Definicién 80. Si B = {v1,---,v,} es una base para un espacio vectorial V' de dimensién n y
si v € V entonces

v=a1v1 + -+ anvn (704)

y se dice los escalares aq,--- ,a, son las coordenadas del vector v en la base B. El vector

de coordenadas para v en la base B es el vector

Antes de dar algunos ejemplos sobre la teoria de este capitulo, es necesario mencionar algunas
propiedades del espacio de filas y el espacio de columnas de una matriz.

6.4. Subespacios Asociados a una Matriz

Desde el inicio se han estudiado los sistemas de ecuaciones y la interpretacién geométrica
que estos poseian; ahora se va a estudiar la interpretacién en términos de la teoria de espacios
vectoriales que estos poseen. De aqui apareceran tres de los subespacios mas importantes hasta
el momento; el espacio columna, fila y nulo de una matriz.

6.4.1. Espacio Columna de una Matriz

Suponga que se tiene la matriz 4 x 3

1 20
-3 5 6
A= 9 0 1 (706)
5 3 1
Observe que tiene tres vectores columnas
1 2 0
-3 5 6
C) = 9 Cy = 0 Cs = 1 (707)
) 3 1

En este caso el espacio columna de A seria el subespacio generado por las columnas de A, es
decir,

Ca =Cl{C1,C5,C5} (708)
De forma maés general, si A es una matriz k X n con vectores columna vy, - - - , v, entonces
Ca=Cluvy, - ,un} (709)
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Ahora bien, para saber si un vector v esté en el espacio columnas de A o no, hay que determinar
si es combinacién lineal o no de los vectores vy, - - - ,v,. Como se vio anteriormente lo que se hace
es formar la matriz cuyos vectores columna son vi,--- ,v,, es decir la matriz A y considerar la
matriz aumentada (A |v). Luego v era combinacién lineal si y solo si el sistema Az = v tenia
solucién tinica o infinitas.

Es decir, el espacio de columnas C'4 de una matriz A son los vectores v para los
cuales el sistema Ax = v tiene solucién.

C 4 = {v € R¥ | el sistema Az = v tiene solucién} (710)

6.4.2. Espacio Fila de una Matriz

En analagia con lo anterior si A es una matriz k x n con filas vy, -- - , v entonces el espacio
fila de A Fy4 es
Fy=Cl{vy, -+ v} (711)
Por ejemplo, con la matriz de antes
1 2 0
-3 5 6
A= 9 0 1 (712)
5 3 1

se tendrfa que v1 = (1,2,0) wvo =1(-3,5,6) w3 =1(9,0,1) vy =(5,3,1)y Fa = Cl{v1,v9,v3}.
Ahora bien, si se quieren ver los vectores anteriores como vectores columna, lo hay que hacer es
transponer la matriz A, es decir,

1 -3 9 5
AT=(2 5 0 3 (713)
0 6 1 1
y luego se puede observar que
Fy=Cyr (714)
y por la seccién anterior
Fa=Cyr = {v €R" | el sistema ATz = v tiene solucién} (715)

Es decir, el espacio de filas F)4 de una matriz A son los vectores v para los cuales el
sistema ATz = v tiene solucién.

En la practica, los calculos se haran sobre los espacios fila de las matrices, pues sobre aquellos
se puede realizar Gauss-Jordan. Los resultados mas importantes sobre el espacio fila de una
matriz vienen resumidos en el teorema siguiente.

Teorema 81. 1) Si A y B son dos matrices k x n tal que B se obtiene por medio de operaciones
elementales a partir de A entonces Fa = Fp.

w1
U1 w2
(%] .
2)Si A= . y B = w son dos matrices k x n donde B es la matriz escalonada re-
Vg
0
ducida de A (s < k) entonces B = {wy, - -+ ,ws} es una base del subespacio Fq = Cl{vy,--- ,vi}.
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Es decir,

1. Para hallar el espacio de filas F)4 de la matriz A, reduzca la matriz A segin Gauss-Jordan.
Las filas no nulas de la matriz escalonada reducida formaran una base para F4

2. Para hallar el espacio de columnas C 4, reduzca la matriz AT segtin Gauss-Jordan. Las filas
no nulas de la matriz escalonada reducida formaran una base para Cy

. dim Fy = dim C4 = Rng(A)

Problema 82. problema 3 sequndo examen parcial primer ciclo 2011

1 2 -1 0 1
1 0 1 1 -1
2

Sea A = 5 0 1 o0 y W={YeR*|Y = AX, para algin X € R°}
0o -2 2 =2 2
a) Determine un conjunto {ws,--- ,wy} de vectores de R* tal que W = Cl{wy, -+ ,wy}
Observe que si v1, Vs, U3, v, U5 denotan las columnas de A con v;€ R* entonces por el teorema
anterior W = Cl{v1,--- ,vx}. Asi, si se trabaja con
1 1 2 0
2 0 2 =2
AT=] -1 1 0 2 (716)
0o 1 1 -2
1 -1 0 2
entonces si se reduce la matriz (por Gauss Jordan) se llega a
1 010
01 1 0
B=|00 0 1 (717)
00 0O
0 0 0O
y por el teorema anterior se tiene que
wy = (1,0,1,0), w2 = (0,1,1,0),ws = (0,0,0,1) (718)

y W = Cl{wy, w2, w3}

b) ;Qué condiciones debe cumplir un vector (z,y,z,w) para pertenecer al subes-
pacio W?

Para que (x,y, z,w) esté en W deben haber escalares a,b, ¢ tal que

T 1 0 0
y | _ 0 1 0
A I N B b 1l Tel o (719)
w 0 0 1
es decir debe hallarse una solucién al sistema
a=u
b=
Y (720)
at+b=1z
c=w
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de lo cual se concluye que (z,y,z,w) € Wsiysolosiz=x+y

c) Complete la base que obtuvo para W a una base de R*

Para completar la base de W a una base de R* basta tomar un vector en R* que no esté
en W ya que necesariamente serd linealmente independiente de {w1,ws,ws} puesto que W =
Cl{w1,wa, ws}. Asf wg = (1,0,2,0) no cumple la condicién de estar en W que fue hallada en b)
y por ende debe tenerse que {w1,ws, w3, w,} es una base para R*.

d) Halle una base para el subespacio de R’ generado por las filas de la matriz A

Se aplica el método de Gauss Jordan a A y se llega a la matriz

10 1 0 %
01 -1 0 1
C = 3 (721)
00 o0 1 F
00 0 0 O

y asi

1 1 —4
Uy = 150315035 y U2 = 0;13_13055 , U3 = 05030513? (722)

son los vectores que forman una base para el subespacio generado por las filas de la matriz A.

6.4.3. Espacio nulo u homogéneo de una Matriz

Si A es una matriz k X n se define su espacio nulo como
Nao={z eR": Az =0} (723)

es decir, el espacio nulo de una matriz los vectores que son solucién del sistema homogéneo.

Para ver que N4 es un subespacio observe primero que N4 no es vacio pues x = 0 € Ny4.
Luego, si x1, x5 € N4 entonces Axy = 0y Azo = 0 por lo que A(z1 +txg) = Az +tAxs =0, es
decir, z1 + tzs € Ny4.

Ahora bien, hallar una base para el espacio nulo es muy facil utilizando el siguiente resultado
Teorema 83. Si A es una matriz k X n entonces una base para N, se halla escribiendo el
conjunto solucion para el sistema homogéneo asociado tal como se hizo en el tema de sistemas

de ecuaciones.

Por el teorema del rango, se sigue entonces que la dimension del espacio nulo es el nimero de
parametros cuando se escribe el conjunto solucion del sistema homogéneo, es decir, dim Ny =
n — Rng(A)

Por

ejemplo, considere la matriz

A= (724)

N — =

0
1
1

W N =

.Para hallar N4 se reduce la matriz por Gauss-Jordan y se llega a

(725)

O~ O —
O = =

1
0
0
Luego, el sistema homogéneo asociado es

r+z2=0
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por lo que la solucién viene dado por un parametro y seria tomando z =t

con

(xayaz) = (_t7 _tvt) :t(_la_lal) (727)
Luego,
Na=Cl{(-1,-1,1)} (728)
Problema 84. problema 4 sequndo examen parcial tercer ciclo 2010
Sea § = {< ‘CL Z ) €eM(2,R)|c—3a+2b=0,2a—3b+d=0
a) Pruebe que S es un subespacio vectorial de M (2,R)
Suponga que A, B € S
[ a b (e f
a8 ) (e ) -
c—3a+2b=0,2a—-3b+d=0 (730)
g—3e+2f=0,2¢—3f+h=0 (731)

Para ver que S es un subespacio basta mostrar que (A + ¢B) € S con t un escalar cualquiera.

A4 iB— ( a+te b+tf )

c+tg d-+th
y observe que
(c+tg)—3(a+te)+2(b+tf)=(c—3a+2b)+t(g—3e+2f)=0+t0=0

2a+te) =3(b+tf)+(d+th)=(2a—3b+d)+t(2e—3f+h)=0+t0=0

por lo que (A4 tB) € Sy por ende S es un subespacio.
b) Halle una base de S

Observe que si A = < CCL Z ) entonces ¢ — 3a + 2b = 0,2a — 3b+ d = 0. Es decir,
c=3a—2b
d=—2a+ 3b

por lo que
a b a b 1 0 0 1
A‘( d)_(3a2b 2a+3b)_a(3 2)”(2 3)
0

o, (1 (0 1
ya31s1A1<3 _2),A2<_2 3>entonces

A=aA; +bAy

(732)

(733)

(734)

(735)

(736)

(737)

(738)

y es facil verificar que A;, A son linealmente independientes por lo que B = {A;, As} forma

una base para S
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)es.

( 23 ) — 24, + 34, (739)

ot W

c¢) Verifique que ( g

Es facil ver que

0 5

0 5

G o)L= 15 0

d) Calcule el vector de coordenadas de <
b).

23 ) en la base B hallada en la parte

Problema 85. problema 5 sequndo examen parcial tercer ciclo 2010

-1 1
Sea A= | -1 -1 |, X = (21,29,73)7 y U el subespacio vectorial de R? formado
1 -1
por todos los vectores b tal que AT X = b tiene solucién.
a) Encuentre una base para U
Por lo visto en (?7) basta reducir la matriz A y se encuentra que su forma escalonada reducida
es

10
B=|o0 1 (741)
00

lo cual significa que e; = (1,0),e2 = (0,1) es una base para U, es decir, U = R?.

b) Sin realizar cdlculos adicionales, diga cudl es la dimensién del espacio vectorial
generado por las columnas de la matriz A. Justifique su respuesta.

Sabemos que Rng(A) = Rng(AT) por lo que la dimensién del espacio vectorial generado por
las columnas de A es también 2.

¢) Sin realizar ningin célculo diga si las filas de A son linealmente independientes
o son linealmente dependientes. Justifique su respuesta.

Como hay tres filas en la matriz A y la dimensién del espacio que generan es 2 entonces las
filas son linealmente dependientes.

d) Sin hacer célculos adicionales, diga cual es la dimensién del subespacio vectorial
de R? formado por todos los vectores = que son solucién del sistema Az = 0 con 0 € R3.
Justifique su respuesta.

Como Rng(A) = 2 el sistema Az = 0 solo tiene la solucién trivial z = 0, luego el subespacio
de las soluciones es S = {(0,0)} el cual tiene dimensién 0.
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7. Ortogonalidad y Proyecciones en R”

7.1. Bases Ortonormales

En este capitulo se trabajara nuevamente sobre los espacios vectoriales R™. La idea serd encon-
trar un método sistematico para transformar cualquier base de vectores en una base “ortonormal”
de vectores. El concepto fundamental de este capitulo es el concepto de ortogonalidad (lo que
antes se estuvo llamando como vectores perpendiculares). Si u,v € R™ el producto punto entre
ellos u - v servia para definir cuando los vectores eran ortogonales, es decir, cuando u - v = 0.

Si {ug,- - ,ur} son k vectores en R™ entonces tales vectores son un conjunto ortogonal si
los vectores son mutuamente ortogonales, es decir,

i#j—u-u; =0 (742)
Si ademés de ser ortogonal {u1,- - ,ux} es un conjunto que cumple
Vi, |luil] = 1 (743)
se dice que {uq,--+ ,ur} es un conjunto ortonormal.

Por ejemplo, si u; = (1,0,2), us = (—2,0,1) y uz = (0,1,0) es facil verificar que {uy, u2,us}
es un conjunto ortogonal, es decir,

ul'UQZ’ul-Ug:UQ'Ug:O (744)

Por otro lado la base canénica e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0, 1) es una base ortonormal,
es decir,
61'62161'63162'63:0 (745)

llell = llezll = lles]l =1 (746)

El siguiente resultado muestra la utilidad de los conjuntos ortogonales.

Teorema 86. Si{uy, - ,ur} es un conjunto ortogonales de vectores en R™ entonces el conjunto
es linealmente independiente.

Demostracion. Suponga que

a1ul + asus + - apur =0 (747)

y tomando el producto punto en la ecuacién anterior con el vector u; se tiene
ay(uy - uy) + agug - uy) + - ag(ug - up) =0 (748)
y como el conjunto es ortogonal se tiene
ay [Ju]|* =0 (749)

o bien
a1 =0 (750)

Similiarmente se muestra que todos los escalares son 0, es decir
Gl =ag=--=ap=0 (751)

por lo que el conjunto es linealmente independiente. [l
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El teorema anterior indica que si un conjunto es ortogonal entonces es l.i. En el caso de que
el conjunto tenga n elementos lo anterior indica que el conjunto seria una base para el espacio
vectorial de dimensiéon n. De hecho, la ortonormalidad también permite hallar ficilmente el
vector de coordenadas de cualquier vector.

Teorema 87. Si S es un subespacio vectorial de dimension k de R™ y B = {uy, -+ ,u} es una
base ortonormal para S entonces:
1) Si A es la matriz n X k cuyas columnas son los vectores u;, A = (u1,usa,- - ,ug) entonces
AT A =1,.
RETR
U - Us

2) Siu e S entonces [u] 5 =

U - U
Demostracion. 1) Note que si A = (u1,us,--- ,ux) es una matriz n x k entonces AT es una
u1
U2
matriz k x n con filas u; es decir, AT = . . De esta forma
U
Ui Up-ur Up-U2 - UL U
T U2 U2 - UL U2 U2 -+ U2 Uk
ATA= . (u1)u23"' auk‘): . :1k (752)
Uk Uk U Uk -U2 -+ Uk Uk

2) Suponga que u € S, como B es base entonces

U= a1 + asts + -+ + apuy (753)
ai
az

Por definicién [u] 5 = ) y asi hay que hallar los coeficientes. Por ejemplo, multiplicando
ag

la ecuacién anterior por u; se tiene
w-ur = ag(ug - ur) + ag(ug - ur) + - ag(uk - ur) (754)

y como la base es ortonormal

u-up = a (755)
U - Uy
U - Uz

y el resto se halla en forma analoga por lo que [u]; = . . O
U - Uug

Por ejemplo, suponga que B = {u1,us,u3} es una base ortonormal para R3 con
(2 =21 (21 =2 (1 22 (756)
up = 35 333 , U2 = 3333 , U3 = 33333
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y u = (3,4,5). Para hallar [u]5 se aplica el teorema anterior y se tiene que

u-ur=1lu-uy=0,u-u3="7 (757)
1
por lo que [ulz; = [ 0 | o bien u = u; + Tus.
7

7.2. Subespacios Ortogonales

Debido a que casi siempre se trabaja sobre subespacios de R™ es 1til saber cuando dados
dos subespacios S y T, todo vector de S es ortogonal con todo vector de T y vice-versa. En
tal circunstancia se dice que los subespacios S y T son ortogonales, es decir, si S y T son dos
subespacios de R™ se dice que son subespacios ortogonales si todo vector de S es ortogonal
a todo vector de T' y vice-versa

rzeSyel —z-y=0 (758)

En tal caso se denota S_LT

Por ejemplo, en R? se puede tomar la base canénica e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)
y tomar S = Cl{ej,ea} y T = {e3}. Geométricamente S serfa el plano z,y y T el eje z por lo
que claramente debe tenerse S 1T.

Notese que la definicién anterior de subespacio ortogonal requiere verificar que todo vector de
S es ortogonal a todo vector de T lo cual en principio es un proceso infinito. Para evitar esto se

utilizan las bases de un espacio vectorial. Por ejemplo si By = {u1, -+ ,ur} es una base de S y
By = {v1, -, v} es una base de T entonces si u € S,v € T se tiene que
U= au + -+ aruk (759)
v=Dbivy + -+ by (760)
Luego
wv = (aquy + -+ - + agug) (brvy + -+ + bvy) = agug-(broy + -+ + biwg)+- - +agug-(brvy + -+ - + by)
(761)
=a1by(ur-v1) + -+ arb(ur - v) + - 4 apbr (ug - v1) + - -+ arb(ug - vp) (762)
Asi, para garantizar que u - v = 0 basta con que que cada elemento de By = {uy,--- ,ux} sea
ortogonal con cada elemento de By = {v1,--- , v}, es decir, para verificar que dos subespa-

cios son ortogonales, basta verificar la ortogonalidad entre las bases respectivas de
los subespacios.

Por otro lado, suponga que SLT y que u € SNT es decir, u es un vector en ambos subespacios.
Como u € Sy u € T u debe ser ortogonal a si mismo, es decir,

Jul® =w-u=0 (763)

el tnico vector que cumple que es ortogonal a si mismo es u = 0 y de hecho como S y T son
subespacios siempre poseen al 0 por lo que la intersecciéon de dos subespacios ortogonales
S y T es tinicamente el vector nulo 0.
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7.3. Complemento Ortogonal de un Subespacio

Si S es un subespacio vectorial de R™ el complemento ortogonal de S es el conjunto de
todos los vectores ortogonales a cualquier vector de S, es decir,

St={ueR"|VYveSu-v=0} (764)

Obviamente por un argumento similar al de antes para que un vector u esté en el complemento
ortogonal de S basta que sea ortogonal a todos los vectores de cierta base de S. De hecho, basta
con que sea ortogonal a algiin conjunto generador de S.

Por ejemplo si S = Cl{vy,--- ,vr} y u € ST entonces la condicién de que
Vi, u-v; =0 (765)
es equivalente a
Au=0 (766)
U1
V2
donde A es la matriz k x n cuyas filas son los vectores vy, -+ , vy, es decir, A = . . Por lo
Uk
tanto
St ={ueR" | Au=0}= Ny (767)

De la caracterizacién anterior es sencillo ver que el complemento ortogonal de cualquier
subespacio es a su vez un subespacio y

= Si S es un subespacio de R" con dim S = k entonces dim(S+) =n — k

= Si By = {uy, -+ ,ux} es una base de Sy By = {v1,--- ,v,_x} es una base de St entonces
B={uy, - ,up,v1, - ,vp_k} es una base de R™.

= S+ = N, donde A es la matriz cuyas filas son una base de S

Problema 88. problema 2 sequndo examen parcial reposicion I ciclo 2006

Sea el subespacio de R* dado por W = {(z,y,2,w) € R* | y —w = 0,z — 22 = 0}.
a) Determine una base para W
Las condiciones para estar en W pueden escribirse como

y=w (768)
z =2z (769)

y asi si (z,y,2z,w) € W
(z,y,z,w) = (z,y,2x,y) = (1,0,2,0) + y(0,1,0,1) (770)

Definiendo u; = (1,0,2,0) y us = (0,1,0, 1) se tiene que una base para W es By = {u1,uz}
b) Determine una base para el complemento ortogonal de W
Siv = (z,y,z,w) € Wt debe tenerse que v - u; = v - uz = 0 es decir,

veoup =x+22=0 (771)
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veug=y+w=0 (772)
Luego
x=—-2z (773)
Yy=—w (774)
Asi,
(x,y,z,w) = (—2z,—w, z,w) = 2(—2,0,1,0) + w(0,-1,0,1) (775)

Definiendo v; = (—2,0,1,0) y v2 = (0, —1,0, 1) entonces una base para el complemento ortogonal
de W es By = {v1,02}

7.4. Subespacios Ortogonales de una Matriz

Ahora que se han estudiado la ortogalidad entre subespacios, se puede analizar la relaciéon que
existe entre los distintos subespacios de una matriz. Para esto suponga que se tiene una matriz
m X n tal como se indica en la siguiente figura. Se va a considerar la relaciéon que existe entre
cuatro subespacios asociados a la matriz: el espacio de filas F4, el espacio de columnas C4, el
espacio nulo N4 y el espacio nulo Nyr. Se van a estudiar los subespacios anteriores en parejas.

Como A es una matriz m x n esto quiere decir que hay m vectores fila y cada vector fila es de
tamano n, es decir, F4 es un subespacio de R™. Ya se sabe que para hallar una base para F4 se
reduce la matriz A por Gauss-Jordan y los vectores no nulos de la matriz escalonada reducida
forman una base. Asi que suponga que dim Fq = r.

Se puede notar que como A es una matriz m x n entonces el sistema homogéneo Ax = 0 tiene
sentido cuando x es un vector en R”. Luego, N4 también es un subespacio de R"™. También por
la forma en que se realiza la multiplicacién matricial, si Az = 0 esto quiere decir que el vector x
es ortogonal a todas las filas de A y por ende a F4. De hecho, como dim Ny = n—r y razonando
en forma idéntica a la anterior para C4 y Nyt se tiene el siguiente resultado:

Teorema 89. Suponga que A es una matriz m xXn y considere los subespacios Fa,Ca, Na, Nr.
Se tiene lo siguiente:

1. F4 y N4 son subespacios de R™ y un subespacio es el complemento ortogonal del otro
subespacio, es decir, (FA)L = N4. Si dim Fy = r entonces dim Ny = n — r y si se poseen
bases By para Fy y By para N4 entonces By U By es una base para el espacio completo R”
y cada vector v en R" se puede descomponer en forma tnica como la combinacién lineal
de un vector v; en F4 y v en N4, es decir, v = v1 + vy. Lo anterior se escribe como

R" = F @& Ny (776)

2. Cy y Nyr son subespacios de R y un subespacio es el complemento ortogonal del otro
subespacio, es decir, (C’A)L = Ny r. Sidim Cy = r entonces dim N 47 = m—ry si se poseen
bases By para C'4 y B para Nyr entonces By U Bs es una base para el espacio completo
R™ y cada vector v en R™ se puede descomponer en forma tnica como la combinacién
lineal de un vector v1 en Cx y vo en N yr, es decir, v = v1 +v2. Lo anterior se escribe como

R™ = Cy & Nyr (777)
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Finalmente, suponga que b esta en el espacio C4, es decir, existe una soluciéon para el sistema
Axz = b. Suponga que esa solucién es llamada x, (se conocerd como la solucién particular), es
decir,

Az, =0b (778)

Ahora bien, puede haber otra solucién para el sistema anterior, es decir, un vector z tal que
Az =10 (779)

Tomando la resta de las dos ecuaciones anteriores, se tiene que

Az — Az, =b-0b (780)
o bien
Alx —zp) =0 (781)
Si se define el vector
Thp =T —Tp (782)
lo anterior quiere decir
Azxp =0 (783)

es decir, xj es una solucion del sistema homogéneo. Claramente de la definicion se tiene que
r=xp+Th (784)

y lo anterior puede resumirse en el siguiente resultado

Teorema 90. Suponga que se quiere hallar todas las soluciones del sistema Ax = b. Entonces, si
se conoce una solucion especifica x, del sistema anterior, es decir, Az, = b y la solucion general
del sistema Az =0 (por ejemplo, hallar una base para Ny ) entonces la solucion general para el
sistema Ax = b puede escribirse como

x=xp+Th (785)

donde xyp, es la solucion general del sistema homogéneo.
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F
4 dim r

Rn

Figura 41: Ortogonalidad entre Subespacios de una Matriz

7.5. Proyeccion Ortogonal sobre un Subespacio

En capitulos anteriores se definié el concepto de la proyeccién de un vector sobre otro vector
Proyﬂﬁ. Ahora bien, cada vector @ genera un subespacio uno-dimensional segun la férmula
W =Cl {7} Por lo tanto, proyectar un vector a lo largo de otro vector puede interpretarse como
proyectar un vector sobre un subespacio uno dimensional. En esta secciéon se buscard generalizar
el concepto de proyeccién de un vector, es decir, se buscard definir la proyecciéon de un vector
sobre un subespacio W de cualquier dimensién, como se indica en la siguiente figura.
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Figura 42: Proyeccién de un vector sobre un subespacio

Asi, suponga que W es un subespacio de R™ de dimensién k y que v € R™. Si B = {wy, -+ ,wi}
es una base ortonormal buscamos definir un vector Proywwv tal que (ver figura) v — Proywv es
ortogonal a W. Como se ocupa que (Proywv) € W se puede escribir este vector en términos de
la base B para W

Proywv = ciwy + -+ + cpwy (786)

Como v — Proywv debe ser ortogonal a W entonces debe ser ortogonal a cada vector de la
base w;

(v — Proywv) -w; =0 (787)
es decir,
v-w; = (Proywv) - w; (788)
y sustituyendo de la ecuacién (786)
v-w; = (i + -+ cpwyg) - w; (789)
y como la base es ortonormal
C=v-w; (790)

Asi se define la proyeccién ortogonal de v sobre el subespacio W
Proywv = (v-wy)wy + (v - we)wg + « - + (v - wg)wy (791)

Lo hallado anteriormente puede resumirse en el siguiente teorema.
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Teorema 91. Suponga que W es un subespacio de R™ de dimension k y B = {wy,--- ,wi} es
una base ortonormal de W. Siv € R™ se define

Proywv = (v-wy)wy + (v-we)wy + -+ + (v - wg)wg (792)

El vector v — Proywv se denomina la componente ortogonal de v a W. FEste vector cumple
que es ortogonal a todo W, es decir,

YweW ,(v— Proywv)Llw (793)

Y la proyeccion ortogonal el vector mas cercano de W a v, es decir, la distancia de v a W es

d(v,W) = |Ju — Proyyv|| (794)

7.6. Ortonormalizacion de Gram-Schmidt

La definicién de proyeccién ortogonal sobre un subespacio requeria conocer de antemano una
base B = {wy,--- ,wy} ortonormal de W. Ahora bien, puede ser que se conozca solamente una
base {u1, - ,ur} de W y no una base ortonormal. E1 método de ortonormalizacién de Gram-
Schmidt consiste en un algoritmo para construir una base ortonormal B = {ws, -+ -, wy } a partir
de una base normal {uy, -, ug}.

7.6.1. Algoritmo de Gram-Schmidt

7.6.1.1. Paso 1 Suponga que W es un subespacio y que {uy,---,ux} es una base para W.
Defina ”
wy = —— (795)
[ ]
W1 = Cl{w } (796)

Obviamente |wi|| =1y Cl{w1} = Cl{ui}

7.6.1.2. Paso 2 Tome ahora uy y considere la proyeccién de us sobre W1, es decir,
us = Proyw,us + (ua — Proyw, ua) (797)

Como queremos una base ortonormal eliminamos la “parte comin” entre us y w1 que es Proyywy, us
y nuestro candidato para el segundo vector de la base seria us — Proyw, u;. Sin embargo, como
en principio tal vector no tiene norma 1 dividimos por su norma y definimos

uz — Proyw, us

— 798
2 luz — Proyw, us|| (798)

WQ = C’l{wl,wQ} (799)

Nuevamente ||wz] =1y Cl{wi,we} = Cl{uy,us} y wy - wy = 0.

142



7 Ortogonalidad y Proyecciones en R™

7.6.1.3. Paso 3 Es bastante claro lo que sigue ahora. Se toma ug y se considera la proyeccion

sobre W5 y se define
uz — Proyw,us

w3 = 800
3 |lus — Proyw,us|| (800)
Wg = Cl{wl,wg,wg} (801)
Nuevamente {w;, w2, w3} es un conjunto ortonormal.
7.6.1.4. Paso k-ésimo Se procede de esta forma hasta llegar a uy y se define
UL — P " OUA 3
wy = —k T L TOYW - Uk (802)
|lur — Proyw,_, ||
Wi = Cl{wy, wa,ws, -+ ,Wk—1, Wk } (803)
En este caso W = W, y la base ortonormal buscada es B = {wy,- -, wg }.
Problema 92. problema 5 seqgundo examen parcial II ciclo 2007
Sea W = CI{(1,1,1,1),(1,—1,1,-1),(1,0,1,2)}
a) Determine una base ortonormal para W
Sea aplicard Gram-Schmidt sobre
up = (1,1,1,1),ue = (1,—1,1,—1),us = (1,0, 1, 2) (804)
paso 1
Defina ( )
w1 1,1,1,1 1111
_ — =(z. 2.2 2 805
w1 ||U1H ) (2527272) ( )
W1 = Cl{wl} (806)
paso 2
Por (791)
Proyw,uz = (ug - wy)wy =0 (807)
Luego defina
- P 1,-1,1,—1 1 11 1
Wy = us Toyw, u2 _ U2 _ ( ) ) ) _ (_’__,_,__) (808)
|lug — Proyw,us||  |Juzl| 2 27 2727 2
WQ = C’l{wl,wg} (809)
paso 3
Al igual que antes
Proyw,us = (us - wi)w: + (ug - wp)wz = 2wy = (1,1,1,1) (810)
Luego
- P 1,0,1,2) — (1,1,1,1 0,-1,0,1 2 2
ws = us ToYyw, U3 _ (a s Ly ) (a ) ) :(a ) Yy ):<0’_£’0,£) (811)
|lus — Proyw,us|  [](1,0,1,2) — (1,1,1,1)]| V2 2
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De esta forma B = {wj, w2, ws} es una base ortonormal para W.
b) Determine la proyeccién de v = (3,0, 3,6) sobre W
Por (791) se utiliza la base ortonormal recién hallada

Proywov = (v-wi)wi + (v w2)ws + (v - ws)ws

1111 5 3 5
:6w1+3\/§w3:6( )+3\/§(0,—‘[ 0,£)=(3,3—£,3,3+—

2727272 2772 2

c) Determine el complemento ortogonal de W
Si (2,9, 2,w) € Wt entonces

(x,y,z,w) - w1 = (z,y,z,w) - we = (x,y, 2, w) - w3 =0
lo cual da las siguientes condiciones

r+y+z+w=0

rT—y+z—w=0

y=w

Se puede escribir lo anterior como una matriz

1 1 1 1
1 -1 1 -1
0 1 0 -1
y reduciendo la matriz se obtiene
1010
01 00
0 0 01
es decir
x=—z
y=0
w=20
Por lo que

(zayvsz) = (72507270) = 2(71507 150)
y asi W+ = C1{(-1,0,1,0)}

7.7. Problemas Adicionales
7.7.1. Solucién Segundo Examen Parcial | Ciclo 2012

(812)

(813)

(814)

(815)

(816)

(817)

(818)

(819)

(820)

(821)

Problema 93. Sean u y v dos vectores de R". Considere los vectores x = 2u —3v y

z = 5u + 2v. Sabiendo que ||ul]| =2, ||[v]| =3 y que el dngulo entre v y v es

a) |||
b) x -z

Qa)
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z+te w+td

lzl| = Vo -z = /(2u — 3v) - (2u — 3v) (822)
=Viu-u—6u-v—6v-u+9v-v= \/4Hu||2—12u-v—|—9|\v|\2 (823)
- \/16 12 Jul| v]] cos (%) 181 (824)
=1/97 — 36V3 (825)
Es decir, ||z| = v/97 — 36y/3 ~ 5,89
= b)
x-z=(2u—3v) - (5u+ 2v) (826)
=10u-u+4u-v—15v-u—6v-v (827)
2 2
=10 ||ul|” = 11lu-v —6 v (828)
=40 — 11 |Ju|| |[v]| cos (%) — 54 (829)
=—14-33V3 (830)
es decir, -z = —14 — 333 = —71,16
Problema 94. Considere el conjunto Q2 C M (2 x 2,R) definido por
— T Y \.9,._ - _
Q{<z w).sz, Yy = w} (831)
a) Pruebe que 2 es un subespacio vectorial de M (2 x 2,R)
b) Determine una base B para {2
c) Encuentre la dimensién de 2
d) Calcule las coordenadas de u = < ; _33 > en la base B de (2
a) Suponga que u, v € Q.
(T Y - _
u(z w> =2, y=-w (832)
(et 2 b=—d (833)
"Zle d a6 B
Observe que
u—i—tv:(erta y+tb) (834)
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y por lo anterior
2(x +ta) = 2z + t(2a) = z + tc (835)

Y+ th = —w + t(—d) = —(w + td) (836)

por lo que la matriz v + tv cumple las condiciones para estar nuevamente en el conjunto §2 lo
cual significa que si es un subespacio vectorial.
b) Para hallar una base observe que si u €

_ (T ¥ _ _
u(z w> =2z, y=-w (837)
es decir,
(T y N _ [ —w)\ 10 0 -1
u(z w><2x w>$<2 0)+w<0 1> (838)
1 0 0 -1

por lo que u; = = ) forman un conjunto generador de £ y como son

2 0)"™7 o 1

claramente linealmente independientes son una base del subespacio.
¢) La dimensién del subespacio es 2 pues la base tiene dos elementos
d) Es facil ver que

1 -3
u = < 9 3 > = 1U1+3U2 (839)

o= 5 ) (840)

por lo que

Problema 95. Considere las siguientes rectas [; y l> , donde

:L'72_
-1

_1+z

Iy : (z,y,2) = (0,2,0) +¢t(1,-1,1) lo: 5

Yy (841)
a. Compruebe que estas rectas se intersecan ortogonalmente.
b. Encuentre una ecuacién vectorial para el plano P, que contiene ambas rectas.
c. Encuentre una ecuacion normal para el plano P, que contiene la recta I y es
perpendicular al plano P;

a. Observe que un punto sobre la recta l; es (0,2,0) y un vector para esa recta es (1,—1,1).
Para [y observe que su forma simétrica es

_ _ _ 42
ST 1 2 (842)

por lo que un punto sobre la recta es (2,0, —1) y un vector para la recta es (—1,1,2). Para hallar
el punto de interseccién un punto (x,y, z) debe cumplir ambas ecuaciones a la vez, es decir, debe
cumplir el siguiente sistema

t=2—s
2—t=s (843)
t=—1+2s
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y tiene solucién ¢ = s = 1 por lo que el punto de interseccién es (1,1,1). Para ver que se
intersecan ortogonalmente observe que los vectores directores de las rectas son ortogonales, es
decir, (1,—1,1)-(-1,1,2) = 0 y esto significan que las rectas son perpendiculares.

b) Para la ecuacién vectorial del plano que contiene ambas rectas se necesita un punto y dos
direcciones. Como punto se puede tomar el punto de interseccién de ambas rectas y como vectores
los dos vectores directores de las rectas, es decir, la ecuacién del plano es

P :(z,y,2)=(1,1,1) +¢(1,-1,1) + s(—1,1,2) (844)
c¢) Observe que un vector perpendicular al plano P; es
a:(lailal)x (715172):(7357350) (845)

Como el plano P, es perpendicular al plano P; los vectores normales respectivos deben ser
perpendiculares y a su vez el vector normal del plano P, es perpendicular al vector director de
la recta Il pues debe contenerla por lo que se puede tomar

n=(-3,-3,0)x (—1,1,2) = (=6,6, —6) (846)

funciona como el vector normal del plano P». Como punto para la ecuacién normal se puede
tomar el punto de la recta (2,0, —1) por lo que la ecuacién normal del plano es

Py: (z,y,2) (—6,6,—6) = (—6,6,—6)-(2,0,—1) (847)
es decir
—6r+6y—62=—-124+6 (848)
o bien
r—y+z=1 (849)

Figura 43: ejemplo planos perpendiculares

Problema 96. En R? consideremos el subconjunto V = {(0,2z,z — z) : ,2 € R} . Se
pide:
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0 0
a. Considere el conjunto B = 0 N . Verifiquese que B es una base
-1 1

para V.
b. Encuentre una base ortonormal para V.
c. Determine una base para el subespacio V+
d. Sea u = (1,1,0). Calcule la proyeccién ortogonal de u sobre V.
e. Encuentre vectores v € V, t € V' que cumplen u = v+t

a) Para ver que es una base observe que si v € V
v=(0,2z,x —2z) =x(0,2,1) + 2(0,0, —1) (850)

lo cual significa que B es un conjunto generador de V. Basta ver que son linealmente indepen-
dientes por lo que suponga que

a(0,0,—1) + b(0,2,1) = (0,0,0) (851)

es decir
(0,2b, —a+b) = (0,0,0) (852)

lo cual dice que a = b =0 y esto es la condiciéon de independencia lineal.
b) Se aplica Gram-Schmidt con u; = (0,0, —1) y ua = (0,2, 1). Asi,

Uy

wp = 77— = Uy = (0,0, *1) (853)
[Jua |
—-P
wy = 2 TOw, U2 (854)
Hu2 — ProywluQH
por un lado
Proy,, uz = (uz - wi)wy = —w; = (0,0, 1) (855)
' (0,2,1)—(0,0,1) 1
Wy = ———2 22— —(0,20)=(0,1,0) (856)
1(0,2,1) = (0,0,1)[ 2
¢) Sir=(z,y,2) € V* entonces r-w; =0y r-wy = 0 es decir
—2=0 y=0 (857)
es decir
r=(z,y,2) = (2,0,0) = z(1,0,0) (858)
por lo que una base para V* es {(1,0,0)}.
d) Si w=(1,1,0) se tiene que
Proyyu = (u - w1)wy + (u - we)ws (859)
= wy = (0,1,0) (860)

e) Se toma v = Proyyuyt=u—v = (1,0,0). Esclaroque v € V,t € V* y u = v + t.
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Problema 97. Considere los planos P,: 2 —2y+2—1=0y P: x—2y+z2+4+6=0.
a. ;Son los planos anteriores paralelos?
b. Encuentre la distancia que los separa.

a) El vector normal de ambos planos es n = (1, —2, 1) por lo que los planos si son paralelos
b) Para encontrar la distancia observe que P = (0,0,1) es un punto del plano P; y Q =
(0,0, —6) es un punto del plano P, por lo que

d(Py, Py) = HProyn}@H (861)
- P? ”'2"n | (862)

o e B (563)

= >985 (864)

7.7.2. Reposicion Segundo Examen Parcial | Ciclo 2012

Problema 98. Considere los tridngulos de vértices A, B,C dos de cuyos lados estin
dados por los vectores v = (1,—-1,-2) y w = (—2,1,—6). Si A = (0,5,—1) es el extremo
comun de los vectores v, w determine

a) Los vértices By C

b) El perimétro del triangulo ABC

c) El area del tridngulo ABC

d) El vector correspondiente a la altura sobre el lado AC

e) El coseno del angulo en el vértice B

a) Considere la siguiente figura

.S
9}

Figura 44: Tridngulo con vértices A,B,C

Del enunciado se tiene que

v=AB=B-A w=AC=C-A (865)
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o bien
B=A+v=(0,5,-1)+(1,-1,-2) = (1,4,-3) (866)

C=A+w=(0,5-1)+(-2,1,-6) = (=2,6,-7) (867)

y estos serian los otros dos vértices.
b) El perimetro del tridngulo es la suma de las longitudes de los tres lados. El tercer lado es

BO=C-B=C-A+A-B=w—v=(-21,-6)—(1,-1,-2) = (-3,2,-4)  (368)

y asi el perimetro seria

P =l + [[w]] + flw —of (869)
=1, =1, =2) + 1(=2,1, =6)| + [|(=3,2, —4)]| (870)
= V6 + V41 + V29 ~ 14,23 (871)
c¢) El drea del tridngulo es
1 1 V165
A= 3 lv x w|| = 3 1(8,10,-1)|| = — = 6,42 (872)

d) La altura sobre AC' es la componente ortogonal de la proyeccién de AB sobre AC, es decir,

h=AB — Proyﬁﬁ (873)
=v— v_u;w (874)
[[w]
9 59 50 28
e) Para el coseno del dngulo se utiliza la férmula del producto punto
5 BA-BC  (-1,1,2)-(-3,2,-4) 3 0.2 76)
cos B = = - _ ~ 0,
|54] =< VoV Vi
1 0 -1
Problema 99. Sea A = 2 -1 2 y sea W = {x €eR3: Az = 0}
-1 1 -3

a) Determine B, B; bases ortonormales de W y W+ respectivamente
Se reduce A por Gauss-Jordan

1 0 -1 1 0 -1
2 -1 2 — | 0 1 —4 (877)
-1 1 -3 00 0
Luego el sistema homogéneo asociado es
—2=0
T (878)
y—4z=0
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7 Ortogonalidad y Proyecciones en R™

es decir
r=2z
879
{y L (579)
o bien
(z,y,2) = (2,42,2) = 2(1,4,1) (880)

por lo que una base de W es By = {(1,4,1)}
Para una base para W+ si (z,y,2) € W entonces

r+4y+2=0 (882)
o bien
z=—x—4y (883)
por lo que
(x,y,2) = (x,y, —x — 4y) = =(1,0,—-1) + y(0, 1, —4) (884)

por lo que By = {(1,0,-1),(0,1,—4)}
b) Encuentre dos vectores a € Wy b € Wtal que a +b = (2,-2,1)
De la teoria hay que tomar

(2,-2,1)-(1,4,1)

a = Proyy, (2,-2,1) = —(1,4,1) (885)
(1,4, 1)]
es decir,
5
=—-——(1,4,1
a=—2(1,4,1) (356)
por lo que
5 41 8 23
b=(2,-2,1)—a=(2,-2,1 —(L4,1)=(=,—=, = 887
221 -a= 221+ 0,40 = (5.5, %) (587)
c) Encuentre la distancia de (2,-2,1) a W+
En este caso como la componente ortogonal de (2, —2,1) sobre W+ es a, se tiene que
5v2
distancia = ||a|| = T\/_ ~ 1,17 (888)

Problema 100. Considere las rectas li,l> donde ly(z,y,2z) = (=2t + 1,1 —¢,3t) y Iz :
r—5b=—-6+y=-3—=z2

a) Determine si las rectas anteriores se intersecan
La ecuacién de la recta ls es
x—5 y—6 z—(-3)

T =TT T T3 (889)

por lo que un punto sobre la recta es (5,6, —3) y la direccién (1,1, —1). En forma vectorial seria
(z,y,2) = (5,6,—3) + s(1,1,—1). Para determinar la interseccién, hay que resolver el sistema

—2t+1=5+s
1—-t=6+s (890)
dt=-3—s5s
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sumando las dos tltimas ecuaciones se tiene que 2t = 2 o bien t = 1. Sustituyendo en la segunda
ecuacion se tiene que s = —6. Luego la interseccién de las rectas es el punto (—1,0, 3)
c) Encuentre una ecuacién vectorial del plano 73 que contiene a las rectas [y, [s
Aqui se puede tomar el punto de interseccién y las dos direcciones de las rectas

o (z,y,2) = (—1,0,3) + (1,1, -1) + s(—2,-1,3) (891)

d) Determine una ecuacién normal del plano w2
Para el vector normal se puede tomar

n=(-2,-1,3) x(1,1,-1) = (-2,1,-1) (892)
y como punto se tomar (—1,0,3) y la ecuacién serfa
($,y72)(*2,1,*1): (7271571)(717053) (893)

—2r4+y—z=-1 (894)

z w

Problema 101. Considere el conjunto W C M (2,2) definido por W = {A = ( £y ) A= AT}

a) Pruebe que W es un subespacio vectorial de M(2,2)
Observe que si A, B € W entonces A = AT B=DBTy

(A+tB)" = AT +tBT = A+tB (895)

es decir, (A +tB) € W por lo que es un subespacio vectorial.
b) Determine una base B para W

SiAeW
(12)-(5 0)e
Yy ow
por lo que y = z, es decir,

z y\ _(x y\ _ 1 0 0 1 0 0
(z w)_(y w)_x(() 0)+y(10 te 0 1 (897)
por lo que una base para W estd formada por las matrices A; = (

(o1)

O =
o O
N~
s
(V)

I
7 N
=)
O =
~~_
I
w

I

c) Calcule las coordenadas de u = ( 33 ;3 > en la base B de W
Claramente
u = A1 — 3142 + 3143 (898)
por lo que
1
[up=1{ -3 (899)
3
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Problema 102. En R? considere los planos w; :x —y+32=0y wy:x+2=0

a) Determine la interseccién entre el plano w; y el plano ws
Para la interseccién hay que resolver el sistema

{zy+320 (900)

r+2=0

que tiene por matriz

<} Bl i’) (901)

que tiene por matriz escalonada reducida

(01 %) (02

{x - F (903)

y =2z

es decir

o bien
(Z',y,Z):(*2,22,2):2(*1,2,1> (904)

por lo que la interseccion es la recta

b) Encuentre la dimensién de la interseccién
Claramente la interseccién es 1 pues es una recta

7.7.3. Reposicion Il Segundo Examen Parcial | 2012

Problema 103. Considere el paralelogramo de lados A = (2,1,2) B = (3,4,5) C =
(7,3,4) D =(6,0,1) tal como se indica en la siguiente figura

Figura 45: ejercicio paralelogramo

= Determine el area del paralogramo
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Observe que

AB=B - A=(1,3,3) AD=D-A=(4,-1,-1) (906)

por lo que el area seria

_13V2

1 1
frea = H@ x ﬁ” = 510,13, -13) = =

(907)

= Determine el perimetro del paralelogramo

El perimetro es la suma de los lados del paralelogramo, es decir,
perimetro = 2 HEH +2 HEH —2V10+ 2V/10 2 15 (908)

= Determine el punto donde se intersecan las diagonales del paralelogramo

Observe primero que

AC=C—-A=(522) BD=D-B=(3,—4,-4) (909)
luego las ecuaciones de las diagonales son
dy : (2,y,2) = A+ tAC = (2 +5t,1 4 26,2 + 21) (910)
dg:(x,y,z):B+s§ﬁ:(3+3s,4—4s,5—4s) (911)
la interseccién de ambas rectas se halla resolviendo el sistema
24+5t=3+3s
142t =4—4s (912)
242t=5—14s
que tiene por matriz aumentada
5 =3 |1
2 4 |3 (913)
2 4 3
haciendo Gauss Jordan se llega a
12 ]1/2
0 1]1/2 (914)
0 0 0

es decir t = s = % por lo que el punto donde se intersecan es (%, 2, 3)

= Determine el angulo en el vértice A

El angulo viene dado por la férmula del producto punto

ABAD 2
|aB)||aB| 10

cos A = (915)

por lo que
A =90,6° (916)

154



7 Ortogonalidad y Proyecciones en R™

Problema 104. Considere el plano 7 con ecuaciéon normal x — 5y + 3z =0
= Demuestre que los puntos P = (1,2,0) y @ = (—1,0,5) no pertenecen al plano (6
pts)

P no pertenece al plano pues 1 —5-2+4+3-0 = —9 # 0 y @ no pertenece al plano pues
—1—-5-0+3-5=14 5 0, es decir, no satisfacen la ecuaciéon normal del plano

= Halle la ecuacién vectorial de una recta [ que pasa por Py Q)

Como vector director se toma 1@ =Q—-P=(-2,-2,-5) y como punto P
I (2,y,2) = P+tPQ = (1— 26,2 2t, —5t) (917)

= Determine la interseccion de la recta anterior ! con el plano 7

Si (z,y,2) es el punto de interseccién cumple la ecuacién del plano y de la recta a la vez. Es
decir (x,y,z) = (1 — 2t,2 — 2t, —5t) por estar en la recta yx — 5y + 3z = 0 por estar en el plano.
Luego

1-2t—-5(2—-2t)4+3(-5t)=0 (918)

o bien 9
t= —= (919)
por lo que

25 32 45
) (920)

(J:,y,z) = (7; 7; 7

= Halle la ecuacion normal del plano w que contiene la recta [ y es perpendicular
al plano 7

Como w debe ser perpendicular a 7, su vector normal n debe ser perpendicular al vector nor-
mal de 7, es decir, n debe ser perpendicular a (1, —5,3). Como w debe contener [, n debe ser

perpendicular al vector director de [,es decir a ]ﬁ, luego
n=(-2,-2,-5)x(1,-5,3) = (-31,1,12) (921)
y como punto para w se puede tomar P. Finalmente, la ecuacién normal es

n-(x,y,2)=P-n (922)

—3lz+y+ 12z =-27 (923)
= Determine la distancia del punto P al plano 7

La férmula de la distancia es

(P—R) -u

2
[l

d(P,w):‘

ProyuﬁH =

u| (924)

donde R es cualquier punto en 7 y u el vector normal de 7.
Se puede tomar R = (0,0,0) y u = (1, -5, 3). Luego

d(P,r) = H;—gu (925)

9
V35
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Problema 105. Considere el subconjunto W de M (2,2, R) definido por
w=la=(%")a=dqd p=— (926)
= =\ . 4 )9= =—c
= Demuestre que W es un subespacio M (2,2,R)

Primero observe que W no es vacio pues ( 8 8 ) € W. Luego, si A, B € W entonces

A(iZ) B(Si) (927)

con
a=d b=-—c (928)
e=h f=-—g (929)

por lo que

[ a b e f\_[a+te b+tf
A+tB_(c d)+t(g h)_(c+tg d+th) (930)
y

a+te=d+th (931)
b+tf=—c—tg=—(c+tg) (932)

por lo que A +tB € W, es decir, es un subespacio

= Calcule una base B para W

SiA= ( CCL Z ) estd en W entonces

a=d b=—c (933)
() ()

A1<(1)(1)> A2<(1)_01) (935)

forman una base para W pues claramente son linealmente independientes y por lo anterior
generan W.

luego

Luego

= ;Cuanto es la dimensién de W?

Es 2 pues la base esta formada por dos vectores

1

= Calcule el vector de coordenadas de A = ( 5

) con respecto a la base B
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Claramente
A=1A; — 54, (936)

por lo que

A= L) (937)

Problema 106. Considere la matriz

10 —2
A= 2 5 -2 (938)
05 2

= Determine una base para el espacio de filas de A, F4

Se reduce A por Gauss Jordan (no es indispensable llegar a la forma escalonada reducida, sim-
plemente a una matriz cuyo rango no vaya a disminuir mas) y se llega a

1 0 -2
05 2 (939)
0 0 O
Luego una base para F4 es
U1 = (17 0, _2) U2 = (Oa 5, 2) (940)

= Determine una base para el complemento ortogonal (FA)J‘ de F4

Si (x,y,2) € F3 entonces (z,y,2)-v1 =0y (z,y,2) - va = 0 por lo que

{x - 2’22 (941)
y =

gZ

(2,9, 2) = (2,2, —gzz) . (2, —; 1) (942)

por lo que una base para el complemento ortogonal es

vy = (2, _g, 1) (943)

= Construya una base ortonormal para F4

y de esta forma

Se utiliza Gramm-Schmidt

U1 1 2 >
up = = —=,0, = (944)
lvs ] (Vﬁ A
~P
g = 2 1w V2 (945)

va—Proyulng
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€omo A L s
Proy,, vz = (v2 - u1) u1 = —%ul = (—5,0, 5) (946)
Y 4 2
w = E28) ( L ) (947)
% V645 /645 /645
= Determine la proyeccién ortogonal de u = (1,1,1) sobre F4
Se toma
Proyp,u = (u-u1) ur + (u - uz) uz (948)
1 31 1 2 124 775 62
_ L _ (1,2 1228 15 62 949
NN rhe < 5’ ’5) + <645’645’645> (649)
1 155 64
= <591—291—29> (950)
= Halleac Fyybe (Fs)" tal que u=a+b
Se toma 1 155 64
a:ProyFAu: <1—29,1—29,1—29> (951)
130 26 65
b=u—a=| "5 Toa 2
uoa (129’ 129’ 129) (952)

7.7.4. Examen 2 |l Ciclo 2012

Problema 107. Determine si los siguientes conjuntos son subespacios o no

a) U={Ae€ M(2,R): A es invertible}: No es un subespacio ya que la matriz nula no es
invertible

b) U = {(z,y,2) € R3: 2 + 2y = 2}: S{ es un subespacio. Una forma de ver la condicién es
x4 2y — 2z = 0 lo cual es un plano que pasa por el origen por lo que el cero esta en el subconjunto.
Luego si u = (z,y,2) y v = (a,b, c) estdn en U entonces

r+2y—2=0 a+2b—c=0 (953)

y de esta forma
u+tv=(z+at,y+tb, z+tc) (954)

y se verifica que
r+at+2y+th)—(z+tc)=(r+2y—2)+tla+2b—c)=0 (955)

lo cual significa que u+tv € S
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1 1 0 1
Problema 108. Considere la matriz A = -2 2 -1
1 0 -1 3

a) Halle una base para F4
Se reduce A por Gauss Jordan y se llega a la matriz

0 1
0 0 (956)
1 -2

OO =
o~ O

por lo que una base serfa u = (1,0,0,1) v = (0,1,0,0) w = (0,0,1, —2)

b) Halle una base para Ny4

Se reduce nuevamente A por Gauss Jordan y en este caso se resuelve el sistema homogéneo
asociado

r+w=0
y=0 (957)
z—2w=0

por lo que (z,y, z,w) = (—w, 0, 2w, w) = w(—1,0,2,1) y de esta forma r = (—1,0,2,1) serfa una
base para N4
c) Demuestre que (Fa)" = Ny

Como r-u = r-v = r-w = 0 los subespacios son ortogonales y como dim F4+dim N4 = dim R*
entonces uno es el complemento ortogonal del otro.

Problema 109. Dados los hiperplanos U = {(z,y,z,w)/2x — 3y —z+ 5w =0} y V =
{(z,y,z,w)/x — 2y + 3w = 0}

a) Determine la interseccién U NV

Si un punto estd en la interseccion cumple ambas ecuaciones es decir, hay que resolver el

sistema homogéneo
2 -3 -1 5
( 1 -2 0 3 ) (958)

(b020) o

y se llega a

y el sistema homogéneo es

-2 =0
{x Z+w (960)
y—z—w=20
por lo que
(z,y,z,w) = (22 —w,z+w, z,w) = 2(2,1,1,0) + w(—1,1,0,1) (961)
y de esta forma
Uunv=cCl{(21,1,0),(-1,1,0,1)} (962)

b) Calcule una base ortonormal de (U N V)J‘ sabiendo que B = {(1,0,-2,1),(0,1,-1,-1)}
es una base de (UNV)™"
Se usa Gram-Schmidt para uq = (1,0, —2,1) uz = (0,1,—1,—1)

1,0,-2,1 1 2 1
w1 = t = ( 70, : ) = <_507__5_> (963)
[ | V6 6 6’ V6
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U — Proy,, Uz

wy = (964)
[z = proy.,, us|
COMO Proy,, uz = (uz - wi) wy = %wl = (%,0, f%, %) y luego
(~1,1,-4 -1) 1
6> " 6° 6
w2 = = (717 65 745 77) (965)
102
I V102
vy w1, we seria la base ortonormal.
¢) Calcule la distancia de (2,—1,1,0) al subespacio (U N V)"
Siu = (2,-1,1,0) primero se calcula proy ;;nyyru = (u-wi)wr + (u - wz)ws es decir
12 2
PrO¥ ()=t = ~ e = Ty (=1,6,—4,-7) (966)
Luego la distancia es
1 v 1326
d= Hu—proy(Umv)LuH - Hﬁ (32,5,9,14)H —— =214 (967)
Problema 110. Considere las siguientes rectas
r—2 -5
b :yT:uz (968)
la: (x,y,2)=(4—4t,5+4t,—2+1) (969)
a) Muestre que las dos rectas no se intersecan
La primera recta estd en forma simétrica y como ””—52 = ¥3 = Z:11 un punto sobre la recta

2
serfa P = (2,5,1) y un vector sobre la recta es u = (3,2, —1). Un punto sobre la segunda recta
es @ = (4,5, —2) y un vector sobre la recta es v = (—4,4,1). Luego como el sistema

24+3s=4—-4t
5+2s=5+4t (970)
1l—s=-2+t
es inconsistente entonces las rectas no se intersecan (es facil ver la inconsistencia porque la
segunda ecuacion dice que s = 2t y luego la primera ecuacién dirfa que t = % y la tercera
ecuacién dice que t = 1).
b) Encuentre dos planos paralelos P;, P, tales que I; C P, o C Py

Se pueden dar en forma vectorial o normal. Para la normal se toma n = u x v = (6,1,20) y
como puntos se toman los encontrados antes

Pi: 6z 4y+20z=37 (971)

Py 6z +y+20z=-11 (972)
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c) Encuentre la distancia entre [; y Io
Del dibujo es claro que se tiene que

d:‘

proyn@H (973)

Como 1@ =Q—-P=(2,0,-3)y proynPﬁ HnHQ TS ff‘%n por lo que

48\/437

~ 229 (974)

B H 437" H 437

Problema 111. Considere el subespacio vectorial

S{(b“ 2):a,b€R} (975)

a) Justifique queB{< Bl (1)>,<(1) é)} es una base de S

SiA<_ba Z> A1<_01 (1)) AQ(O é)entonces

—a b 1 1
A:( ’ a):a( . (1))+b((1) O)ZaA1+bA2 (976)

por lo que cualquier matriz de S es combinacién lineal de Ay, As, es decir, esas matrices generan
el subespacio. Falta ver que son linealmente independientes.
Si

—_

aA1 +bA2 = ( 8 8 > (977)
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y es facil ver que a =0y b = 0 lo cual dice que son linealmente independientes.
-2

4 .
4 92 ) con respecto la base anterior

b) Encuentre las coordenadas de (

Es claro que

4 2

(72, (3) o™

7.7.5. Parte 2 Examen de Ampliacion | Ciclo 2012

( —2 4 ) =2A; + 44, (978)

y de esta forma

Problema 112. Considere el subconjunto S = {(z,y,2) € R? : y = 0}

a) Demuestre que S es un subespacio vectorial de R?

b) Encuentre una base para S y justifique que el conjunto que usted propone es
una base

a) Para que S es un subespacio vectorial observe primero que (0,0,0) € S. Luego, si u,v € S
entonces
u=(21,0,21) v=(22,0,22) (980)

u+tv = (21 + txe, 0, 21 + t29) (981)

por lo que claramente u + tv € S y de esta forma S es un subespacio vectorial.
b) Para hallar una base observe que si u € S entonces u = (z, 0, z) por lo que

(z,0,2) = x(1,0,0) + 2(0,0,1) (982)

y asi e1, e3 son generan S y como claramente son linealmente independientes son una base.

Problema 113. Sea S el subespacio de R* definido por S = C1{(1,0,—-1,2) (1,1,1,0)}
a) Encuentre una base ortonormal para S+
b) Sea u = (1,1,0,1). Calcule la proyeccién ortogonal de u sobre S+
c) Encuentre vectores s € St € S+ que cumplen v = s+t

Observe que si (z,v, z,,w) € S+ entonces
(Jﬁay, zZ,w) - (L 0,-1,2)=0 (xa Y, va) : (17 1,1,0)=0 (983)
es decir,

_ Qw =
{x z4+2w=0 (984)

z+y+2=0

y por Gauss-Jordan se debe resolver
1 0 -1 2
( 11 1 0 ) (985)
que tiene por matriz escalonada reducida

(015 %) (950
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es decir

T =z—2w (987)
y=—2z+4+2w

por lo que
(z,y,z,w) = (z — 2w, —2z 4+ 2w, z,w) = 2(1,-2,1,0) + w(—2,2,0,1) (988)

y asi una base para S+ es v; = (1,-2,1,0) vy = (—2,2,0,1). Como se busca una base ortonor-
mal se aplica Gram-Schmidt.

n 7(1,—2,1,0)7 L,i L
YTl T Ve <\/6’ \/6’\/6’0) (989)

V2 — Proy,, vz

Upg = ———— (990)
[v2 = proy,, va|
como 6
proy,, vz = (v - up)uy = —%ul =(-1,2,-1,0) (991)
por lo que
vg — proy,, vz = (—=2,2,0,1) — (-1,2,-1,0) = (-1,0,1,1) (992)
y luego

"y = (i 0 i,i) (993)

w

b) Observe que

1 12 1
= (u - . =——uy =(-=,2.-2.0 994
proygiu = (u-uq)ui + (u - ug)usg \/E_)'ul ( A > (994)
¢) Se toma
741
t = proygLu s=u—t= 6,6,6,1 (995)

Problema 114. Considere los planos ¢ —3y+24+6=0y -z +3y—2+1=0

a) ;Por qué los planos anteriores son paralelos?

Son paralelos porque el vector normal del primer plano es (1, —3,1) y el del segundo plano es
(—1,3,—1) los cuales son paralelos.

b) Encuentre la distancia que los separa

Se toma n = (1,—3,1) y un punto P sobre el primer plano es P = (0,0,—6) y un punto Q
sobre el segundo plano es (0,0, 1). Luego

d= ’ proynﬁH (996)
Como
PG=Q-P=(0,0,7) (997)
y
PQ - 7
proyn@ = 12”71 =—n (998)
[In]] 1
entonces . .
d= inll = 999
Ll = (999)
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8. Teoria de Transformaciones Lineales

8.1. Definicion y Caracteristicas de una Transformacién Lineal

Si A € M(m,n,R) es una matriz m X n y u,v € R" son dos vectores entonces se sabe que
Au € R™ y Av € R™ son otros dos vectores. Una propiedad que no ha sido enfatizada por su
naturalidad pero que ahora resultarad crucial es el hecho de la linealidad del producto, es decir,
si a es un escalar

A(u + av) = Au + aAv (1000)

De hecho a cada matriz A € M (m,n,R) se le puede asociar una funcién T4 : R" — R™ definida

por
Ta(u) = Au (1001)

por lo dicho antes, la funcién (transformacién) debe ser lineal, es decir,
Ta(u+ av) = Ta(u) + aTa(v) (1002)

Asi, a cada matriz se le puede asociar una transformacién lineal. La utilidad de esto es que el
concepto de una transformacién lineal es el que se utiliza para definir matrices entre espacios
vectoriales que no son necesariamente R™ (por ejemplo, el espacio vectorial de funciones reales).

Definicién 115. Sean V' y W espacios vectoriales reales, una transformacion lineal ¢.
(o aplicacién lineal u operador lineal) entre V y W es una funcién 7' : V — W tal
que para cualesquiera vectores u,v € V y para cualquier escalar a se tiene

T(u+av) =T(u)+ aT(v) (1003)

Se denota el conjunto de transformaciones lineales entre V' y W como L(V,W) y si
V =W se denota L(V).

Ejemplo 116. Considere T : R® — R? dada por T'(x,y,2) = (z — 3y,y + 5z). Para ver que T
es una transformacién lineal, sea u = (z,y,2) y v = (2/, ¢/, 2’). Entonces

Tu+tv) =T((x,y,2) +t@',y,2") =T(x +tx',y +ty, 2 + t2') (1004)

= (z+ta’ =3(y+ty), y +ty' +5(z + 1)) = (v =3y, y +52) +t(z’ = 3y, 4/ +52') = T'(u) +1T'(v)
(1005)

y por ende cumple la condicién para ser una transformacion lineal.

Otra transformacion lineal es la transformacién identidad I : R® — R™ de un espacio en
s{ mismo que se define segin

I(v) =w (1006)

En este caso es trivial verificar que la identidad es una transformacion lineal y como se vera
en muchos sentidos es el andlogo a la matriz identidad para transformaciones.
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Una de las ventajas de una transformacion lineal es que su valor sobre cualquier vector
esta fijado una vez que se conoce su valor sobre alguna base:

Para ver esto suponga que T : V. — W es una transformacién lineal y que {vy,---,v,} es
una base para V. Si v € V entonces

vV =cCv] + -+ Cpin (1007)

T(v) =T(crv1 + - + cpvp) (1008)

luego como T es una transformacion lineal se tiene
Tw)=T(crv1) + -+ T(cpvn) = 1T (v1) + -+ T (vp) (1009)

Es decir, es suficiente definir una transformacién lineal sobre alguna base del espacio
vectorial para conocer el valor de la transformacién lineal sobre cualquier vector.
También toda transformacién lineal envia el vector nulo en el vector nulo. Esto
ocurre ya que
T(0,) = T(00,) = 0T(0,) = Oy (1010)

Por ejemplo, suponga que T : R3 — R? es una transformacién lineal. Por lo anterior basta
definir T sobre alguna base de R3, por ejemplo, la base canénica {e1, ea,e3}. Se define

T'(e1) = (2,0) (1011)
T(e2) = (0,5) (1012)
T(es) = (3,1) (1013)
Asi, siv = (2,9, 2)
g v = xey + yes + zes (1014)

por lo que

T(x,y,z)=T(v) = 2T (e1)+yT (e2)+2T(e3) = x(2,0)+y(0,5)+2(3,1) = (22432, 5y+2) (1015)

8.2. Representacion de una Transformacion Lineal por una Matriz

De ahora en adelante se considerardn transformaciones lineales entre los espacios R™. Por
ejemplo, si T : R” — R™ es una transformacion lineal y By = {v1,--+ ,v,} es una base de R"
y Bo = {u1, -+ ,un,} es una base de R™ se construird una matriz que representard la accién de
la transformacion lineal T' sobre cualquier vector.

Para hacer esto, se sigue con la idea de la seccién anterior. Si v € R™ entonces

v=cClv1 + -+ Cpln (1016)

Tw)=c1T(v1)+ -+ cnT(vp) (1017)
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Ahora bien, cada T'(v;) es un vector en R™ por lo que puede escribirse como combinacién lineal
de la base By de la siguiente forma
T(v1) = aj1ug + az1tis + -+ + A1ty
T(v2) = ajaug + agatis + -+ - + G2ty
(1018)

T(vn) = a1pu1 + a2ptz + -+ + Gmnlm

esta notacién se justifica si se piensa en la representacién de coordenadas de los vectores, es decir,

a11 ai2 A1n
az21 a22 a2,
Tl =| . | Telg=| . | ~ Cedg=| . (1019)
am1 am?2 Qmn
Luego,
T(v)=c1T(vi) + -+ cnT(vn) (1020)

=c1 (a11u1 + ag1uz + -+ Gmitum) + - + ¢n (@1pu1 + a2pta + -+ Qi) (1021)
= (c1a11 + - - + cpa1n)ur + (c1a21 + - -+ + Cpaon)uz + - + (C1Gm1 + -+ F CpGmn) U (1022)

Esta expresion no es muy ttil, por lo que una forma mas facil de escribirla es a través del vector
de coordenadas, es decir,

1011 + -+ CrQip ai;  aiz - Qlp C1
C1a21 + -+ + Crlop az1 Qg2 - A2n C2

[T()]p, = : = . : (1023)
C1Gm1 + -+ CnQmn am1 Am?2 T Amn Cn

(1024)

Para recordar la formula anterior se define la representacion matricial de T en las bases
B1, B> como

a1l ai2 - Q1n
Bs 21 Q22 +t+ Q2n
115 = ([T, Tes, - Tl )= (1025)
am1 Am?2 e Amn
y asi se ha hallado de (1023) y (1025) que
[T ()], = [T15: ], (1026)

(cuando B = B; = By se denota la representacién matricial como [7] B)
Ahora bien, para hallar la representacién matricial de 7' hay que saber quienes son los [T'(v;)] g, -

Por ejemplo, si se considera la matriz A que tiene por columnas los vectores u; A = ( u1  us
entonces para hallar [T'(v1)] g, habria que considerar el sistema aumentado

(w1 wg - um | T(v1)) (1027)

166

U,



8 Teoria de Transformaciones Lineales

y este tiene solucién tnica al ser los coeficientes de la descomposicion de un vector con respecto
a una base, por lo que al realizar el método de Gauss Jordan el sistema aumentado cambia segin

( uy U - Um | T(’Ul) ) — ( €1 € - Em | [T(’Ul)]32 ) (1028)

Como el razonamiento es completamente general se ha hallado el siguiente resultado

Teorema 117. Algoritmo para encontrar la representacion de una transformacion
lineal

Suponga que T : R" — R™ es una transformacion lineal y By = {v1, - ,v,} es una
base de R" y By = {u1, - ,um} es una base de R™. Para hallar la representacion
matricial de T [T]gf en las bases By, B> se construye el sistema aumentado

(ur uz oty | T(v1) T(v2) -+ T(vn)) (1029)

y se aplica el método de Gauss Jordan hasta obtener

(er e2 - em | [Tw)lp [T, -+ [T(va)ls, ) (1030)
luego
T3 = ( [T(w)l, [T@)lg, - [T(wn)ls,) (1031)
)
[7(0)5, = [T]5: [v]5, (1032)
Definicién 118. Si B; = {v1, -+ ,v,} es una base de R" y By = {u1, - ,u,} es otra base

de R” la matriz de cambio de base es la representacién matricial de la transformacién
identidad en tales bases, es decir, [I}gf. Tal matriz cumple que

[]5, = ()] 5, = 5 [v] 5, (1033)

es decir

[, = 115 [v] g, (1034)

Problema 119. problema 2 tercer examen parcial reposicion I ciclo 2011

Considere la base B = {(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)} de R? y sea T : R® — R? un operador
lineal tal que

0 0 —1
Ty,=| -1 0 —1 (1035)
2 1 3

a) Calcule [I ]g ; siendo C la base canénica de R?
Usando la notaciéon anterior definimos

1 1 1
v = 0 Vo = 1 V3 = 1 (1036)
1 0 1
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1 0 0
Uy =€ = 0 Ug = €9 = 1 uz = €3 = 0 (1037)
0 0 1
I(v1) =un I(va) = v, I(vs3) = v3 (1038)
Segun el algoritmo hay que considerar el sistema aumentado
1001 11
( Uy U U3 | I(’Ul) I(UQ) I(’Ug) ) = 0 1 0 0 1 1 (1039)
0 011 01

y aplicar Gauss Jordan hasta que el lado izquierdo esté en su forma escalonada reducida. Sin
embargo, en este caso ya se encuentra de entrada en tal forma por lo que el lado derecho de la
matriz aumentada es la matriz de cambio de base buscada, es decir,

111
mS={0 11 (1040)
10 1

b) Determine T'(z,y, z)
Sea v = (x,y, z). Por lo visto anteriormente con B = By = By

B
[T()lg =[Tlgv)p (1041)
Y c
e =I5 [vlg (1042)
luego
-1
c
s = (115)  Ple (1043)
un sencillo calculo muestra que
) 1 -1 0
C
([I]B) -1 0o —1 (1044)
-1 1 1
y de esta forma
1 -1 0 T r—vy
[v]p = 1 0 -1 y | = r—z (1045)
-1 1 1 z —r+y+z

Otra forma para hallar [v] 5 es formar el sistema

111 |z
01 1y (1046)
1 01| ¢z
y hacer Gauss Jordan hasta llegar a
1 0 0 T—y
010 T —z (1047)
0 01| —-x4+y+=z
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por lo que
r—y
[v]p = rT—=z
—r+y+z
Asi
5 0 0 -1 T—y
T)g=[Tlgllzg=| -1 0 -1 x—z
2 1 3 —r+y+z
o bien
T—yY—2
[T()]p = —z
Y+ 2z

como esto ultimo es el vector de cordenadas en la base B se tiene

T(%,y, Z) = ($ - Y- Z)vl — 2U9 + (y + 22’)’03

1 1 1 x
=(x-—y—2)l 0 |-z 1 |+@w+22)| 1 |=| y—=
1 0 1 T+ z

(1048)

(1049)

(1050)

(1051)

(1052)

Problema 120. problema 2 tercer examen parcial III ciclo 2010

Sea B; = {(1,0,1,1),(0,1,1,0),(0,0,1,1),(0,1,0,1)} una base de R* y By = {(1,1,1),(1,0,1), (0,1,1)}

una base de R?. Considere la transformacién lineal 7 : R* — R? tal que 7(1,0,1,1) =

(1,2,3);7(0,1,1,0) = (0,1,1); 7(0,0,1,1) = (0,2,2); T'(0,1,0,1) = (2,4,6)

a) Determine [T gf

Se define
1 0 0 0
0 1 0 1
U1 = 1 , V2 = 1 , U3 = 1 , V4 = 0
1 0 1 1
1 0 0
T('Ul) = 2 7T('U2) = 1 5 T(UB) = 2 P T(U4) =
3 1 2
1 1 0
Uy = 1 , Ug = 0 , Uz = 1
1 1 1

Nuevamente por el algoritmo se considera

(w1 we us | T(vr) T(va) T(vs) T(vs) )

1101 0 0 2
= 1 0112 1 2 4
11 1,3 1 2 6
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y se reduce el sistema por Gauss Jordan para obtener

10010 0 0O
— 1 01 0|1 0 0 2 (1058)
0012 1 2 4
y de esto se concluye que
0 0 0O
=10 0 2 (1059)
2 1 2 4

b) Utilice la parte a) para determinar la férmula general de la transformacién dada
por T'(z1, 22,73, 24)
Nuevamente se usa que

B
[T ()], = [T15] [v]5, (1060)
Para calcular [v] 5 considere el sistema

1 0 0 0| a1
0 1 0 1 xTo
1 1 1 0| x3 (1061)
1 01 1| x4
haciendo Gauss Jordan se llega a
1 0 0 0 T
0100 Latta—ty
00 1 0 *2I1*I§+13+I4 (1062)
0 0 0 1 75”2_{3'”4
y de esta forma
1
To+T3—Tyg
[U]Bl = 72I17I§+13+I4 (1063)
I2*9623+14
2
y luego
T
5, 0 0 0O TotTs—z4
[T(U)]BZ = [T]Bl [U]Bl = 100 2 72x17x§+13+x4 (1064)
2 1 2 4 m_zzs_,_m
0
=| z1+z2—23+24 (1065)
%ZEQ — X3+ 51‘4
Finalmente,
3 1 5
T(.Tl, $2,.T3,.T4) = Ouy + ($1 + o —x3 + .T4)U2 + 51‘2 — 5,%3 + 5,%4 us (1066)
1 3 1 5 0 T1+ T2 —x3 + x4
= (:L'l +x9 —x3 + 564) 0 + | =22 — =23+ =24 1 = %l‘g — %wg + gl'4
1 2 2 2 1 5 3 7
T1+ 5T2 — 53 + 54
67)
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8.3. Composicion de Transformaciones Lineales

Dado que las transformaciones lineales son funciones, es posible tomar la composicién de
transformaciones lineales. Por ejemplo, si U, V, W son espacios vectoriales y S € L(U,V), T €
L(V,W)

S T
u —-V —=w (1068)
se define la composicion de transformaciones lineales T o S : U — W segtn
(ToS)(uw)=T(S(u)), Vu e U (1069)
Algunas propiedades de la composicién de transformaciones lineales son

= Si S y T son transformaciones lineales entonces T o S es una transformacién lineal.

= Si By = {u1, - ,u;} es una base de U, By = {v1, -+ ,u} es una base de V y B3 =
{wi,- -+ ,wy} es una base de W entonces

[T 0 S)5:= [T15; 115 (1070)

= Enelcasoenque U =V =W yT =5 =1y By = Bs se concluye de lo anterior que

By -1 B,
(In5) =z (1071)
= SiT:V — W y Bi, Bz son bases de V y B, B4 son bases de W entonces
B B B> By
[T]Bf§ = [LL‘]B: [T]Bl [Iv]Bg (1072)

en el caso en que V =W, By = By,Bs = By lo anterior dice que

-1
B B B4 B:
[T15, = U5 [T, 15, = 1152 [T, (1115) (1073)
lo cual motiva la siguiente definicién.
Definicién 121. Dos matrices A, B son similares si existe una matriz P invertible tal que

A=PBpP! (1074)

El resultado anterior establece basicamente que si una transformacion lineal T se repre-
senta por matrices A, B en bases distintas (B = T, A= [T],) entonces las matrices

son similares (P = [[]g?)

Las féormulas anteriores son especialmente ttiles cuando se quiere pasar de una representaciéon
matricial de una transformacién lineal a otra representacion matricial.

Por ejemplo, suponga que Bi, B3 son bases de R?, Bo, By son bases de R? y T': R? — R? es
una transformacién lineal cuya representacion matricial en By, Bo es

[1)5; = < sy > (1075)
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y se conoce que

3 0
Ngi=| 0 3 9 (1076)
-1 2 1

By 1 6
U], = < 1 9 > (1077)
Si se pide hallar [T]g; se compone con la identidad por la derecha de la siguiente forma
1 3 0
B2 By B By 1 0 3 o -2 9 3
(Tl = [T oIl = [T g, = ( 5 1 9 ) 491 g ? = ( 5 99 11 ) (1078)

En cambio, si se pidiera [T] g;‘ se compone con la identidad por la izquierda de la siguiente forma
B By B Bs 1 6 1 0 3 31 6 15
[T]B;1 = [IOT]31 = [I]B;1 [T]Bl = ( —1 2 ) ( 5 1 2 ) = ( 9 2 -1 ) (1079)

8.4. Inyectividad y Sobreyectividad

Como una transformacién lineal es una funcién es posible definir el concepto de inyectividad,
sobreyectividad y biyectividad de una transformacién lineal de la misma forma en que se define
para una funcion.

8.4.1. Inyectividad y Nucleo de una Transformacion Lineal

Si U y V son espacios vectoriales y T': U — V es una transformacion lineal se dice que T es
inyectiva si
T(u) =T(v) — u=v (1080)

Por ejemplo, si L : R? — R? es una transformacién lineal definida segtin
L(z,y) = (x +y,z —y) (1081)
Para determinar si L es inyectiva suponga que
L(u) = L(v) (1082)
donde u = (uy,uz2) y v = (v1,v2) entonces
(u1 + ug,us —u2) = (v1 + vo,v1 — v2) (1083)
y se tiene el sistema

(1084)

’U,1+’U,2:’U1+’L)2
Uy — U2 = V1 — V2

y sumando ambas ecuaciones se tiene que 2u; = 2v1 0 bien u; = us. Si se restan las ecuaciones
se llegan analégamente a us = va, es decir, u = v.

Como el proceso de determinar si una transformacién lineal es inyectiva o no puede volverse
muy largo usando la definicion de inyectividad, se buscara dar una condicién equivalente. Suponga
que

T(u) =T(v) (1085)
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como la transformacion es lineal entonces
T(u—v)=0=T(0) (1086)

y suponiendo que T es inyectiva se tiene que u—wv = 0. Si se define w = u—wv entonces lo anterior
puede escribirse como

T(w)=0—w=0 (1087)

Para aclarar mejor esta situacién se define:

Definicion 122. Si 7 : U — V es una transformacion lineal se define el ntcleo de la
transformacién T'como el conjunto

Nuc(T) ={ue U |T(u) =0} (1088)

Teorema 123. St T : U — V es una transformacion lineal entonces
1) Nuc(T) es un subespacio de U
2) T es inyectiva si y solo si Nuc(T) = {0}

Demostracion. 1) Para ver que Nuc(T) es un subespacio de U hay que mostrar dos cosas.

Primero, Nuc(T') debe ser no vacio. Esto es cierto puesto que 0 € Nuc(T))

Segundo, suponga que u,v € Nuc(T) y a es un escalar: hay que mostrar que (u+av) € Nuc(T).
Esto se sigue facilmente de la linealidad de T" ya que T'(u + av) = T(u) + aT'(v) = 0+ a0 = 0.
De esta forma Nuc(7') es un subespacio.

2) Suponga que T es inyectiva y que u € Nuc(T). Entonces T'(u) = 0 = T(0) y como T es
inyectiva debe tenerse que u = 0, es decir Nuc(T') = {0}

Ahora suponga que Nuc(T) = {0} y que T'(u) = T(v). Al igual que la discusién de antes se
tiene T'(u — v) = 0, es decir, (u — v) € Nuc(T') y como Nuc(T') = {0} entonces u — v = 0 o bien
u = v. Esto ultimo muestra la inyectividad. [l

8.4.2. Sobreyectividad e Imagen de una Transformacion Lineal

Si U y V son espacios vectoriales y T : U — V es una transformacién lineal se dice que T’
es sobreyectiva si todo vector v € V tiene alguna preimagen, es decir, para cualquier v € V
existe al menos un vector v € U tal que

T(u)=wv (1089)

Por ejemplo, defina T : R? — R? segtin
T(v,y,2) = (z,y) (1090)

Para mostrar que T es sobreyectiva sea v = (v1,v2) € R2. Hay que encontrar u € R3 tal que
T(u) = v. Claramente u = (v1, v2,0) es un candidato como también podria serlo u = (v1,v2,1)
pero basta con encontrar uno por lo que T es sobreyectiva.

El analogo del niicleo para determinar la sobreyectividad es la imagen de una transformaciéon
lineal.
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Definicién 124. Si T : U — V es una transformacién lineal se define la imagen de la

transformacion 7' como
Img(T)={v=T(u) |ueU} (1091)

Teorema 125. St T : U — V es una transformacion lineal entonces
1) Img(T) es un subespacio de V
2) T es sobreyectiva si y solo si V = Img(T)

Demostracién. 1) Como T'(0) = 0 entonces Img(T) no es vacio pues 0 € I'mg(T'). Ahora suponga
que v1,v2 € Img(T), es decir, existen uy,us € U tal que v1 = T(u1),v2 = T(uz). Observe que
por la linealidad de T v1 4+ ave = T'(u1 + aus) por lo que (v + ave) € Img(T) por lo que es un
subespacio

2) Suponga primero que T es sobreyectiva y que v € V. Por la sobreyectividad existe u € U
tal que v = T'(u), es decir, v € Img(T) y por lo tanto Img(T) =V

Ahora suponga que Img(T) = V' y que v € V. Por lo supuesto v € Img(T) y entonces existe
u € U tal que v = T'(u) y esto es precisamente la condicién de ser sobreyectiva. [l

Problema 126. problema 2 tercer examen parcial reposicion Il ciclo 2007

Sea T : R® — R3 una transformacién lineal tal que T'(1,1,1) = (3, —1,4), T(1,1,0) = (3,1,2)
y T(1,0,0) = (1,0,1)
a) Determine T'(z,y, z) para cualquier (z,y, 2)

1 1 1 x
Sea vy = 1 | ,v = 1 |,v3 = 0 |,siv = Y para encontrar T'(v) basta
1 0 0 z

encontrar v como combinacién lineal de esa base, es decir, v = ¢qv1 + covs + c3v3. Si B es la base
B = {v1,v2,v3} lo anterior es equivalente a encontrar [v], .Una propiedad muy til es que si C

es la base candnica entonces v = [v], y por ende se puede usar que [v]; = [I]g [v]o = ([I](E’;) T

. Es decir, dado que

1 11
mS=(110 (1092)
1 0 0
y
111\ 0 0 1
110 -0 1 -1 (1093)
1 0 0 1 -1 0
entonces
c1 0 O 1 T z
2 =10 1 -1 y | =| y—=2 (1094)
c3 1 -1 0 z T —y
Luego
1 1 1
v=cv1+evatceguz=z| 1 |+@w—2)| 1 |+(x—-y)| O (1095)
1 0 0
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Otra opcién para encontrar [v] 5 es resolver el sistema aumentado

1 1 1=
1 1 0|y (1096)
1 0 0| =
que da como resultado
1 0 0 z
01 0 ]|y—= (1097)
0 01 |z—y

y que son los mismo coeficientes ¢, ¢, c3 de antes. Asi

1 1 1
Tw)y=2T| 1 |+w=-2)T 1 |+@@-y)T| O (1098)
1 0 0
3 3 1 T+ 2y
=z -1 |+@y—2)1]|+@-y| 0 |= y—2z (1099)
4 2 1 T+y+2z
es decir
T T+ 2y
Tl v | = y—2z (1100)
z r+y+2z

b) Determine el nicleo de T
Si (z,y,2) € Nuc(T') entonces

T+ 2y 0
yo2 | = o (1101)
z+y+2z 0
es decir
1 2 0 T 0
01 -2 y | =120 (1102)
11 2 z 0

se aplica Gauss Jordan a la matriz anterior y se encuentra que su forma escalonada reducida es
1 0 4
01 -2 (1103)
0 0 O

Luego el sistema de ecuaciones puede escribirse como

{z =k (1104)

y =2z
por lo que

(z,y,2) = (—42,22,2) = z(—4,2,1) (1105)

Y de esto ultimo se sigue que
Nuc(T) = Cl{(—4,2,1)} (1106)
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¢) Determine una base Img(T)
Si (a,b,c¢) € Img(T) entonces existe (x,y,z) tal que T'(z,y,2) = (a,b,c) es decir, hay que
resolver el sistema

1 2 0 T a
01 -2 Y = b (1107)
1 1 2 z c

aplicando operaciones elementales al sistema aumentado se llega a

1 0 4 a—2b
01 —2 b (1108)
0 0 O c—a+b
y para que tenga solucién se ocupa que
c—a+b=0 (1109)
es decir
c=a—>b (1110)
y por lo tanto la imagen estd generada por
(a,b,¢) = (a,b,a — b) = a(1,0,1) 4+ b(0,1,—-1) (1111)
Img(T) :CZ{(I,O,I),(O,L*l)} (1112)

8.5. Teoremas de Dimensionalidad

Los siguientes teoremas facilitaran hacer célculos sobre el nicleo y la imagen de una transfor-
macién lineal T:V — W

Teorema 127. St T :V — W es una t.l
a) StV =Cl{vy, - ,um} entonces

Img(T) = Cl{T(v1), - ,T(vm)} (1113)
b) Si T es inyectiva y v1, - ,v, son lLi entonces T(v1), -+ ,T(vy) son Liy dimV =
dim(Img(T)).
El teorema significa que para hallar una base para la imagen de T se pueden escribir
los vectores T'(v1),--+ ,T(vm) como los vectores filas de una matriz y aplicar Gauss-
Jordan hasta llegar a la matriz escalonada reducida. Una vez llegada a la matriz
escalonada reducida, los vectores no nulos formarian una base para la imagen de T

Demostracion. a) Suponga que w € Img(T'). Entonces existe v € V tal que w = T'(v). Como
V = Cl{vy, -+ ,vn} entonces
v=-civ1 + -+ CcmUm (1114)

w=TwW)=T(civ1 + 4 cmvm) = 1T (v1) + -+ + e T () (1115)
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es decir, w € CI{T(v1), - ,T(vm)} por lo que se sigue (dada que la otra inclusién es trivial) que
Img(T) = Cl{T (v1),- -, T(vm)} (1116)

b) Suponga que T es inyectiva. Por un teorema anterior Nuc(7") = {0}. Suponga que

aT() 4+ +enT(vm) =0 (1117)
por la linealidad se tiene que
T(civr + -+ emvm) =0 (1118)
es decir, (c1v1 + + -+ + ¢mUm) € Nuc(T) y como Nuc(T') = {0} entonces
c1v1 + -+ Cpm =0 (1119)
y como los v1,--- , v, son [.z entonces
co=cpg=---=¢,p=0 (1120)
esto implica que T'(vy), - -+ , T (v, ) son l.i y como por a) se tiene que Img(T") = CI{T (v1), -+ ,T(vm)}
entonces T'(v1), -+, T (vm) son una base para la imagen por lo que m = dim V' = dim(Img(T"))
O

Ejemplo 128. Considere T : R? — R? definida segiin
T(LLO): (27051) T(Oa_lal): (07_171)5 T(laov_l): (47_173) (1121)

Para hallar una base de la imagen de la transformacién lineal se toma vy = (1,1,0) v =
(0,—1,1), w3 =(1,0,—1) . v1,v2,v3 son base puesto que el determinante de la matriz formado
por v1,v2,v3 es distinto de cero y el teorema anterior indica que una base de la imagen se halla
reduciendo la matriz cuyas filas son T'(vy), T (v2), T(vs3), es decir, considerando

2 0 1
0 -1 1 (1122)
4 -1 3

que tiene por matriz escalonada reducida
10 3
0 1 -1 (1123)
0 0 O

por lo que Img(T) = C1{(1,0,1),(0,1,-1)}

El teorema mas importante en lo que se refiere a la dimensionalidad del nicleo y la imagen de
T es el siguiente.

Teorema 129. Suponga que T : V — W es una t.l y V es un espacio vectorial de
dimension finita. Entonces

dim V' = dim(Nuc(T")) + dim(Img(7T)) (1124)

En el caso particular en que dimV =dimW =n se tiene que T' es inyectiva si y solo
st T es sobreyectiva.
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Demostracion. Se va a mostrar solo el caso particular. Primero que todo suponiendo la primera
parte del teorema se tiene que

dimV =n = dim(Nuc(7T)) + dim(Img(T")) (1125)
Suponga que T es inyectiva. Entonces Nuc(T") = {0} y por ende dim(Nuc(T")) = 0 y de esa forma
n = dim(Img(7T)) (1126)

pero dim W = n por lo que
dim W = dim(Img(7T)) (1127)

Ya sabfamos que Img(7T") es un subespacio de W y por lo anterior tienen la misma dimensién y
esto permite concluir que W = Img(T') y de esta forma T es sobreyectiva.
Suponga ahora que T es sobreyectiva, es decir, W = Img(T'). Luego

n = dim W = dim(Img(T)) (1128)
y sustituyendo en n = dim(Nuc(7")) + dim(Img(7T')) se sigue que
0 = dim(Nuc(T)) (1129)

Es decir, Nuc(T) = {0} por lo que T es inyectiva. O

8.6. Invertibilidad de una Transformacién Lineal

Recuérdese que una funcién era biyectiva cuando era inyectiva y sobreyectiva y en tal caso
existia una funcién inversa. Exactamente lo mismo ocurrira con las transformaciones lineales. Si
T:V — W es una t.l se dice que T es biyectiva si T es inyectiva y sobreyectiva..Por otro
lado T es invertible si existe una transformacién lineal T : W — V tal que T o T~ ! = Iy
yT loT =1Iy.

El siguiente resultado establece que ambas nociones son béasicamente equivalentes.

Teorema 130. Suponga que T :V — W es una t.l.
1) T es invertible si y solo si T es biyectiva
2) SidimV =dimW =n y B, es una base de V y By es una base de W entonces T

—1
es invertible si y solo si la matriz [T]gf lo es. En tal caso ([T]gf) = [T*1]§:

Problema 131. problema 8 tercer examen parcial II ciclo 2010

donde B = {(1,0,1),(~1,0,1),(0,—-1,1)}

—= N O

1 3
SeaT :R® — R3unat.ltalque[T]5 =] 1 0
0 1

es una base de R? y C es la base canénica de R3.
a) Compruebe T es invertible.
Por el teorema anterior es suficiente ver que det [T]g =# 0 pero esto es bastante claro por lo
que la transformacion es invertible.
b) Calcule T(x,y, z)
Sea v = (z,y, z) Observe que
[TWle = [T)5 ] (1130)
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y
B
[v]p = [Tl¢ [vle (1131)
1 -1 0
Ahora biensiu; = [ 0 | ,us = 0 ,ug = | —1 | para hallar [T ]g se forma la matriz
1 1 1
aumentada
( Uy Uy Uus | €1 €2 €3 ) (1132)
y se reduce hasta llegar al lado izquierdo a la identidad. Por construccion esto es equivalente a
1 -1 0
hallar la matriz inversade | 0 0 —1 |es decir,
1 1 1
L-1t o0\ /1 11
mE={(o0o o -1 =5 -1 11 (1133)
1 1 1 0 -2 0
y de esta forma
1 1 1 1 x
[v]g = 3 -1 1 1 Y (1134)
0 -2 0 z
es decir,
1 1 30 1 1 1 x
_ c B _ C _
[Tl =[Iplclkle=[lpkp=5(1 0 2 -1 1 1 y (1135)
0 1 1 0 -2 0 z
1 -2 4 4 x 1 —2zx+4y+4z
=5 1 -3 1 v =3 T—3y+=z (1136)
-1 -1 1 z —r—y+z
y entonces
1 1 1 —2z 44y + 4z
T(x,y,2) = 5(—2z+4y+4z)61 + §($ —3y+z)ea + 5(*$7y+2’)63 =3 x—3y+z
—x—y+z
(1137)
o\ L
c) Calcule ([T]B)
1 30
Como [T]g = 1 0 2 | seutiliza el algoritmo para calcular la
0 1 1
(1138)
inversa y se encuentra que
1 2 3 -6
(mg) - (1139)
-1 1 3
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Problema 132. Problema 1 Tercer Examen Parcial II Ciclo 2006

Sea T : R® — R? tal que T'(z,y,2) = (v —y,y + 2,z + 2)

a) Pruebe que T es una transformacién lineal

método 1:

Suponga que u = (x,y,2) y v = (2,3, 2’) y sea a un escalar. Hay que mostrar que T'(u+av) =
T(u) + aT(v).

T(u+av) =T((2,y,2) +a(@",y,2") =T(z + ar’,y + ay’, 2 + a2’) (1140)
=@+ar' —(y+ay),y+ay +2+a2',z+ax’' + 2+ a2’) (1141)
=@ -y y+zetz)+al@ —y,y+2 2" +2) =T(u) +aT(v) (1142)

método 2:

Darse cuenta de que

T T—y 1 -1 0 T
Ty |=| y+2z |=10 1 1 Y (1143)
z T+ z 1 0 1 z

y verificar la linealidad en esta forma es trivial por las propiedades del producto matricial por
un vector.
b) Determine una base del niicleo de T

x
Si| y | € Nuc(T) entonces
z
1 -1 0 T 0
0 1 1 y | =10 (1144)
1 0 1 z 0

y aplicando operaciones elementales sobre la matriz se llega a

1 0 1
0 1 1 (1145)
0 0O
lo cual da el sistema de ecuaciones
{x - (1146)
y=—z
(J:,y,z) = (—z,—z,z)zz(—l,—l,l) (1147)
Luego
Nue(T) = Cl{(-1,-1,1)} (1148)
c) (Es T inyectiva? Justifique.
No lo es puesto que Nuc(T) # {0}
d) ;Cuél es la dimensién de Img(T)? Justifique
Por el teorema del rango
dimR? = 3 = dim Nuc(7") + dim Img(T) (1149)
y como dim Nuc(7T') = 1 entonces
dim(Im(T)) = 2 (1150)
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8.7. Problemas Adicionales
Problem 133. problema 2 tercer examen parcial reposicion II ciclo 2010

Sea T : R? — R? una transformacién lineal tal que

1 3 4
M= 3 47 (1151)
-2 2 0
donde C es la base canénica de R3.
a) Determine una base del niicleo
x
Observe que si v = | y | estd en el nicleo de T entonces T'(v) = 0. Luego [T'(v)], =0y
z
como
[T(W)le = [T]evle (1152)
entonces como v = [v]
0=[T] v (1153)
es decir, hay que considerar el sistema homogéneo de la matriz
1 3 4
3 4 7 (1154)
-2 2 0
que tiene por matriz escalonada reducida
1 0 1
01 1 (1155)
0 00
obien z = —z y y = —z por lo que
(ZL',y,Z): (7257272):2(7177171> (1156)
por lo que
Nuc(T) = Cl{(-1,-1,1)} (1157)
b) Determine una base de la imagen
Nuevamente, si u € Img(T) entonces existe v tal que T'(v) = u. Luego,
u=[ug =[TWO)]e =Tl lle =[Tlcv (1158)
a
es decir, siu = [ b |, debe ser solucién del sistema u = [T'], v o bien
c
1 3 4 |a
3 4 7|0 (1159)
-2 2 0 |¢
y se llega a
1 0 1 —4(?-31)
0 1 1 da—b (1160)
0 0 0 14a—8b—5c¢
10
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por lo que para que haya solucién debe tenerse que

14a — 8b—5¢=0 (1161)
o bien —
o — ;4 ¢ (1162)
por lo que

8b+ 5¢ 4 5
(a,b,c) ( 7 ,b,c) b(7, ,0)—1—0(14,0, ) (1163)

y asi una base para la imagen es (%, 1, 0) y (%, 0, 1)
c) Determine si la transformacién es invertible o no
Para que sea invertible tendria que ser inyectiva pero no lo es ya que la dimension del nticleo

no es cero. Es decir, la transformacién no es invertible.

Problema 134. problema 1 tercer examen parcial I ciclo 2009

Sea T :R3 — R3 tal que T'(z,y,2) = (—x +y + 22,0 —y, 2)
a) Prueba que T es una transformacién lineal
Sea u = (z,y,2) y v = (2,9, 2"). Luego

T(u+tv) =T((z+ta',y+ty', z+t2") = (—(w+ta") +y+ty +2(z+t2), o +ta' — (y+ty'), 2 +t2)
(1164)

= (—x+y+2z,2—y,2)+t(—2' +y +22",2" =y, ) =T(x,y,2) +tT (2,9, 2") = T(u) + T (v)

(1165)
por lo que es una transformacién lineal.
b) Determine una base para el nicleo de T
Observe que
—x+y+2z -1 1 2 T
T(z,y,2) = T—y = 1 -1 0 Y (1166)
z 0 0 1 z
por lo que para hallar el ntcleo hay que considerar el sistema homogéneo
-1 1 2
1 -1 0 (1167)
0 0 1
y por Gauss-Jordan se llega a
1 -1 0
0 1 (1168)
0 0 O
es decir z = y y z = 0 por lo que
(@,y,2) = (z,2,0) = 2(1,1,0) (1169)

y una base para el ntcleo seria entonces (1,1,0)
c) (Es T inyectiva? Justifique
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No es inyectiva pues la dimensién del nicleo es 1 y tiene que ser 0 para que sea inyectiva.
d) Determine una base para Img(T)
En este caso debe considerarse el sistema aumentado

-1 1 2 a
1 -1 0 1|5b (1170)
0 0 1
reduciendo la matriz se llega a
1 -1 0 b
0 0 1 c (1171)
0 0 0 |a—2c+b
por lo que se necesita que
a—2c+b=0 (1172)
o bien
a=2c—b (1173)
es decir
(a,b,¢) = (2¢ = b,b,¢) =b(—1,1,0) + ¢(2,0,1) (1174)

por lo que una base para la imagen es (—1,1,0) y (2,0,1)

Problema 135. problema 2 tercer examen parcial II ciclo 2009

Sea C la base canénica de R*, D una base cualquiera de R® y 7' : R* — R? una
transformacién lineal tal que

1 2 0 0
me=(2 310 (1175)
3 4 2 1
a) Sea v = (1,-2,—1,2) determine [T'(v)],
Se tiene que 5
[T)]p = [Tlc [vle (1176)
es decir
120 0 _12 -3
Twl,=[2 3 10 = (1177)
3 4 2 1 9 -5

b) Si D ={(1,-1,0),(0,1,-1),(0,0,—1)} determine 7°(0,1,0,0)
Sea u = (0,1,0,0), se tiene que

[T(u)]p = [T]E [ule (1178)
es decir
1 2 0 0 (1) 2
Tw,=12 3 1 0 o =13 (1179)
3 4 2 1 0 4
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por lo que
T(u) =T(0,1,0,0) = 2(1,—1,0) + 3(0,1,—1) + 4(0,0, —1) = (2,1, —7) (1180)
c) Siendo D la misma base del punto anterior y C’ la base canénica de R3, determine
U

Para hallar [I ]g se considera el sistema aumentado

1 00 1 0 O
010[-1 1 0 (1181)
0 0 1 0 -1 -1
por lo que
) 1 0 0
ny = -1 1 o (1182)
0 -1 1
d) Determine [T]g/
Se tiene que
c’ c’ c’
[Tlg = [TeTle =[5 [Tle (1183)
1 0 0 1 200 1 2 0 0
= -1 1 o 2 310]|=1 1 1 0 (1184)
0o -1 -1 3 4 2 1 -5 -7 -3 -1

Problema 136. problema 2 tercer examen parcial IT Ciclo 2007

Construya una transformacién lineal 7 : R® — R? tal que Nuc(T) = CI{(1,0,1)} y
Img(T) = C1{(1,1,1),(0,0,—1)} Determine T(z,y, z) para cualquier (z,y, z)

Aqui hay que utilizar el hecho de que es suficiente definir una transformacién lineal sobre
una base del espacio vectorial para que esté definida sobre todo el espacio vectorial. Llamando
v1 = (1,0,1) vy = (1,1,1) v3 = (0,0, —1) es claro que estos tres vectores forman una base de R?
pues el determinante de la matriz formada por esos tres vectores es distinto de cero.

Luego basta definir T sobre vy, vs,v3. Como se pide que Nuc(T) = CI{(1,0,1)} se debe
definir T'(v1) = (0,0,0). Luego, como Img(T) = C1{(1,1,1),(0,0,—1)} basta definir T(vy) =
va, T(v3) = vz (hay méds de una posibilidad sobre cémo definir T')

Para determinar T'(z,y, z), si v = (x,y,2) hay que escribir v como combinacién lineal de
v1, V2, U3, es decir, considerar la matriz aumentada
1 1 0 T
01 0 |y (1185)
1 1 -1 1|z
y se llega a
1 0 0| xz—y
01 0] y (1186)
0 01 |z—z¢
o bien
v=(r—y)v1 +yv2 + (r — 2z)vs (1187)
y asi
T(v) = (z = y)T(v1) + yT'(v2) + (x — 2)T(v3) (1188)
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= yvs + (z — 2)v3 (1189)

es decir,

Problema 137. problema 3 tercer examen parcial II Ciclo 2007
Sea una transformacién lineal T : R? — R? tal que

T)p = ( LS 3 ) (1191)

a) Si [v]p = (2, 1,0)" encuentre [T(v)] 5
Se utiliza que
[T(0)]p = [T]p vl (1192)

B
D
2
1 -1 2 1
()= .
0
b) Si B = {(1,1),(0,1)} calcule las coordenadas de T(v) en la base canénica C de R?
Si w = T'(v) observe que por la férmula de cambio de base

[wle = U] [w]p (1194)

y lo que hay que calcular es la matriz de cambio de base [I ]g

1 0|1 0
(o] o
porloque[[]%z(i ?)yasi

é ) (1196)

c) Determine [T]g
Observe que C . oy
(T]p =M oT]p =51l (1197)

y como la anterior ya fue calculado se tiene que

(U)o

Problema 138. problema 3 tercer examen de reposicion 2007 Sea B = {u,v,w, } base de R3
y D={(1,-1),(0,2)}. Sea T : R® — R? una transformacién lineal tal que

15 = ( ; 32 ? ) (1199)
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a) Calcule T(u), T (v), T (w)
Se utiliza que

[T(W)p = [T]5 [ulp (1200)
[T()]p = [T15 )5 (1201)
[T(w)]p = [TVp [w]y (1202)
u=u-+ 0v+ 0w (1203)
se tiene que
1
[u] ; = ( 0 ) (1204)
0
v=0u+v+ 0w (1205)
se tiene que
0
[v] 5 = ( 1 ) (1206)
0
w=0u+0v+w (1207)

se tiene que

0
W], = ( 0 ) (1208)
1

; ) (1209)

por lo que

y asi

; ) (1210)

Tl = M50l = (5 f)(%)(_;) (1211)
T(v) = < ! ) _9 ( X ) _ < ! ) (1212)

: ) (1213)

de la misma forma

y asi

Finalmente
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T(w):2(11)+(g)=<(2)) (1214)

b) Calcule [T]g donde C es la base candénica
Se utiliza el algoritmo para calcular la representacion matricial

y asi

(e e|T(w) T() T(w)) (1215)
es decir,
1 01 1 2
(01‘35 0) (1216)
por lo que
S = ( ; js g > (1217)

¢)Siu=(-1,1,1)v=(0,-1,1) w = (0,0, —1) determine la matriz de cambio de base
de la base canénica de R? en la base B
Piden calcular [I ]g es decir, hay que resolver el sistema aumentado

-1 0 0 1 0 0
1 -1 0 010 (1218)
1 1 -110 0 1
y haciendo Gauss-Jordan se llega
10 0| -1 0 O
01 0]-1 -1 0 (1219)
00 1]-2 -1 -1
por lo que
-1 0 0
mé=( -1 -1 o (1220)
-2 -1 1

Problema 139. problema 1 tercer examen primer ciclo 2006
Sea T : R® — R? una transformacién lineal tal que T(z,y,2) = (v —y + 2,2 +y — 2).
Sean B = {(15 17 0)5 (17 Oa 1)7 (Oa 17 1)} y D= {(715 0)7 (05 71)}'

. D
a) Determine [T,
Siv; = (1,1,0) v2 = (1,0,1) v3 = (0,1,1) y w3 = (—1,0) us = (0, —1) hay que considerar el
sistema aumentado

(u1 U ‘T(’Ul) T(Ug) T(’Ug) ) (1221)

-1 0 |0 20
( 0 -1 ‘ 2 0 0 ) (1222)

o bien

haciendo Gauss-Jordan se llega a

(1223)

)
=
[N}
o |
[\
o O
N—
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y asi
D _ 0 -2 0
[T]B - ( ) 0 0 ) (1224)

b) Use la parte a) para determinar [T(1,2,3)]p

Si v =(1,2,3) se tiene que
1)), =115 v (1225)

para [v] 5 hay que escribir v como combinacion lineal de la base, es decir, resolver el sistema

11 011
1 0 12 (1226)
01 113
y se llega a
10 010
0 1 011 (1227)
0 0 112
es decir
0
wp=| 1 (1228)
2
por lo que
0
_ D _ 0 -2 0 [ -2
Tl == (5 3 0) ! () (1229)

Problema 140. problema 3 tercer examen parcial seqgundo ciclo 2008
En R? considere las rectas L; : (z,y,z) = (t,0,t) y Lo : (z,y,2) = (s,3s,25) y los planos
de ecuaciones P; : 22 —2y—2=0 P :2xr —y+2=0

a) Construya una transformacién lineal T tal que el conjunto de imégenes de los
puntos de la recta L; sea Ly y el conjunto de imagenes de los puntos del plano P;
sea el plano P, y determine T'(z,y, 2)

Como las rectas y los planos pasan por el origen todos ellos son subespacios vectoriales. Una
base para L; es v = (1,0,1) y una base para Lo es u; = (1,3, 2).

Por otro lado, para hallar una base para el primer plano observe que de la ecuacién normal se
tiene que

z=2x— 2y (1230)
por lo que si (z,y,z) € Py se tiene que
(z,y,2) = (v, 9,27 — 2y) = 2(1,0,2) + y(0,1,-2) (1231)

y asi una base para P es va = (1,0,2), vs = (0,1, —2).
De la misma forma, para hallar una base para el segundo plano observe que de la ecuacién

normal se tiene que
z=-2x+y (1232)

por lo que si (z,y,z) € P; se tiene que

(r,y,2) = (z,y, 2z +y) = 2(1,0,-2) +y(0,1,1) (1233)
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y asi una base para Py es ug = (1,0, —2), uz = (0,1, 1).
Luego, como una transformacién queda definida en el momento que se define sobre una base
y v1, Vg, U3 son una base para R? basta definir

T(’Ul) = Ui, T(’UQ) = U2, T(’Ug) = Uus (1234)

y esta transformacién cumple los requisitos del problema.
Ahora bien, para decir quien es T'(z,y, 2) se debe escribir (z, vy, z) como combinacién lineal de
) ) ) ) )
v1, V2, v3. Para esto se forma el sistema aumentado

1 1 0 T
00 1 |y (1235)
1 2 =2 |z
y se llega a
1 0 0| 2xz—2y—=z
01 0| —z+2y+=z (1236)
0 0 1 Y
por lo que
(z,y,2) = (22 — 2y — 2)v1 + (—2 + 2y + 2)v2 + yv3 (1237)
y de esta forma
T(x,y,2) = (22 — 2y — 2)us + (—x + 2y + z)uz + yus (1238)
o bien
T(z,y,2) = (x,6x — 5y — 3z,6x — Ty — 42) (1239)

b) Determine [T, donde C es la base canénica

Hay varias formas de hacer esto. La primera es usar el hecho de que se tiene tiene T'(z,y, 2) y
como se estd pidiendo [T'], entonces solo hay que copiar los coeficientes que aparecen en T'(x,y, z)
y ponerlos como matriz, es decir,

1 0 0
T,=|6 -5 -3 (1240)
6 —7 —4

Se enfatiza de que solo se puede hacer esto ya que se esta pidiendo [T7].
La otra forma es observar que

[T = [T)G = [T o 1)G = [T)5 [1)2 (1241)

donde B = {v1,va,v3}
Para hallar [T]g se construye el sistema aumentado

1001 1 0
(e e e3 | T(v1) T(v2) T(vs) )=|( 0 1 03 0 1 (1242)
00 1/]2 -2 1
por lo que
1 1 0
mS=(3 o 1 (1243)
2 -2 1
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Para hallar [T ]g se contruye el sistema aumentado

11 0 1 00
( V1 V2 U3 €1 €2 €3 ) = 0 0 1 01 0 (1244)
1 2 =210 0 1
y se llega
1 00 2 -2 -1
01 0] -1 2 1 (1245)
0 0 1 0 1 0
por lo que
2 -2 -1
me=1{ -1 2 1 (1246)
0 1 0
y finalmente
1 1 0 2 =2 -1 1 0 0
Te=|3 0 1 -1 2 1 =1 6 -5 -3 (1247)
2 -2 1 0 1 0 6 -7 —4
c) Determine T~ !(z,y, 2), la inversa de T
Sea v = (x,y, z) . Tenemos que
[T W)e = [T ¢ lvle = (T)e) ™ [le (1248)
como
1 0 0
Te=|6 =5 =3 (1249)
6 -7 —4
entonces 1
) 1 0 0\ 1 0 0
Tl = -5 -3 = 2 #F 2 1250
7SS WS
Luego,
1 0 0 x x
T71 v _ 42 -4 =3 — 42x—4y—3z 1251
Il W A o L N Rl W e (1251)
4 ; a1
es decir,
_ 42 — 4y — 3z —12z+ Ty — 52
1 —
Problema 141. Suponga que 7 : R?® — R? es una transformacién lineal tal que
13 0
Tlg, =1 0 0 -1 (1253)
2 0 1

donde By = {uy,uz,u3} es una base de R®. Calcule [T]; donde By = {v1,vs,v3} es otra
base de R? que cumple

v1 = 2u1 —u3 Vs =dus V3 =uy + us (1254)
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Primero hay que utilizar la composicién de la identidad para relacionar [T, con [T .
B, B, Bs 111B1 By 171B1 Bs (B1 [71B1
[T]Bz = [T]B2 =[To I]B2 = [T]Bl [I]B2 = [IOT]B1 [I]B2 = [I]Bl [T]Bl [I]B2 (1255)

De la expresion anterior solo se conoce la matriz del medio por lo que faltarian hallar [I ]gf y

[7 ]g;. Ahora bien, como no se tienen los valores de los vectores no es posible utilizar el algoritmo
de siempre para hallar la representacién matricial por lo que hay que utilizar la definicién original

de la representacién matricial para hallar [I ]gf y [ ]g;.

e - . B
La definicién original es basicamente que [T]5* son los vectores de coordenadas de la

base B; con respecto a la base B;. En este caso se tendria que

Mg = (U)lp, U(u)lp, (), )=(lulp, g, I[uslp, ) (1256)

Moy = (Hi)lp, ()]s, @), )=(luls (vl [l ) (1257)

De las ecuaciones del enunciado v1 = 2u; —ug ve = dus w3 = uj + u3 se observa que es
. . B
mas sencillo calcular [I]5} y de esta forma

2 0 1
=1 0 5 0 (1258)
0 1

2

—1
y luego para hallar [I ]gl se puede usar el hecho de que [I ]gf = ([I ]g;) es decir

1 9 -1
B 3 1 3
Mg =0 £ 0 (1259)
1 9 2
3 3
Finalmente
: 0 —% 1 3 0 2 0 1
Tlg,=( 0 & 0 00 -1 0 5 0 (1260)
3 0 2 2 0 1 -1 0 1
: 0 —3 2 15 1 -3 5 —%
=10 £ O 1 0 -1 |= é 0 —= (1261)
7
: 0 2 3.0 3 £ 5 1
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9. Vectores y Valores Propios

9.1. Motivacion geométrica y definicion

En este capitulo se considerarian solo matrices cuadradas n x n denotadas por A. Una de
los propiedades méas basicas de la multiplicacion matricial entre una matriz y un vector es que

produce otro vector
Au=v (1262)

En el caso en que la matriz es cuadrada, u y v tienen el mismo tamafio. En el caso que nos va a
ocupar este capitulo los espacios vectoriales van a ser R™ por lo que puede volver a utilizarse el
razonamiento geométrico de los vectores.

Asi, la ecuacion
Au=wv (1263)

geométricamente significa que la matriz A transforma una “flecha” en otra “flecha” por lo que
uno puede preguntarse si existen vectores que quedan en el mismo lugar, es decir,

Figura 46: Vector propio u con valor propio A

si Au = v produce un vector v que esté en la misma recta que el vector original w. En tal caso
ocurre que v = A\u donde A es un escalar y la siguiente definicién se refiere precisamente a esta
situacion.

Definicién 142. Suponga que A es una matriz n x n. Un vector u # 0 se dice un vector propio
de la matriz A si existe un ntimero real A tal que

Au = du (1264)

en tal caso se dice que A es un valor propio asociado al vector propio .

Por ejemplo, considere la matriz identidad 1,,. Es claro que para cualquier vector no nulo u
lyou=u (1265)

por lo que todo vector no nulo es un vector propio de la matriz identidad con valor
propio 1.
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De hecho aqui se observa que el niimero 1 es el valor propio de una infinidad de vectores por
lo que un mismo nimero puede ser valor propio de varios vectores propios a la vez.
9.2. Calculo de Vectores Propios
9.2.1. Subespacios Propios

Como se dijo antes, un mismo nimero A puede ser valor propio de varios vectores propios. Por
ejemplo, si A es una matriz y u, v son vectores propios de A con valor propio A y a es un escalar
entonces

A(u+ av) = Au+ aAv = du+ alv = A(u + av) (1266)

es decir, u + av vuelve a ser otro vector propio de A con valor propio A. Lo anterior sugiere la
siguiente definicién.

Definicién 143. Suponga que A es una matriz n X n y que A es un valor propio de A. Se
define el subespacio propio (espacio caracteristico) del valor propio A como el subespacio
de vectorios propios (junto con el vector nulo) con valor propio A

i ={u| Au = lu} (1267)

La multiplicidad geométrica de A\ es dim V).
El siguiente teorema relaciona los vectores propios de distintos valores propios.

Teorema 144. Si Ay, - -, A\ son k valores propios de A distintos con vectores propios asociados
V1, , VU entonces vi,--- , Uk son linealmente independientes, es decir, vectores propios que
corresponden a distintos valores propios son linealmente independientes.

Demostracion. A manera de ilustracion se hard el caso k = 2 pues la prueba requiere el método
de induccién. Suponga que existen escalares ci, ¢ tal que

101 + o9 =0 (1268)
multiplicando la ecuacién anterior por A
c1Avy + coAvy =0 (1269)
como Av; = A\;v; pues son vectores propios entonces la ecuacién anterior es
C1A V1 + cadovy =0 (1270)

como los valores propios son distintos alguno de ellos tiene que ser no nulo (por ejemplo A1) por
lo que multiplicando (1268) por A; se tiene

C1A\1V1 + caAjvg =0 (1271)
y realizando (1271)—(1270) se tiene que
CQ()\Q — )\1)’()2 =0 (1272)

como los valores propios son diferentes y los vectores propios nunca son el vector nulo entonces
ca = 0y por ende ¢; = 0 lo cual significa que los vectores son linealmente independientes. [l
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9.2.2. Polinomios Caracteristicos

A continuacién se dard un método para calcular los valores y vectores propios de una matriz.
La ecuacién que un vector propio debe cumplir es

Av = v (1273)

Si A es una matriz n X n entonces
Av = Ayv (1274)
(A=Al,)v=0 (1275)

para que v sea un vector propio es necesario que sea no nulo, es decir, la ecuacién (A—A1,)v =0
debe tener soluciones no triviales. Como esto puede verse como un sistema homogéneo de la
teorfa de determinantes de sabe que el determinante de A — A1, debe ser cero (para que sea no
invertible), es decir

Teorema 145. Si A es una matriz n X n entonces son equivalentes
1) X es un valor propio de A
2) det(A —A1,) =0

Por ejemplo, considere

A= < _12 i > (1276)

Para hallar los valores propios de A se usa el teorema anterior. Suponga que A es un valor propio

y considere
1 1 A0 1-A 1
A_A12_(2 4)_(0 /\)_( =) 4>\) (1277)

y al ser valor propio debe cumplirse que

det(A —Aly) =0 (1278)
es decir
1-MN4-MN+2=0 (1279)
simplificando un poca la ecuaciéon anterior se llega a
A —B5A+6=0 (1280)
factorizando el polinomio se tiene que
A=2)A=-3)=0 (1281)
los valores propios de A son:
A =2 (1282)
Ao =3 (1283)

Del ejemplo anterior puede observarse que la ecuacién det(A — Al,,) = 0 se convierte en un
polinomio de variable A. Este polinomio recibe un nombre especial.
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Definicién 146. Si A € M(n,R) es una matriz n x n el polinomio caracteristico P4 de A
es el polinomio de grado n
Pa(\) =det(A—A,) (1284)

Teorema 147. Algunas propiedades del polinomio caracteristico son:

1) Si A es una matriz de grado n entonces el polinomio caracteristico es un polinomio de grado
n.

2) Las soluciones de la ecuacion Pa(\) =0 son los valores propios de la matriz A

3) Como un polinomio de grado n tiene a lo sumo n raices entonces una matriz de tamano n
tiene a lo sumo n valores propios

4) Dos matrices con el mismo polinomio caracteristico tienen los mismos valores propios

5) Sipa(A) = AN+ an1 A"+ -+a1 A+ ag es el polinomio caracteristico de A entonces det A =
(—=1)"ag

Por ejemplo, suponga que el polinomio caracterfstico de una matriz es Pa(\) = A2 + 1. Cla-
ramente el polinomio anterior no tiene soluciones reales pero si complejas, de hecho, P4()\) =
(A —i)(A +1) donde i2 = —1. De hecho, es sabido que todo polinomio tiene raices si se conside-
ran los nimeros complejos por lo que toda matriz tiene valores propios si se consideran
valores propios complejos. En caso de que no se trabaje con los niimeros complejos
y solo se consideren niimeros reales entonces no toda matriz tendra valores propios
y su polinomio caracteristico se verd de la siguiente forma (una vez que se ha factorizado)

Pa(d) = (A= A)™ (A= 22)™ - (A= A)" Q) (1285)

donde Q(X) es un polinomio irreducible (como A2+ 1) y los A1, A2, -+ , A son los valores propios
reales de la matriz. La multiplicidad algebraica del valor propio \; es el niimero n;.
Ahora bien, por lo que se vio del capitulo anterior una matriz A representa a una transformacién
lineal en cierta base del espacio vectorial. Si B representa la misma transformacion lineal en otra
base del espacio vectorial, se vio en (1074) que las matrices eran similares, es decir, B = CAC~1.
Es de esperar que estas matrices tengan los mismos valores propios pues representan a la misma
transformacién lineal y esto es precisamente lo que establece el siguiente resultado.

Teorema 148. 1) Si A y B son dos malrices similares entonces tienen los mismos valores
propios

2) Si A es una matriz triangular entonces los valores propios de A son los elementos sobre la
diagonal de A

3) Una matriz A es invertible si y solo si 0 no es un valor propio de A

Demostracién. 1) Como A y B son similares entonces B = C~1AC. Luego

Pg(\) =det (B — Al,) = det (CT'AC — A1) (1286)
=det (CT'AC — AC7'C) = det (C7'[AC — AC]) = det C~ " det (AC — AC) (1287)
=det O™ det ([A — \1,,]C) = det C~' det(A — A1,,) det C = P4 () (1288)

es decir, A y B tienen los mismos polinomios caracteristicos por lo que tienen los mismos valores
propios.
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2) Suponga que A es una matriz triangular,

air a2 -+ Qin
0 ax -+ a2
A= . . . (1289)
0 0 Unn
Luego
air — A ai2 a1n
0 agr — A - a2n
Pa(\) = det(A— Al,) = det ) . ) (1290)
0 0 Apn — A
= (0,11 — )\)(0,22 - A) ce (ann - )\) (1291)

y luego las raices del polinomio caracteristico de A son los elementos sobre la diagonal por lo que
sus valores propios son los elementos sobre la diagonal.
3) Suponga primero que A es invertible y sea u un vector propio de A con valor propio A

Au = du (1292)
como A es invertible
u=AA"tu (1293)

y si A =0 se tiene que u = 0 pero esto no es posible por lo que A # 0.

Por otro lado, suponga que 0 no es un valor propio de A. Entonces 0 no es raiz del polinomio
caracteristico de A. Si se escribe el polinomio como pa(A) = A" +a,_1A"+- - -+a1 A+ ap entonces
necesariamente ag # 0 y por el sobre las propiedades del polinomio caracteristico se tiene que
det A # 0 lo cual significa que A es invertible. O

9.2.3. Algunas propiedades de los valores propios

Suponga que se tiene una matriz cuadrada n x n A. Se define la traza de la matriz como

3 5 6
la suma de las entradas sobre la diagonal de la matriz. Por ejemplo, si A = -1 0 3
6 7 8

entonces tr(A) = 34 0+ 8 = 11. Como se menciond antes toda matriz tienen valores propios si
se consideran ntimeros complejos y esos valores propios corresponden a las raices del polinomio
caracteristico. Asi, si se escriben los valores propios (si un valor propio corresponde a una raiz
que se repite como (A — 2)3 entonces se incluye sus repeticiones) como A1, g, -+ , A\, se tiene el
siguiente resultado que es de gran utilidad:

1. la suma de los valores propios de una matriz (incluyendo repeticiones) es igual
a la traza de la matriz

2. el producto de los valores propios de una matriz (incluyendo repeticiones) es
igual al determinante de la matriz

Este resultado es til sobre todo cuando se quiere verificar que los valores propios hallados para

. - . L . 1 1 .
matrices pequenas son los correctos. Por ejemplo, antes se estudié la matriz ( 9 4 ) Si se

quisieran hallar los valores propios de esta matriz se tendria que

AL+ A = tI‘(A) =5 (1294)
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AA2 = 6 (1295)

y se ve A\; = 2 y Ay = 3 satisfacen las dos ecuaciones por lo que los valores propios hallados
anteriormente son los correctos.

9.2.4. Algoritmo para el calculo de valores y vectores propios

1. Si A es una matriz n X n de la cual quieren hallarse los vectores propios y valores propios se
resuelve primero la ecuacién caracteristica det(A — A1,) = 0. Las soluciones de tal ecuacién
son los valores propios de la matriz.

2. Para cada uno de los valores propios hallados en el paso anterior se resuelve el sistema
homogéneo (A — A1,,)v = 0 lo cual dard condiciones sobre el subespacio propio V) de cada
uno de los valores propios y de esta forma se halla una base cada subespacio propio.

Por ejemplo, considere

1 2 -1
A=[1 0o 1 (1296)
4 -4 5

Para determinar los valores propios de A se calcula su polinomio caracteristico

1-x 2 -1
PiN=| 1 =X 1 |==X46\2-11A+6 (1297)
4 —4 5-X

Ahora se resuelve la ecuacién caracteristica
Py(A) =0 (1298)
que es equivalente a
XN 46X —11A4+6=0 (1299)
o bien hallar las raices del siguiente polinomio
N6\ +11A-6=0 (1300)

Para resolver este tipo de polinomios se hace prueba y error con algunos valores pequefios de A
para encontrar raices. Por ejemplo, si se pone A = 1 la ecuacién anterior da cero lo cual significa
que A — 1 es una factor de A3 — 6A? + 11\ — 6 es decir

A 6A2 1A —6=(\—1)(a\? + b+ ¢) (1301)

donde a, b, ¢ son ntimeros que se determinan igualando los coeficientes de las potencias a ambos
lados,

N6+ 1A —6=aN+(b—a)A\?+(c—bA—c (1302)

y se tiene el sistema (igualando los coeficientes potencia a potencia):

l=a
—6=1b—
“ (1303)
11=c—b
—6=—c
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y por lo tanto
M oBA2 1A —6=A—1)(A\ =5X+6) =N —1DA-2)(A—3) (1304)
y de aqui se concluye que los valores propios son
M=1LA=2 =3 (1305)

Ahora se van a calcular los vectores propios asociados:
caso \; = 1:
Se debe resolver el sistema

(A—13)v=0 (1306)
es decir
0o 2 -1 x 0
1 -1 1 y = 0 (1307)
4 —4 4 z 0
y se reduce el sistema para obtener
1
1 2
0 1 —% (1308)
0 0 O
es decir
TTTR (1309)
Yy=3
z z 11
@)= (-5.55) =+ (-3.31) (1310)
por lo que
Va1 = Cl 11 (1311)
A=1 — 2) 2)
caso \g = 2
Se debe resolver el sistema
(A—2-13w =0 (1312)
es decir
-1 2 -1 x 0
1 -2 1 Y = 0 (1313)
4 -4 3 z 0

y se reduce el sistema para obtener

1 ) (1314)

10 3
01 -
0O 0 O
es decir
TTT (1315)
¥y=1
z z 11
=(-2,22)=2(-=,>,1 131
@)= (-552) == (-5.31) (1316)
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vormal(-4A0) arr)

por lo que

caso \3 =3
Se debe resolver el sistema

(A-3-15v=0 (1318)
es decir
-2 2 -1 T 0
1 -3 1 y |=10 (1319)
4 -4 2 z 0
y se reduce el sistema para obtener
10 3
01 -1 (1320)
0 0 O
es decir
N (1321)
Y=1
z z 11
(IL',’IJ,Z)— (715172") Z<Z;Z;1) (1322)
por lo que

vemal(-1A0) o)

Como se puede ver de lo anterior el célculo de las raices de un polinomio requiere un poco de
imaginacion por lo que el siguiente teorema ayuda a determinar las raices de un polinomio en
ciertas circunstancias.

Teorema 149. Suponga que p(x) = ™" +an,—12"+- - -+a1x+ag es un polinomio con coeficientes
enteros. Si s es una raiz entera de p(x), es decir, si p(s) = 0 entonces s divide a ag.

A manera de aplicacién de este teorema, en el ejemplo anterior habian que hallar las raices de
p(A) = A3 —6A%2 4 11\ — 6. El teorema anterior dice que cualquier rafz entera del polinomio tiene
que dividir al coeficiente que no estd multiplicado por la variable, en este caso, cualquier raiz
entera tiene que dividir a —6. Los candidatos son 1,—1,2,—2,3,—3,6, —6 y de hecho se puede
ver que las raices son 1,2, 3.

9.3. Diagonalizacion de Matrices

Definicién 150. Una matriz A es diagonalizable si existe una matriz C' invertible y una matriz
D diagonal tal que 7
D=CtAC (1324)

Observe que como D es una matriz diagonal entonces por el teorema anterior sus valores
propios son los elementos sobre la diagonal de D. Estos valores propios de D son los mismos que
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los de A ya que A y D son matrices similares. Para determinar la matriz C' observe que si A es
diagonalizable

CD = AC (1325)
escribiendo C con sus vectores columna C = (C1,--- ,C,,) entonces AC' tiene por columnas
AC = (ACy, ACsy, -+, AC)) (1326)

y como D tiene sobre la diagonal los valores propios de A

M O -0
D= 9 Az (1327)
0 o
donde los A; no tienen que ser distintos. C'D tiene por columnas
CD = (MC1, 2205, -+ , \Ch) (1328)
e igualando las columnas de la ecuacion CD = AC se tiene que
AC; = NG (1329)

es decir, las columnas C; son vectores propios de la matriz A con valor propio );. También, como
C es invertible sabemos que las columnas de C son linealmente independiente por lo que se llega
al siguiente resultado.

Teorema 151. Suponga que A es una matriz cuadrada n X n tal que el polinomio caracteristico
puede factorizarse como un producto de factores lineales con raices reales

Pa(\) =det(A—A) = (A= A)™ (A= A)"™ - (A= A\)™ (1330)

con
n=mny+ng+---+n, (1331)

y los A1, Aay -+, A\ wvalores propios reales distintos de A y Vx,, Va,, -, Vi, los subespacios pro-
pios correspondientes. Entonces son equivalentes

1) La matriz A es diagonalizable

2) Existe una base B = {vy,--- ,v,} de vectores propios de A

3) La multiplicidad geométrica de cada valor propio es igual a su multiplicidad algebraica, es
decir, dim(Vy,) = n;

4) dim(Vy,) +dim(Vy,) +--- +dim(Vy, ) =n

5) Todo vector v € R™ puede descomponerse en forma unica como combinacion lineal de vectores
en los subespacios propios, es decir, v = vy +va + -+ v, con v; € V),

St una matriz de tamano n tiene n valores propios distintos, entonces la matriz es diagonalizable
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9.3.1. Algoritmo para Diagonalizar una Matriz

1. Si A es una matriz n x n se calculan todos sus valores propios y sus vectores propios
correspondientes seguin el algoritmo anterior.

2. Si la matriz A tiene n vectores propios [.i o cumple alguna de las condiciones del teorema
anterior entonces A es diagonalizable, en caso contrario no lo es.

3. Cuando A es diagonalizable se construye la matriz C' cuyas columnas son los vectores
propios [.i hallados anteriormente. En la matriz D diagonal se ponen los valores propios
en forma que corresponda con las columnas de C', es decir, la columna uno de C' debe ser
vector propio de la primera entrada sobre la diagonal, etc.

Problema 152. pregunta 3 tercer examen parcial primer semestre 2011

21 00

L. . . 0 210

A =2 es el Gnico valor propio de la matriz A = 00 2 0
0 0 0 2

a) Halle una base para el espacio propio V5 asociado al valor propio A\ = 2
Para hallar el espacio propio se resuelve el sistema

(A—-214)v=0 (1332)
01 00 x 0
0 010 y | [ O
0 0 0O z 10 (1333)
0 0 0O w 0
que da como solucién
y=0 (1334)
z=0 (1335)
Luego
($7y’ Z’ w) = (1" 07 0, w) :z(1’07 0, 0)+w(07 0, 07 1) (1336)
y asi
V, = C1{(1,0,0,0),(0,0,0,1)} (1337)

b) (Es la matriz A diagonalizable? Justifique su respuesta
Como dim Vo =2 < 4y A = 2 es el tnico valor propio de A entonces es imposible hallar cuatro
vectores propios linealmente independientes. Por lo tanto, A no es diagonalizable.

Problema 153. pregunta 4 tercer examen parcial primer semestre 2011

1 0 1
Sea A= 0 1 . Halle una matriz C tal que
11

1
0

D=C1AC = (1338)

o O =
o N O
o
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Este problema pide hallar una matriz C' que diagonalice la matriz A. Por lo visto anteriormente
Ay D tienen los mismos valores propios, que son los valores en la diagonal de D. Es decir, los
valores propios de A son A = 1,2, —1. La matriz C se forma con los vectores propios asociados a
estos valores propios.

caso A\ =1

Hay que resolver

(A—13)v=0 (1339)
0 0 1 T 0
0 0 1 Y = 0 (1340)
1 1 -1 z 0
la matriz escalonada reducida es
1 1 0
0 0 1 (1341)
0 0 O

y da el sistema de ecuaciones

{x - (1342)

z=0
es decir,
Si
vy = (-1,1,0) (1344)
entonces
Va=1 = Cl{v1} (1345)
caso A =2
Hay que resolver
(A-213)v=0 (1346)

la matriz escalonada reducida es

-1 0 1 x 0
0 -1 1 y | =10 (1347)
) (1348)

y da el sistema de ecuaciones

{x —c (1349)
Y=z

(z,y,2) = (2,2,2) = 2(1,1,1) (1350)

es decir,

Si
vy = (1,1,1) (1351)
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entonces
Vaza = Cl{va} (1352)
caso \ = —1
Hay que resolver
(A+13)v=0 (1353)
2 01 T 0
0 2 1 y = 0 (1354)
1 1 1 z 0
la matriz escalonada reducida es )
1 0 =
0 1 ; (1355)
0 0 O

y da el sistema de ecuaciones

{x: T2 (1356)
=-3

es decir,
z oz 1 1
(2,9, 2) ( 5 2,,2) z( 5 2,) (1357)
Si _
=(-= -2 1
w=(-3-31) (1358)
entonces

V,\:_l = Cl{’Ug} (1359)

Finalmente la matriz C' se calcula escribiendo los vectores propios en forma de columna

-1 1 f%
C=( 1 1 —3 (1360)
0 1 1

Problema 154. problema 4 tercer examen parcial reposicion I ciclo 2006

b 0 0
Considere la matriz B=| 0 a 1 |,a,b€eR,a#b
0 0 a
a) Determine los valores propios de B
b— A 0 0
Pp(\) = det(B — A\3) = det 0 a—-X 1 = (b—N(a—\)? (1361)
0 0 a— A

Y de aqui se tiene que los valores propios de B son A = a, b
b) Verifique que B no es diagonalizable
Se van a hallar los vectores propios de los valores propios
caso \ =a
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Hay que resolver

(B—alg)v=0 (1362)
b—a 0 O x 0
0 01 y |=10 (1363)
0 00 z 0
la matriz escalonada reducida es (como b # a)
1 00
00 1 (1364)
0 0 O

y da el sistema de ecuaciones

{f zg (1365)

por lo tanto

Si
v = (0,1,0) (1367)
entonces
Vaea = Cl{v1} (1368)
caso X =10
Hay que resolver
(B—>bl3)v=0 (1369)
0 0 0 T 0
0 a—0b 1 y | =10 (1370)
0 0 a—>b z 0

la matriz escalonada reducida es (como b # a)

0 1 0
0 0 1 (1371)
0 0 O
y da el sistema de ecuaciones
y=20
1372
fr=s 312
por lo tanto
(x,y,2) = (2,0,0) = x(1,0,0) (1373)
Si
va = (1,0,0) (1374)
entonces
V,\:b = Cl{vg} (1375)

Luego, como solo es posible obtener dos vectores propios linealmente independientes (pues cado
uno de los subespacios propios son uno-dimensionales) se concluye que B no es diagonalizable.
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9.3.2. Matrices Ortogonalmente Diagonalizables

Para terminar el capitulo se estudiard un caso particular de diagonalizacién de matrices.

Definicién 155. Una matriz C' es ortogonal si CC”T = 1,, o bien C7 = C~1.
Una matriz A n X n es ortogonalmente diagonalizable si existe una matriz ortogonal C' y
una matriz D diagonal tal que

cTAC =D (1376)

El siguiente teorema caracteriza las matrices ortogonalmente diagonalizables.

Teorema 156. 1) Una matriz A es ortogonalmente diagonalizable si y solo si A es una matriz
simétrica, es decir, A = AT

2) Si A es una matriz simétrica entonces existe una base B = {vy,--- ,v,} de R™ ortonormal
formada por vectores propios de A.

9.3.2.1. Algoritmo para diagonalizar ortogonalmente una matriz  Los siguientes pasos dan
la forma general en que se diagonaliza ortogonalmente una matriz.

1. Primero hay que determinar si A es una matriz simétrica o no. Si A = A” entonces la
matriz es diagonalizable ortogonalmente.

2. La matriz C se construye igual que antes, con el cuidado de que los vectores propios
que van en las columnas de la matriz C' deben ser ortonormales (para esto puede
ser necesario aplicar Gram-Schmidt). Una ventaja de que la matriz sea simétrica,
es que los vectores propios que corresponden a distintos valores propios son
ortogonales, lo cual significa que es suficiente hacer Gram-Schmidt sobre cada
subespacio caracteristico por separado

3. La matriz D se forma igual que antes, es decir, los valores propios estan sobre la diagonal.

Problema 157. problema 6 tercer examen parcial reposicion I ciclo 2007

6 —V2 —V2
Los valores propios de la matriz A = -2 6 0 son A\ =4, Ao =6,\3 =8.
-2 0 6
Determine una matriz Q ortogonal y una matriz D diagonal tal que QT AQ = D
caso \1 =4
Hay que resolver

(A—413)v=0 (1377)
2 —\/5 —\/5 T 0
V2 2 0 y | =10 (1378)
-2 0 2 z 0
la matriz escalonada reducida es
1 0 —/2
01 -1 (1379)
0 0 0
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y da el sistema de ecuaciones

=2
{x v2e (1380)
y==z
es decir
(2,y,2) = (V22,2,2) = 2(V2,1,1) (1381)
Si
v = (V2,1,1) (1382)
entonces
o1l =2 (1383)
y se normaliza como
V2 11
=(—,=,= 1384
U1 ( 9 323 2) ( 38 )
Vay=1 = Cl{u1} (1385)
caso s =6
Hay que resolver
(A—613)v=0 (1386)
0 —V2 —V2 T 0
-2 0 0 y |=10 (1387)
-2 0 0 z 0
la matriz escalonada reducida es
1 00
0 1 1 (1388)
0 0 0
y da el sistema de ecuaciones
=0
{x (1389)
y=—z
es decir
(.’I],y,Z) = (Oa —Z,Z):Z(O,—l,l) (1390)
Si
vy = (0,—1,1) (1391)
entonces
o1 ]| = V2 (1392)
y se normaliza como
2 V2
ug = (0,£, i) (1393)
2 2
V/\2:6 = CZ{UQ} (1394)
caso \3 =8
Hay que resolver
(A—8l3)v=0 (1395)
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-2 =2 -2 x 0
-2 =2 0 Y 0 (1396)
-2 0 -9 z 0
la matriz escalonada reducida es
10 V2
0 1 -1 (1397)
0 0 O
y da el sistema de ecuaciones
=—v2
{x V2e (1398)
y=z
es decir,
(z,,2) = (—V2z,2,2) = 2(—V2,1,1) (1399)
Si
vs = (—v2,1,1) (1400)
entonces
[vs]| = 2 (1401)
y se normaliza como
V2 11
— (X2 - = 1402
us3 < 2 ) 25 2> ( 0 )
V,\szg = Cl{u?,} (1403)
Luego la matriz C' es
V2 0 2
% V2 12
C = i -2 1 (1404)
1 2 1
2 2 2
y
4 0 0
D=0 6 0 (1405)
0 0 8
Problema 158. pregunta 4 tercer examen parcial reposicion primer semestre 2008
9 -7 7
Sea A= 3 -1 3
-5 5 =3
a) Calcule los valores propios de A
Para calcular los valores propios de A hay que calcular
9— A -7 7
det (A — ) = 3 -1-A 3 (1406)
-5 5 —-3-A
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para calcular el determinante se usa la propiedad de que el determinante de la matriz es igual al
de su transpuesta

9\ 7 7 9\ 3 5 | frh 292X 2-X 0
3 —1-A 3 |=| -7 —1-x 5 e S
_5 5 -3\ 7 5 _3_| Pt 0 2-Xx 2-2)

(1407)
1 10
=(2-N*| =7 1=\ 5 @APH'J_A 5“_75‘}@AV[A+H
. e 11 0 1

(1408)
por lo que los valores propios son A = 1,2
b) Halle una matriz P invertible tal que P! AP = D donde D es una matriz diagonal
Esta parte pide hallar una matriz P que diagonalice la matriz A. Por lo visto anteriormente
hay que calcular los vectores propios correspondientes a cada valor propio
caso \ =1
Hay que resolver

(A—13)v=0 (1409)
8 -7 7 x 0
3 -2 3 y | =10 (1410)
-5 5 -4 z 0

la matriz escalonada reducida es

(1411)

o O =
o = O
O aleeut~1

y da el sistema de ecuaciones

r=—71z
{ 3 (1412)

(x,y,2) = (—gz, —gz, z) =z (—g, —g, 1) (1413)

Como cualquier multiplo constante del vector anterior funciona se define

es decir,

vy = (=7,-3,5) (1414)
entonces
Va=1 = Cl{v1} (1415)
caso \ =2
Hay que resolver
(A-213)v=0 (1416)
=7 7 x 0
3 -3 3 y | =10 (1417)
-5 5 =5 z 0
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la matriz escalonada reducida es

1 -1 1
0 0 O (1418)
0 0 O
y da la ecuacion
y=x+z (1419)
es decir,
(x,y,2) = (x,2 4+ z,2) = 2(1,1,0) + 2(0,1,1) (1420)
Si
va =(1,1,0) w3 =(0,1,1) (1421)
entonces
V,\:2 = Cl{’UQ, Ug} (1422)
por lo que se toma
-7 10 1 00
P=| -3 11 D=0 2 0 (1423)
5 0 1 0 0 2
Ejercicio 159. pregunta 4 tercer examen parcial reposicion primer semestre 2011
-1 1 2
Sea A= 0 2 0
-2 1 3
a) Calcule los valores propios de A
Para calcular los valores propios de A hay que calcular
—1-=A 1 2
det (A — M) = 0 2—A 0 (1424)
—2 1 3—A
desarrollando por la segunda fila
—1-A 1 2 1 9
0 2-X 0 [=(2-X = (2= N)[-3+ X =3\ + 4] (1425)
-2 3—A
-2 1 3— A
=2-NMN-22+1=(2-N)(\—2)? (1426)

por lo que A = 2 es el tinico valor propio
b) Para cada valor propio halle el espacio caracteristico asociado
caso \ =2
Hay que resolver

(A—213)v=0 (1427)
-3 1 2 x 0
0 0 O Y = 0 (1428)
-2 1 1 z 0
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la matriz escalonada reducida es

1 0 -1
0 1 -1 (1429)
0 0 O
y da
T=z y=2=2 (1430)
es decir,
Si
vy =(1,1,1) (1432)
entonces
V,\ZQ = Cl{’Ul} (1433)

c) (Es la matriz diagonalizable? Justifique su respuesta
No es diagonalizable puesto que como A\ = 2 es el tinico valor propio se ocupaba que el espacio
caracteristico asociado tuviera dimension 3 pero solo tiene dimensién 1

9.4. Diagonalizacion de Transformaciones Lineales

Dado que una transformacion lineal se puede representar como una matriz; es posible utilizar
los resultados anteriores sobre matrices para diagonalizar una transformacion lineal.

Definicién 160. Si 7T : R" — R” es una transformacién lineal, se dice que A es un valor propio
de T con vector propio u si

T(u) = Au (1434)

Notese que béasicamente es la misma definicién para matrices, de hecho, el siguiente resultado
establece que para calcular los valores propios de T es suficiente con calcular los valores propios
de una representacién matricial de 7.

Teorema 161. Para calcular los valores y vectores propios de una transformacion lineal T, es
suficiente calcular los valores y vectores propios de la matriz [T]; donde B es una base de R"

Por ejemplo, si se define T : R3 — R? segtin
T(z,y,2) = (3z,2x —y,x + 5y — 72) (1435)

para hallar los valores y vectores propios de T se puede tomar la base canénica C'y calcular los
valores y vectores propios de

3 0 0
[T]C = 2 -1 0 (1436)
1 5 -7
los cuales son
)\1 =7 Uy = (0,0, 1) (1437)
Ao =3 wg =(20,10,7) (1438)
A3 =-1 u3z=(0,6,5) (1439)

210



9 Vectores y Valores Propios

Andlogamente, se tiene que

Una transformacién lineal T' es diagonalizable si existe una base B en la cual [T]; es una
matriz diagonal. Para determinar si una transformacién es diagonalizale, es suficiente con que
[T] 5, sea una matriz diagonalizable donde B’ es una base de R"

Por ejemplo, continuando con la transformacién anterior, para determinar si es diagonalizable
es suficiente con ver si [T, es una matriz diagonalizable. Dado que B = {u1, u2,u3} forman una
base de R3 se tiene que T si es diagonalizable y de hecho

~70 0
Ty=( 0 3 o0 (1440)
0 0 —1

Finalmente, se tiene que

Una transformacién lineal T' es diagonalizable ortogonalmente si existe una base B ortonor-
mal en la cual [T] 5 es una matriz diagonal. Para determinar si una transformacién es diagonali-
zale ortogonalmente, es suficiente con que [T'] 5, sea una matriz simétrica donde B’ es una base
ortonormal de R™

Asi, en la transformacién lineal que se ha estado estudiante, tal transformacion no seria diago-
nalizable ortogonalmente puesto que [T']~ no es una matriz simétrica y la base canénica es una
base ortonormal.
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10. Curvas y Superficies Cuadraticas

Hasta el momento se han estudiado inicamente sistemas de ecuaciones lineales, por ejemplo,

ecuaciones como
ar+by+cz=d (1441)

En este capitulo se estudiaran superficies cuadraticas, es decir, ecuaciones del tipo
az? 4+ by? + c2® + 2day + 2exz + 2fyz =g (1442)

Algunas de tales superficies cuadraticas ya son conocidas, por ejemplo, un circulo es una ecuaciéon

de la forma
2 +y? =r? (1443)

que saldria de tomar a =b=1,c=d=e= f =0,9 = r2.
Ahora bien, la ecuacién del circulo puede escribirse de la siguiente forma

(xy)<(1)(1)><z)r2 (1444)

,es decir, es posible utilizar la teoria de matrices para estudiar las superficies cuadrati-
cas.
De hecho, la situacién anterior motiva la siguiente definicion:

10.1. Formas Cuadraticas

Z1
Z2
Siz = . , una forma cuadréatica real en las variables xy,---,x, es una funcién

Zn
f:R™ — R tal que
f(z) = 2T Ax (1445)

donde A es una matriz n X n simétrica denominada la matriz de la forma cuadratica f.
Las siguientes expresiones son algunos ejemplos de formas cuadraticas

3 -3 x
ST )

3 I 5
2 2 z
322 —Twy+bez+4y’ —dyz—322=(z y 2 )| -2 4 =2 Yy
5 -2 -3 z

De los ejemplos anteriores es facil observar que:

= Una forma cuadratica es un polinomio de segundo grado en sus variables

= Para construir la matriz A de la forma cuadratica hay dos casos:

1. Si i # j el coeficiente del término x;x; del polinomio define las entradas a;; y aj; segun

coeficiente de =z,
aij = aj; = 3

2. Sii=j el coeficiente de 7 es la i-ésima entrada en la diagonal de A

Por ejemplo, si f(z1, ) = ax% + 2cx179 + bx% entonces A = ( Z Z )
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si fxy, 22,23) = am% + bx% + cx% + 2dx1x2 + 2ex1x3 + 2 fx073 entonces A =

o QU e
~ o X
o = ®

10.1.1. Diagonalizacion de Formas Cuadraticas

Una de las caracteristicas de las formas cuadraticas es que su matriz asociada es simétrica y por
lo visto al final del capitulo anterior esto significa que su matriz es ortogonalmente diagonalizable.
De hecho es posible realizar un cambio de variable para diagonalizar la forma cuadratica como
indica el siguiente teorema.
Teorema 162. Sea A una matriz simétrica asociada a una forma cuadrdtica [ y C' una matriz
cuyas columnas C' = (vi,va,- -+ ,v,) Son vectores propios ortonormales de la matriz A tal que
CTAC = D donde D es una matriz diagonal con los valores propios de A. Entonces el cambio
de variable

y=CTz (1446)
transforma la forma cuadrdtica f(x) = 27 Az en

f(@) =y "Dy = My + Aoy + - + Aoy (1447)

donde los \; son los valores propios de A (que no tienen que ser distintos)

Demostracion. Observe que como y = CTzy CCT =1,, entonces x =Cy y

T Ax = (Cy)T ACy = yTCT ACy = 4" Dy (1448)

10.2. Curvas y Superficies Cuadraticas
10.2.1. Ecuacion general de una curva y superficie cuadratica

En lo que resta del capitulo se estudiaran formas cuadréticas de tamano 2 x 2y 3 x 3.
Las curvas cuadraticas son polinomios de dos variables con ecuaciones de la forma

am% + bx% +cxizo+dri +exa+ f=alAr+ Bz + f=0 (1449)

A:(‘j
2

Las superficies cuadraticas son polinomios de tres variables con ecuaciones de la forma

donde

S olo

) B =(de) (1450)

am% + bx% + cx% + dxyz9 + ex1 T3 + faows 4+ gr1 + has + krs+1 =2l Az + Bx+1=0 (1451)
con

A= , B=(g.h, k) (1452)

o vla.
N~ S NI,
O Nl

Para poder reconocer una curva o superficie cuadratica serd necesario eliminar los términos
mixtos (por ejemplo x1x3) a través del teorema de antes. Sin embargo, primero se estudiardn
algunas de las curvas y superficies clasicas en su versién canonica.
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10.2.2. Curvas Cuadraticas

10.2.2.1. Elipse Geométricamente es el conjunto de puntos en el plano tal que la suma de las
distancias de un punto sobre la elipse a dos puntos del plano (llamados focos) es constante.
La elipse no rotada y centrada en (zg,y0) se caracteriza por la ecuacion

(z — 960)2 (y — y0)2

Sty =1 (1453)

donde a y b son los semiejes de la elipse (a,b > 0). Cuando a = b se tiene un circulo de radio a,
es decir, un circulo es una elipse cuyos semiejes son iguales. Los focos estdn sobre el eje mayor
v los vértices de la elipse son los extremos del eje mayor.

Por ejemplo, en la siguiente figura

Figure 47: Elipse i—z + g—j =1

el semieje mayor estd sobre el eje x, es decir, se estd suponiendo a > b. En tal caso los vértices
de la elipse son (a,0), (—a,0) y los focos de la elipse (va? — b2,0), (—va? — b2,0).

Otros ejemplos de una elipse son los siguientes.
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»
!

v

. R (z—2)2 | (y+0.5)* _
Figure 49: Elipse ~—~ + yT =1

10.2.2.2. Hipérbolas Geométricamente es el conjunto de puntos en el plano tal que la difer-
encia entre las distancias de un punto sobre la hipérbola con dos puntos del plano (llamados
focos) es constante.

La hiperbéla centrada en (zo,yo) y no rotada tiene por ecuacién canénica alguna de las dos

formas siguientes
{ (1*10)2 _ (y*yo)Z =1
a? b2 -

_ (I_¢1§0)2 Jr(y—blzlo)z =1

(1454)

Nuevamente a,b > 0. El eje que contiene los focos se llama el eje focal y las hipérbolas
se caracterizan por tener dos rectas llamadas asintotas a las cuales la hipérbola se acerca
arbitrariamente sin tocarlas. Las ecuaciones de las rectas asintotas de la hipérbola se hallan
cambiando el 1 por un 0 en (260). La figura de una hipérbola siempre son dos “ramas” y los dos
puntos de las ramas que cortan el eje focal son los vértices.
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Por ejemplo, en la siguiente figura

Figure 50: Hipérbola 2—2 - };’—j =1

Los vértices son los puntos (a,0), (—a,0) y los focos los puntos (va? + b2,0), (—va? + b2,0).
En este caso las asintétas son las lineas punteadas que tiene por ecuacion y = ig. Notese que
la hipérbola se “abre” en el eje que tiene el signo positivo tal como indican las siguientes figuras.

w

Figure 51: L (z — 1) =L (y + 1) =11
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Figure 52: —%2 + _(;;—42)2 =1

10.2.2.3. Parabola Geométricamente es el conjunto de puntos equidistantes de un punto
(lamado foco) y una recta (llamada directriz),
Las ecuaciones candnicas de una pardbola centrada en (zq, yo) son

{:c — 20 = 75 (y — v0)? (1455)

donde ahora a puede ser positivo o negativo. El vértice de la parabola es el punto que esta
a la mitad entre el foco y la directriz.
Por ejemplo, en la siguiente figura
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|
|
|
|
lB
6 ®
| -a \0 4
|
|
|
|
|

Figure 53: Parabola x = ﬁyQ

La directriz de la pardbola es la recta = —a mientras que el foco es el punto (a,0). El vértice
es el origen (0,0).
A continuacién se muestran otros ejemplos.

-

2

Figure 54: z + 2 = 2(y — 1)?
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Figure 55: y = —0,5(x — 2)?
10.2.3. Superficies Cuadraticas

10.2.3.1. Elipsoide: El elipsoide centrado en (xo, Yo, 20) no rotado es la superficie definida por

(95 — $0)2 (y - 90)2 (Z — 20)2
a? * b2 * c?

=1 (1456)

Figure 56: elipsoide

10.2.3.2. Hiperboloide de una hoja El hiperboloide de una hoja centrado en (xq, yo, z0) no
rotado es la superficie definida por

(=20 | oy Gz _

a2 R 5 s,
(m—ago) _ (y—bgo) + (Z—Cgo) =1 (1457)
el i) Gl

la variable que lleva el signo menos determina sobre cual eje se abre el hiperboloide
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Figure 57: hiperboloide de una hoja

10.2.3.3. Hiperboloide de dos hojas: El hiperboloide de dos hojas centrado en (zg, yo, 20) no
rotado es la superficie definida por

(=20 _ (y=y0)® _ (=20 _ |
b2 -

a? c?
_(m—aago)z + (3;—1732{0)2 _ (2—620)2 =1 (1458)
2 2 2
_(fv—ago) _ (y—bgo) + (z—cgo) =1

la variable que lleva el signo positivo determina sobre cual eje se abre el hiperboloide

HYA24XA241)05
(YA24XA241)10.5

P S N T

Figure 58: hiperboloide de dos hojas

10.2.3.4. Cono eliptico: El cono eliptico centrado en (xq,yo, 20) no rotado es la superficie
definida por

(m—aﬂgo)2 i (y—bgo)2 . (Z . 20)2 =0

Tr—x 2 ZzZ—2Z 2

( a20) + 4 b20) —(y—y0)2=0 (1459)
2 2

(y—ago) + (Z—bgo) —(z— 1,0)2 -0
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Figure 59: cono eliptico

10.2.3.5. Paraboloide hiperbdlico: El paraboloide hiperbélico centrado en (g, yo, 20) no ro-
tado es la superficie definida por

PRI N2
{( a20) _ W bgo) = (2 — 20)

_(ﬂﬂ—aﬂgo)2 + (y—bgo)2 = (2 — )

(1460)

Figure 60: Paraboloides hiperbdlico

10.2.3.6. Paraboloide eliptico: El paraboloide hiperbdlico centrado en (zg, yo, 20) no rotado
es la superficie definida por

(1461)

2 2
(:v—afgo) + (y—bgo) — (Z _ ZO)
z— )

_(@=m0)® _ (y—yo)* =
a? b2
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Figure 61: Paraboloides eliptico

10.3. Algunas Transformaciones Lineales
10.3.1. Rotacion en el plano

Dado que el objetivo de este tema es identificar las secciones y superficies conicas haciendo
cambios de coordenas, es necesario saber cuando se esta frente una rotacién o reflexién del plano.
Por ejemplo, considere una rotacién de un vector en el plano como se indica en la figura

Q=(x",y’)

P=(xy)

Figura 62: Rotaciéon de un vector en el plano

Es decir, inicialmente se tiene un vector P = (z,y) en el plano (que para efectos del dibujo
se toma con norma 1) que forma un dngulo « con el plano y se rota el vector un dngulo 6 que
se representa por el vector Q = (z/,y’) (que formaria un dngulo 6 4+ « con el eje segun indica la
figura)

De la figura se nota que (escribiendo r = ||P|| = ||Q|))

T =Trcosa (1462)
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y =rsina (1463)
2’ =rcos(a+0) =r[cosacosh —sinasinf] = zcos — ysinb (1464)
y' =rsin(a+0) = r[cosasinf + sin a cos§] = xsin 6 + y cos 6 (1465)

Asi, se define
Ry : R? — R? (1466)
Ro(P)=Q (1467)

es decir

Ry(P) = Ro(z,y) = Q = (2',y') = (xcosf — ysinf, xsin + ycos ) (1468)

Para verificar que es una transformacion lineal observe que la funcién se puede representar
como una matriz segiin

/ o
wly)=(5) =50 &) (7) 409
y por lo discutido antes Ry es una transformacién lineal.
Dos propiedades muy importantes de las matrices de rotacién son las siguientes
= detRg =1
= R@RGT = 19, es decir, son matrices ortogonales

De hecho, estas dos propiedades son suficientes para caracterizar completamente las matrices de
rotacién tal como indica el siguiente teorema.

Teorema 163. Si C es una matriz 2 x 2 tal que CCT = 15 y det C' = 1 entonces C es una
matriz de rotacion, es decir, existe un numero 0 tal que

- ( cosf —sinb ) (1470)

sinf  cosf

Con la matriz anterior es muy facil indicar la rotaciéon a lo largo del eje z un angulo 6 como
indica la siguiente figura
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Figura 63: Rotacién a lo largo del eje z

La idea es que se rota el plano xy un angulo 6 a lo largo del eje z. Para encontrar la rotacién
asociada, se puede repertir un argumento exactamente igual a como se hall6 la matriz sobre el
plano y se tendria que

2’ = xcosf — ysinf (1471)
Yy = xcosf + ysinf (1472)
2=z (1473)

lo cual significa que la matriz de rotacién es

cos) —sinf 0
R,(0)=| sinf cosf O (1474)
0 0 1

10.3.2. *Rotacién en el espacio*

Si se est4 en R3 para rotar un objeto es necesario especificar un eje de rotacién y un angulo
de rotacién a lo largo de ese eje. A su vez, el eje de rotaciéon puede representarse como un vector
ug, que se supone normalizado ya que lo Gnico que importa es su direccién y no la magnitud.

Si se quiere encontrar la rotacién R, (f) que representa la rotacién a lo largo de ese eje un
angulo 6 se puede utilizar la teoria de transformaciones lineales. La idea es utilizar el hecho
de que en R? las bases estdn formadas por tres vectores. Luego, se debe encontrar vectores
u1,us de forma que B = {u1,us,us} sea una base ortonormal. También se toman de forma que
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u1 X ug = ug pues de esta forma se puede considerar que los vectores u1, uz, us forman un marco
z',1y, 2’ tal como se indica en la siguiente figura.

—————J
-

-
-

_—

-

Figura 64: Rotacién a lo largo del eje 2’

Luego, la idea es que con respecto a la base B, la rotacion es equivalente a una rotacién con
respecto al eje z por el mismo angulo, es decir,

[Rus (0)] g = R (6) (1475)

y como lo que interesa es la rotacién vista con respecto a la base canénica C' entonces componiendo
con la identidad se llega a .
B
Ry, (0) = [I]5 R= (0) U] (1476)

Ejemplo 164. Halle la matriz de rotacién con respecto el eje us = (0, —= —) por un

angulo 6.
Primero hay que buscar dos vectores ortonormales a uz. Es facil ver que

1 1
Uy = (1,0,0) Ug = (0, ﬁ, E) (1477)

funciona pues son ortonormales y u1 X ug = ug. Luego se toma B = {uy,us,us} v falta calcular
las matrices de cambio de base. Se obtiene que

1 0 0
C 1 1

Mp=1{0 Vi (1478)
0 -% %
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1 0 0
B 1 1
He=|9 v ~7 (1479)
0%
por lo que
sin 6 sin 6
C(.)SG 7% W
RU3 (9) _ 51\1/159 1+c2059 17(:2059 (1480)
__siné 1—cos 8 1+cosO
V2 2 2

10.3.3. Reflexiones

10.3.3.1. Reflexiones en el plano Como una aplicaciéon de las transformaciones lineales de
utilidad para el tema de secciones cénicas se va a estudiar la forma en que refleja un punto del
plano con respecto a una linea que pase por el origen tal como indica la siguiente figura

Figure 65: Reflexién con respecto una linea en R?

La idea es pensar en la linea como un espejo y por lo tanto si (z,y) € R? representa un punto
del plano, se quiere encontrar su imagen en el espejo que se denota como el punto T'(z,y)

Dado que la linea pasa por el origen, forma un subespacio vectorial de dimensién uno por lo
que posee un vector v que lo genera, de hecho tal vector puede tomarse como el vector director
de la recta.

Se busca construir una transformacién lineal 7' : R?2 — R? que represente la reflexion.

Dado que va a ser una transformacion lineal, es suficiente con definirla sobre una base. Como
se necesitan dos vectores para la base, lo més 1til es tomar {v, u} donde u serfa cualquier vector
ortogonal a v,

Bajo esta eleccion v no debe cambiar con una reflexion puesto que este representa la linea
(espejo). Por otro lado, comou es perpendicular a la linea (espejo), su imagen deberia ser su
opuesto, es decir, —u . De esta forma, se define

Tw)=v, T(u)=-u (1481)

226



10 Curvas y Superficies Cuadraticas

y al haberla definido sobre tal base esta definida sobre todo el espacio.

problema 23 libro de dlgebra lineal pagina 320

Construya la reflexion con respecto a las rectas

a) el eje =

Observe que el eje x se caracteriza porque y = 0. Luego, si (z,y) estan sobre el eje z, (z,y) =
(z,0) = 2(1,0) por lo que puede tomarse v = (1,0) como base de la recta. Luego, se necesita un
vector ortogonal a la recta y claramente v = (0,1) funciona.

Luego se define

Tw)=v. T(u)=-u (1482)
Asi, si (z,y) € R2, como
(z,y) = zv + yu (1483)
entonces
T(x,y) =T )+ yT(u) = 2v —yu = (x, —y) (1484)

que coincide con lo que ya se sabia. Observe que la matriz asociada es

T(x,y)<_xy)<é _01><§> (1485)

y el determinante de la matriz es —1

b) la recta y =z

En este caso si (z,y) estd sobre la recta, se tiene que (x,y) = (x,2) = x(1,1) por lo que
v = (1, 1) funciona como vector base para el subespacio.

Luego, u = (—1,1) es claramente un vector perpendicular a v por lo que se define

T(v)=v T(u) = —u (1486)

Asi, si (x,y) estd sobre el plano, en este caso

(z,y) = <x+y)v+ <_x+y>u (1487)

2 2
por lo que
T(z,y) = (‘T ; y> T(v) + (x; y) T(u) (1488)
_ (””;y)u— (_x;_y)u:(y,x) (1489)
Por lo que

ren=(2)-(2)(3)

y observe nuevamente que el determinante de la matriz es —1.
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10.3.3.2. Reflexiones en el espacio Aqui la idea es la misma que antes solo que ahora se
considera R? y ahora un plano que pasa por el origen sirve como espejo tal como indica la figura.

r
| \ -
|

|

|

|

|

|

|

L~

Figura 66: Reflexién con respecto un plano en R?

Al igual que antes, si se conoce una base de dos vectores u, v para el plano y un vector normal
al plano w basta definir la transformacién segin

T(u)=u, TW)=wov, T(w) = —w (1491)

problema 28 pdgina 321 libro de dlgebra lineal

Construya la transformacién lineal que refleja sobre el plano z+ z =10

En este caso si (,y, ) estd en el plano z = —z por lo que (z,y, 2) = (z,y, —z) = (1,0, —1) +
y(0,1,0) por lo que u = (1,0,—1) y v = (0,1,0) son una base para el plano. Como se tiene la
ecuacién normal se puede tomar w = (1,0, 1). Luego, se define

Tuw)=u T =v T(w) = —w (1492)

Para encontrar T'(z,y, z) se escribe (z,y,z) como combinacién lineal de la base; una forma de
hacer esto era resolviendo el sistema aumentado

1 0 1 |=z
0 1 0|y (1493)
-1 0 1|z
que da como solucién
10 0| %=
010 Yy (1494)
0 0 1 | ==
es decir,
Tr—z T+ z
(2,y,2) = (T)U—i-yv—i-( 5 )w (1495)
por lo que
Tr—z Tr+z
To.p2) = (557 ) T+ 7w+ (757) Tw) (1496)
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_ (%) (1,0,-1) +(0,1,0) — (‘"” ; Z) (1,0,1) = (—z,y, —2) (1497)

o bien
—z 0 0 -1 T
T(x,y,2) = Yy = 0 1 0 Yy (1498)
—T -1 0 0 z

y nuevamente el determinante de la matriz es —1

Construya la transformacién lineal que refleja sobre el plano 2z —y+ 2 =0

En este caso si (z,y,2) estd en el plano z = y — 2z por lo que (z,y,2) = (z,y,y — 2x) =
2(1,0,—2) + y(0,1,1) por lo que u = (1,0, —2) y v = (0,1, 1) son una base para el plano. Como
se tiene la ecuacién normal se puede tomar w = (2, —1, 1). Luego, se define

Tuw)=u T =v T(w) = —w (1499)

Para encontrar T'(z,y, z) se escribe (x,y, z) como combinacién lineal de la base; una forma de
hacer esto era resolviendo el sistema aumentado

1 0 2 z
0 1 -1y (1500)
-2 1 1 z
que da como solucién
100 %
0 1 0 | 2zboute (1501)
0 0 1 2z—ytz
6
es decir,
— 2 5 2x —
gy = (TFY =2y (ZEdoute) L (2oyte) (1502)
3 6 6
por lo que
r+y—=z 204+ 5y + 2 20 —y+ 2
T(w,y,2)= | —5— )T+ |—F— | T+ (—F— ) T(w) (1503)
_ 9 920 —
= M (1,0’_2)4_ w (0,1’1)_ w (2,_1,1) (1504)
3 6 6
—r+2y—2z 224+2y+2z —x+y+2z
= 1505
( 3 ’ 3 ’ 3 ( )
o bien
(—z+2y —22)/3 12 2 x
T(x,y,2) = (2x 42y +2)/3 =3 2 2 1 Yy (1506)
(—x+y+22)/3 -1 1 2 z

y nuevamente el determinante de la matriz es —1
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10.4. Ejes Principales y Angulo de Rotacién

En el teorema anterior se vio que la forma cuadratica f(x) = 7 Az podia transformarse bajo
el cambio de variable y = CTz en f(z) = y? Dy. En general, las ecuaciones para las secciones
coénicas y superficies cénicas son de la forma

2T Az + Bz +1=0 (1507)

donde A es una matriz n X n, B un vector 1 X n y [ un ntimero real.
Bajo el cambio de variable anterior la ecuacién se transforma en

yI'Dy+ BCy+1=0 (1508)

v la idea es aplicar la técnica de completar cuadrados para reconocer la expresién anterior como
una de las ecuaciones cénicas.

Los vectores propios que forman la matriz C' se llaman los ejes principales de la cénica.

También es posible escoger los vectores propios de forma que det C' = 1. En tal caso, por lo
dicho anteriormente la matriz C' puede escribirse como una matriz de rotacién y el angulo de
rotacién 6 se halla tomando cos™! de la primera entrada de la matriz C.%

Asi, se ha llegado al siguiente algoritmo

Teorema 165. Algoritmo para identificar una seccién o superficie cénica
1. Hallar primero la matriz simétrica A asociada a la ecuacién de la cénica

2. Usar el proceso de diagonalizarla ortogonalmente, es decir, hallar una matriz C' ortogonal
y una matriz D diagonal tal que D = CTAC

3. Escoger la matriz C' de modo que det C' =1

4. En el caso de una matriz 2 x 2, reescribir C' como una matriz de rotacién para hallar el
angulo de rotacion

5. Usar el cambio de variable y = CTx o bien 2 = Cy para eliminar los términos mixtos de
la ecuacion

. Identificar la cOnica en estas nuevas variables

Problema 166. problema 5 tercer examen parcial 1 ciclo 2011

La ecuacién 5z2 — 42y + Sy = 36 corresponde a una seccién cénica.

a) Determine una transformacién lineal T'(z,y) = (2/,3) tal que al efectuar este
cambio de variables, la ecuacién resultante esté en forma canénica.

La ecuacién anterior puede escribirse como

_ 2 2 _ 5 -2 xr .
0=>52" —day+8y* —36=(z y ) ( o g y 36 (1509)
Lo primero que hay que hacer es hallar los vectores y valores propios de

A= ( 5)2 *82 ) (1510)

8Este método solo funciona para matrices 2 x 2 puesto que se necesita més de un 4dngulo para rotar un objeto
en mas dimensiones.
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y ellos son
A1 =90 =(-1,2) (1511)

Ao =4, va =(2,1) (1512)
como interesa diagonalizar ortogonalmente la matriz hay que normalizar los vectores

A =9, up = <7% %) (1513)

2 1
7 %) (1514)

La matriz C' de vectores propios columna debe tomarse de forma que det C' =1

)\2:4, U2:(

C=( u ul)Z%(? 21) (1515)

y el cambio de variable es

()= (0) =55 2)(0) 516

_ % ( _Q;Cigy ) (1517)

Luego la transformacién lineal que realiza el cambio de variables es:

2r+y z+2y) (1518)

) = (250 =

b) En un mismo grafico, trace los ejes coordenados z,y los ejes coordenados z’,y
y la seccién cénica
La ecuacién de la seccién cénica antes del cambio de variable es

(« y)<_52 82><Z)360 (1519)

/
y bajo el cambio de variable ( z, ) =CT (

)
(a y’)(é 8)(:;:)—36:0 (1520)

realizando el primer producto

/

la ecuacién anterior se transforma en

/!
(42" 9y') ( ”y”, ) ~36=0 (1521)
realizando el producto
4(z')? +9(y')* = 36 (1522)
dividiendo por 36
(@) ()?
=1 152
o T2 (1523)
y tomando
a=3,b=2 (1524)
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la ecuacién cénica anterior se convierte en una elipse de semiejes a y b centrada en el origen.
Para hallar el &ngulo sabemos que

1 2 -1 cos) —sinf
0_%(1 2 )_(sint? cos 6 ) (1525)

por lo que
2
cosf = — (1526)
V5
y asi
0 = 26° (1527)
(1528)

\

Figura 67: 522 — 4ay + 8y = 36

Problema 167. problema 5 tercer examen parcial reposicion I ciclo 2008

Considere la cénica con ecuacién 3z2 + 10zy + 3y + 4v/2(—x + y) = 16. Los valores
propios de la matriz ( g g )son -2y 8.

a) Efectie un cambio de variable apropiado de manera que la ecuacién en las
nuevas variables no contenga el término mixto. Escriba la ecuacién en esas nuevas
variables.

La ecuacién puede escribirse como

0 = 322 +102y+3y*+4v2(~a+y)-16 = (= y ) ( 2 g ) ( “; )+( 42 4V2) ( :; )16
, (1529)
(1530)

w ot
N—
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su valores y vectores propios son
)\1 = 8,’()1 = (1, 1) (1531)

Ao = —2,09 = (—1,1) (1532)

nuevamente se normalizan los vectores

)\1 = 8, Uy = (1, 1) (1533)

Ay = —2,up = —=(—1,1) (1534)

1 /1 -1
C = % < L ) (1535)
Haciendo el cambio de variabl TN _er( T Yo L] * ti
aclendo €l camplo de variables y, = y = \/5 71 1 y se tiene que
v =1 (z+
{ ﬂE ) (1536)
)

La ecuacién puede escribirse como

Gy (g %) (5 )+ -2 vy o5 () 7 )(5)-16=0 e

realizando el producto matricial de las tres matrices del primer término y el producto de las dos
ultimas matrices del segundo término

8(x )2 —2()* +( -4 4) ( i: N z: ) ~16=0 (1538)

realizando el producto matricial
8(x")2 —2(y )2 — 42’ —y) +4(2' +9) —16 =0 (1539)

simplificando la ecuaciéon anterior

8(2')? —2(y)* +8y' —16 =0 (1540)
dividiendo por 2
A = [(y')? -4y’ +8] =0 (1541)
agrupando los términos
42 = [(y —2)* +4] =0 (1542)

pasando la constante al lado derecho

4(2")? —(y —2)* =4 (1543)
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dividiendo por 4
!/ 2 2
()2 - % =1 (1544)

b) Haga un grafico de la cénica
Se puede notar de lo anterior que la ecuacién es la de una hipérbola centrada (segiin los ejes
2',y") en (0,2). Los ejes 2/, y" estdn rotados un dngulo de

1
cos =ej-u; = 7 (1545)
0 = 45° (1546)
' X'
y 14
45°
I3 —IZ —Il 0 ]I. é
14

Figura 68: 322 4+ 10xy + 3y + 4\/5(—,@ +y) =16

Problema 168. problema 4 tercer examen parcial reposicion III ciclo 2010

La ecuacién

2
722 4+ V12zy — 2v6x2 + 5y — g\/ﬁyz +622=2 (1547)

corresponde a una superficie cuadratica

a) Muestre que uno de los valores propios de la matriz de la forma cuadréatica
correspondiente es 10 y determine los otros dos

La forma cuadratica asociada a la ecuacién anterior es

7T V3 V6
A= V3 5 V2 (1548)
V6 —v2 6
para hallar los valores propios de calcula
T-X V3 V6 7—A V3 -6
det(A—M)=| V3 5-X —v2 [V2fitfs| V3 5—X /2 (1549)
-6 -2 6-2) 0 V24— 44—
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ToA VB VB ft 7oA BB 0
=(A-XN| V3 5-x -2 yg——%(A—A) V3 7=\ 0 (1550)
o vz o1 | hEh 0 V3o
= (4= N9 — 14N+ A2 —9) = (4 — A)(A2 — 14X +40) = (4 — M)A —10)(A —4)  (1551)

por lo que los valores propios son A = 4,10

b) Encuentre explicitamente una transformacién lineal de modo que la forma
cuadratica dada sea transformada en una forma cuadratica sin términos mixtos
Ahora hay que diagonalizar ortogonalmente la matriz A. Primero se buscan los vectores propios

correspondientes
espacio caracteristico de A\ = 4
Se considera

y la matriz escalonada reducida es

1 8 _ 6
3 3
0 O 0
0 O 0
y asi
b V3. V6,
-3V
por lo que
3 6
(:Caywz):y —£,1,0 + £5071
3 3
si
v = (—?,1,0) Vo = (?,0,1)

se normalizan segin Gramm-Schmidtt

V1 < 1 \/g 0>
Uy = 77 = a8 a6 0
E 2" 2
vy — Proyy, va (1 1 \/5)
U=y = 7 — Y~ =y =
27 Jloa = Proyg,vel ~ \2°2V3°V3

espacio caracteristico de A = 10
Se considera la matriz

3 VB 6
A—10I = V3 -5 =2
V6 -2 4
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y la matriz escalonada reducida es

(1560)

=SSk

es decir

T = %z y=——=z (1561)

luego, un vector propio es

vy = (—%,—%,1) (1562)

s = (%% %) (1563)

y normalizando

Luego se toma

4 0 O
D=0 4 0 (1564)
0 10
y
_1 1 _ 1
) 72
P-4 2 % (1565)
0o V2
V3 \/_

para que el determinante de la matriz sea 1 se intercambian las dos columnas primeras por lo
que se usa

1 _1 1
2 \/g V2
1 3 1
C= Wi 2 % (1566)
V2 0 1
V3 V3
y asi
D=CTAC (1567)
Para encontrar la transformacién lineal se usa el cambio de variable y = CTx donde y =
x! x
Y | vx=| y | vy de estaforma
z z
1 1 V2 oy Y
z 2 25 V5 z 3t avs T
y | = 1B y | = 1y i (1568)
% 3 A P a7 Ly L,
V2 NCIRYES V2 ved T BF
por lo que la transformacién es
y V2z 1 V3 1 1 1 >
T(x,y,z) = + —=+ T+ =Y, ——F=r— —=y+—=z 1569
@02) = (54505 + Lo g+ Sn-sr - Tyt (1569)

c) Identifique cudl es la superficie cuddrica en los nuevos ejes coordenados.
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La ecuacion era

2
722 4+ V12zy — 2v/6x2 + 5y? — g\/ﬁyz +622=0 (1570)

que se puede escribir como
x

(z y z)A y | =2 (1571)

bajo el cambio de variable y = CTx lo anterior corresponde a

x
( vy 2 )D y | =2 (1572)
z
o bien
42" +4(y)? +10(2")? =2 (1573)

Claramente es un elipsoide centrado en el origen pues la ecuacién anterior es equivalente a
\2 /\2 N2
(z') ) (z')
1

+ +
(%)2 2

2
1
() (&)
10.5. Ejercicios Adicionales
10.5.1. Soluciéon Tercer Examen Parcial | Ciclo 2012

=1 (1574)

Problema 169. Considere la transformacién T : R?> — R? definida por el criterio
T(‘Tayaz):(2‘T—y+za$_y+zay_z) (1575)

a) Demuestre que T es una transformacién lineal
Sea u = (x,y,2) y v = (2/,y,2'). Observe que

T(u+tv) =T((x,y,2) +t',y,2")) =T+t y +ty, 2z + t2) (1576)

=Q2@+td)—(y+ty)+z+t v+t — (y+ty) +z+t2 y+ty — (z+t2))  (1577)

=Rz —y+z,x—y+z,y—2)+t2 —y +22 -y + 2y —2) (1578)

= T(u) + tT(v) (1579)

por lo que la transformacién es lineal
b) Determine una base para el nicleo de T
Para encontrar una base del nicleo observe que si (z,y, z) € Nuc(T) entonces

2z —y+z,2—y+2y—2) =(0,0,0) (1580)
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o bien hay que considerar la matriz

2 -1 1

1 -1 1

0 1 -1
y se llega a

10 O

0 1 -1

0 0 O

por lo que

y de esta forma
(,9,2) = (0,2,2) = 2(0,1,1)

Por lo que
Nuc(T) = C1{(0,1,1)}

c) Determine una base para la imagen de T
Si (a,b,c) € Img(T) debe existir (z,y, z) tal que

(a,byc) = 2x —y+z,2 —y+ 2,y — 2)

o bien se considera la matriz aumentada

2 -1 1 a
1 -1 1 b
0O 1 -1 |c¢

y haciendo Gauss-Jordan se llega a
1 0 O b+c
01 -1 c
0 0 O a—2b—c

por lo que debe tenerse a = 2b + ¢ y luego

(a,b,¢) = (2b+ ¢, b,¢) = b(2,1,0) + ¢(1,0,1)

es decir
Img(7') = C1{(2,1,0),(1,0,1)}

d) Justifique si la transformacién T es invertible o no

(1581)

(1582)

(1583)

(1584)

(1585)

(1586)

(1587)

(1588)

(1589)

(1590)

(1591)

No es invertible pues tendria que ser inyectiva pero no es inyectiva ya que Nuc(T) # {0}
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Problema 170. Considere en R? la base B; = {v;,v2} donde v; = (3,4) y v2 = (—2,1),
y sea By = {w;,w;} otra base de R? donde w; = (2,1) y ws = (—1,2)
transformacién lineal T : R? — R? tal que

Considere una

2 0
1y, = -1 7 (1592)
3 5

donde C es la base canénica de R?

a) Halle la matriz de cambio de base [I| g;

Se considera la matriz aumentada
3 -2 12 -1
< 41 ‘ 1 9 ) (1593)

haciendo Gauss Jordan se llega a

1ol & 2
5 1 ) (1594)
( 01 ‘ 1
por lo que
5 4 3
)5, ( R > (1595)
1 11
b) Calcule [T]g2
Observe que c c o s
[T]32 =[To I]B2 = [T]31 [I]B; (1596)
2 0 4 3 1 1
=1 -1 7 ( A1 ) = % % (1597)
3 5 T 11 L
¢) Si v =2w; — bwsy, determine T'(v)
Observe que [v]p, = _25 > Por otro lado, como T'(v) = [T'(v)], entonces
8 6 _ 4
— ¢ | e & 2\ _ds
T(v) = [T]p, [v]p, = R 5)7 @ (1598)
1 11 11
3 2 4
Problema 171. Considere la matriz A= | 2 0 2
4 2 3
a) Demuestre que A =8 y A = —1 son todos los valores propios de la matriz A
Observe que
3—X 2 4 3-\ 2 4
det(A — M) = 2 —-A 2 —2fs + f§ 2 —A 2 (1599)
4 2 3-—-2A 0 242X —1-—2A
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3—X 2 4 | afs+n 3—A 10 0

=(1+AN)| 2 =X 2 | 5nn @EXN] 2 =A+4 0 (1600)
0 2 1| = 0 2 ~1

=—(1+N)[-3A+12+ X —4X—-20] = —(1+ M)A —-8)(A+1) (1601)

por lo que los valores propios son —1,8
b) Calcule los subespacios propios, correspondientes a los valores propios anterio-
res de A

caso A = —1
Se reduce
4 2 4
A+I=1| 2 1 2 (1602)
2 4
y se llega a
1 41
0 0 O (1603)
0 0 O
por lo que z = —z — %y y asi
1 1
Por lo que
1
Vieo1 = Cl{(l,(),l), <0,1,§)} (1605)
caso A =8
Se reduce
-5 2 4
A-8I= 2 -8 2 (1606)
4 2 =5
y se llega a
1 0 -1
01 -1 (1607)
0 0
por lo que
1
r=z y=352 (1608)
y asi
1 1
(z,y,2) = <z, =2z, z) =z (1, =, 1> (1609)
2 2
Por lo que

Vies = Cl { (1, % 1) } (1610)

c) Determine si A es diagonalizable o no. En caso de que lo sea, encuentre una
matriz P invertible y una matriz D diagonal que cumplen la condicién P~'AP = D
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A es diagonalizable pues existe una base para R® formada por vectores propios de A pues
dim V= _1 + dim V),_g = 3. Se puede tomar

-1 0 0 1 0 1
D= 0 -1 0 p=| 0 1 1 (1611)
0 0 8 -1 -1 1

aunque esta no es la tinica opcién posible para P

Problema 172. Considere la cénica cuya ecuacién es 5z — 2xy + 5y = 4

a) Realice una rotacién de los ejes z,y de modo que en los nuevos ejes la ecuacién
de la cénica esté en su forma candnica

La matriz simétrica asociada es
5 -1
A= < 1 5 > (1612)
y sus valores propios son A = 4,6
Los valores propios con sus vectores propios y vectores propios normalizados correspondientes
son

1 1
)\1 =4 v = (1, 1) Uy = (—, —) (1613)
2 V2
A 6 (-1,1) ( LI ) (1614)
= Vo = (— 5 Uo = ——=, =
2 2 2 5 /5
Luego se toma
40 % —
D— o= F 1 (1615)
0 6 = =
V2 V2

Tomando el cambio de variable

(Zjﬁ )CT<;”> (1616)

la ecuacién 5z2 — 22y + 5y = 4 se convierte en
4(2) +6@) =4 (1617)

b) Identifique y grafique la cénica en su posicién normal en los nuevos ejes carte-
sianos

Como
1) +6(@y) =4 (1618)
entonces 3
(') + 5 ) =1 (1619)
o bien ( /)2
"2 Y
(") <ﬁ)2 (
V3

y claramente es una elipse como indica la siguiente figura
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Figura 69: ejercio elipse

c) Encuentre el dngulo de la rotacién
Se escribe C' como ) "
cosf —sin
¢= < sinf  cosf > (1621)

por lo que es claro que

1
cos = — 1622
7 (1622)
por lo que
0 = 45° (1623)
10.5.2. Tercer Examen Il Ciclo 2012
Problema 173. Considere la cénica 922 — 4zy + 6y — %z - 2—\%y =5

a) Realice una rotacién de los ejes de modo que en los nuevos ejes la ecuacién
de la cénica esté en su forma candnica, para ello diagonalice la matriz apropiada
A y encuentre la matriz C de modo que el cambio de variable y = CTz elimina los
términos mixtos de la ecuaciéon anterior.

b) Identifique y grafique la cénica en su posicién normal en los nuevos ejes carte-
sianos, indique ademas los vectores que generan los nuevos ejes.

c) Calcule el angulo de rotacién

La ecuacién de la cénica se puede escribir como

(zy)(QQ _62)(§)+(—17% —%)(i)zf) (1624)

Se calculan los valores propios de A = ( _92 _62 ) :

9-A =2
-2 6-A
por lo quelos valores propios son 5, 10.
Los vectores propios correspondientes son los siguientes:
caso A =5

= 54—9A\—6A+A?—4 = 0 es decir A2—15 450 = 0 0 bien (A — 5) (A — 10) =0
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4 —9 2f2+f1 0 0
A—51 = ( 9 1 ) ( 9 1 ) Por lo que {y:2x y de esta forma(z,y) =

(z,2z) =z (1,2). Como se ocupa un vector de norma 1 se toma v; = (\/Lg, %)
caso A =10

S I . S
A-101 = < 9 4 > < 0 0 > Por lo que {x: —2y ydeesta forma(x,y) =

(—2y,y) =y (—2,1). Como se ocupa un vector de norma 1 se toma vy = (—%, %)
- —= cosf —sinf
Finalmente se toma C = ( V1 U2 ) = < \ég 1‘/5 ) = ( sin®  cosd > Se sigue de lo
Vs VB
anterior que el d4ngulo de rotacién es 6 ~ 63°. Los ejes x’, 1’ corresponden a los vectores vy, vs.
o)

o 0
La matriz diagonal es D = ( 0 10
/!
Luego bajo el cambio de variable ( gyc/ ) =C7T ( gyc la ecuacién de la conica se convierte

en
(IR B (E F) ()
0 10 y Ve VE = = Y
P 5 0 ! _ '\
(z y)(om . +(—-10 0) y )= (1626)
o bien
5(2)° +10(y)° — 102’ =5 (1627)
Dividiendo por 5
?42(y) -2 =1 (1628)
o bien
(' —1)° +2(y)° =2 (1629)
es decir )
('T/ — 1) 2

+y?=1 (1630)

(v2)’

por lo que la ecuacién de la conica es una elipse centrada en (1,0) con semiejes v/2 y 1. El dibujo
seria el siguiente
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Figura 70: Seccién cénica

(1631)

(1632)
1 -2
Problema 174. Sea T : R? — R? transformacién lineal tal que [T]g = 1 =5
1 -6

con C la base canénica de R* y B = {v; = (1,0,2) v =(0,1,—-1) wv3=(0,1,0)} base
de R3.

a) Encuentre T'(x,y)

b) Explique si T es sobreyectiva

c) Calcule [v] si T'(v) = 2v; + 5v + 6v3

a) Observe que

[T(0)] = [Tl Wle (1633)
es decir,
1 =2 . T — 2y
ol ={ 1 (4)- = (1634)
por lo que
T(z,y) = (xr —2y)(1,0,2) + (z — 5y) (0,1,—1) + (—x — 6y) (0, 1,0) (1635)

(1636)
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b) Para ver si T es sobreyectiva si (a, b, ¢) estd en la imagen de T se existe (z,y) con T'(z,y) =
(a,b,c) por lo que se considera el sistema aumentado

1 -2 |a 22 /1 o e \ZT2 /1 2 4
0 —11 | b 0 —11 b 0 1 - (1637)
1 1 c 0 3 c—a 0 3 c—a
2fa+f1 1 0 a—f—ll’
2f2+f1 )
—3f2+f3 0 1 11 (1638)
— " \0 0 |c—a+2

. 3b Y . .

Luego se requiere que ¢ — a + 7 = 0 y por esta restriccion T' no podria ser sobreyectiva pues la
imagen va a ser de dimension 2.

¢) Observe que T'(v) =2(1,0,2)+5(0,1,—1)+6 (0, 1,0) (2,11,—-1) = (a, b, ¢). Observe que

por la matriz aumentada anterior z = a— %1 =0yy=— 1 —1, es decir,7(0,—1) = (2,11, —-1).

Problema 175. Considere la transformacién lineal 7 : R* — R? dada por T (z,y,2) =
(x,y — z, z) y considere las bases B = {(0,0,1),(1,1,0)(1,0,1)} y B, = {(1,0,0) (0,1,0) (0,1,1)}
de R3

a) Halle [T,

b) Halle [I]},

c) Use a. y b. para encontrar [T

d) Determine Nucl(T')

e) Justifique que T es invertible y calcule [T 1

a) Como T(0,0,1) = (0,—-1,1) T (1,1,0 (1,1,0) (;f T(1,0,1) = (1,—1,1) para [T]g se
0 1 1 1 1
forma la matriz aumentada 0 1 0 71 1 y haciendo Gauss Jordan se llega a
1 01 0
1 00 0 0 -1 0
01 0|—-1 1 —1 | porloque[T]gz= —1 1 —1
0 0 1 1 0 2 1 0 2
01 17100
b) Se considere la matriz aumentada | 0 1 0 |0 1 1 y haciendo Gauss Jordan se
1010 0 1
10 0| -1 1 2
llegaa | O 1 O 0 1 1 por lo que |
0 0 1 1 -1 -1 (

c¢) Se usa que

118 = [P 1) = (15 15, = Lo [1)f, = 15 w5 1E, = (15) " w15,

(1639)
. 0 1 1
Como ([I]gl) =| -1 1 —1 | setiene que
1 0 1
0 1 1 0 0 -1 -1 1 2 0 1 1 -1 1
[T]31: -1 1 -1 -1 1 -1 0 1 1 = -2 1 =2 0 1
1 0 1 1 0 2 1 -1 -1 1 0 1 1 -1
(1640)
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1 0 0
=01 -1 (1641)
0 0 1
d) Si T(z,y,z) = (0,0,0) entonces (x,y — z,z) = (0,0,0) y se observa que x =0,y =0,z =0

por lo que T es inyectiva y Nuc(T') = {0}
e) T es invertible por lo anterior y como [T7] o= ([T]C)f1 hay que calcular primero [T].

T 1 0 0 T
Como T(z,y,2) = (z,y — 2,2) se tiene que | y—z 01 -1 y | por lo que
z 0 0 1 z
1 0 O
T]lo=1 0 1 —1 | yluego
0 0 1
1 0 0
[T7e=1011 (1642)
0 0 1
1 0 1
Problema 176. Considere la matriz A=| 0 -2 0
0o 0 -2

a) Determine que los valores propios de A son 1y —2

b) Calcule los subespacios propios, correspondientes a los valores propios anterio-
res de A

c) Encuentre una matriz C' y una matriz D diagonal tal que C~'AC = D

a) Para los valores propios se considera

1—A 0 1
0 —2-2A 0 =(1-=N)(2+))? (1643)
0 0 —2 -\

y claramente los valores propios son 1 y —2
b) Para los subespacios propios se hallan las bases de vectores propios
caso\ =1

0 O 1 0 0 1
A-I=10 -3 0 — | 0 1 0 (1644)
0 0 -3 0 00
porloquey=0 z=0y (z,y,2) = (2,0,0) = 2(1,0,0) y Vae; = C1{(1,0,0)}

caso A = —2

1
0 (1645)
0

por lo que z = =3z y (z,y,2) = (z,y,—3x) =z
Cl{(1,0,-3),(0,1,0)}
¢) Se puede tomar

1 1 0 1 0 0
c=(0 o 1 D=|0 -2 0 (1646)
0 -3 0 0 0 -2
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11. Resumen de Resultados Importantes

A continuacién se presenta un resumen de cada uno de los capitulos estudiados durante el
curso.

11.1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

= Resolver un sistema de n incégnitas es equivalente a encontrar los puntos de
interseccion de los “hiperplanos” correspondientes que representan tales ecua-
ciones lineales.

= El nimero de soluciones para un sistema de n incégnitas con cualquier nimero
de ecuaciones son cero soluciones, una soluciéon o infintas soluciones.

Definicién 177. Una matriz es escalonada si es nula (es decir, todas sus entradas son 0) o si
Si una fila posee algin coeficiente distinto de 0, el primero de estos coeficientes debe ser un 1
El primer 1 de cualquier fila debe estar a la derecha del primer 1 de las filas anteriores (es

decir, las que estdn por encima de la fila)

Las filas que son nulas aparecen al final de la matriz
Una matriz es escalonada reducida si es escalonada y si por encima del primer uno de cada
fila solo hay ceros.

Algoritmo de Gauss Jordan:

1. Dado un sistema de ecuaciones lineales encontrar la matriz aumentada(A | b) que representa
al sistema

2. Mediante la aplicacién de operaciones elementales reducir la matriz aumentada a su forma
escalonada reducida

3. Una vez que se tiene su forma escalonada reducida se procede a reescribir la matriz escalon-
ada reducida como un sistema de ecuaciones lineales para el cual se despejan las incégnitas

Definicién 178. El rango de una matriz A es el nimero de filas no nulas que tiene la matriz
escalonada reducida equivalente a A. Se denota Rng(A). El rango de un matriz aumentada (A | b)
es el niimero de filas no nulas que tiene la matriz aumentada escalonada reducida equivalente a

(A|b). Se denota Rng(A | b)

Teorema 179. Para cualquier sistema de ecuaciones lineales con m incognitas siempre se tiene
que Rng(A) < Rng(A | b). Las soluciones de tal sistema se relacionan con el rango de su matriz
correspondiente sequn:

Rng(A) < Rng(A | b): En este caso el sistema no posee soluciones

Rng(A) = Rng(A | b) = m: En este caso el sistema posee una unica solucion.

Rng(A) = Rng(A | b) < m: En este caso el sistema posee infinitas soluciones caracterizadas
por m — Rng(A) variables libres.
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11.2. Teoria Elemental de Matrices

Teorema 180. La transposicion de matrices tiene las siguientes propiedades:
= Rug(A) = Rug(A")
= Si A,B € M(n,m,R),

(A4 B)T = AT + BT (1647)
= Si Ae M(n,m,R),Be M(m,s,R)
(AB)T = BT AT (1648)
= Si A€ M(n,m,R),
(ATYT = A (1649)

Definicién 181. A € M(n,R) se llama invertible o no singular si existe una matriz B €
M(n,R) tal que AB = BA =1, y se dice que B es una inversa de A.

Teorema 182. Si A, B € M(n,R) y A, B son invertibles se tiene entonces que:

(A H =4

(AB)"! = B~tA-1

(AT)fl — (Afl)T

Si A € M(n,m,R) hacer una operacion elemental fila sobre A es equivalente a multiplicar a
A por la izquierda por la correspondiente matriz elemental de orden n. Es decir,

B=E,(af)A+— AYiB
B=E,(fi, f)A+ AZIB (1650)

B = Ey(afi + f;)A «— A B

Ademds, cada una de las matrices elementales son invertibles y sus inversas son

(En(afi»il = En(%fz)
(En(fiafj))_l = En(fiafj) (1651)
(En(afi+ f;))"" = En(—afi + f;)

Sea A € M(n,R). Las siguientes condiciones son equivalentes:
A es invertible

Ax = b tiene solucion dnica para todo b

Ax = 0 tiene solucion iunica

Rng(A) =n

A es equivalente a 1,

A es un producto de matrices elementales

Algoritmo para calcular la inversa de una matriz cuadrada

1. Si A es una matriz n x n formar la matriz n x 2n [A | 1,] que se obtiene al adjuntar la
matriz identidad con la matriz dada A

2. Reducir mediante operaciones elementales la matriz A a su forma escalonada reducida C'
y aplicar las mismas operaciones elementales a la matriz 1,, para producir una matriz D

3. Al final del algoritmo se ha pasado entonces [A | 1,,] — [C'| D] y se tienen dos casos:

caso 1: si C =1,, entonces D = A~!
caso 2: si C # 1,, entonces A no es invertible y no existe A~*.
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11.3. El Determinante de una Matriz Cuadrada

Definicién 183. Si A es una matriz n x n A;; significa la matriz (n — 1) x (n — 1) que resulta
de eliminar la fila ¢ y la columna j. Para tal matriz A se define el determinante de la matriz
A a lo largo de la i-ésima fila como

ail; a2 -+ Qin
az1 Q22 -+ 42p i1 :

det A=| | o | = (D) an det(An) 4+ -+ (1) ain det(Ain)  (1652)
an1 an2 T Ann

los signos en los que aparecen los coeficientes pueden leerse de la matriz de signos alternados
correspondientes

+ -+
— + —
1653
. (1653)
Teorema 184. Sea
aip aiz2 -0 Qlp
Q21 Q22 - Q2p
A,::(aﬁ)nmn:: . . (1654)
an1 Qap2 - Qnn
Y
bir b1z -0 bin
bar baa - bap
B = (bij)nan = . . (1655)
bnl bn2 o bnn
dos matrices nxn. Suponga que se representan las filas de A y B como Ay, As, -+ ,An,B1,Bs,-++ , By.
Entonces se tiene que
det A =0 si alguna fila de A es nula
det A = 0 si alguna columna de A es nula
st
Ay
Ag
A = : (1656)
aA,
An
es la matriz que resulta de multiplicar toda una fila de A por un nimero real entonces
det A’ = avdet A (1657)
es decir, el determinante “saca numeros reales”. En particular
det(ad) = a™ det A (1658)
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st se intercambian dos filas de A entonces el determinante cambia de signo, es decir

A A
Ay A,

det |+ | =—det| : (1659)
A, Ay
An An

st se realiza una combinacion lineal de filas el determinante no cambia, es decir,

Ay Ay
Ay Ay
det = det (1660)
A, aAi + A
A, A,

la funcion determinante es lineal en cada fila es decir, si

ail ai2 te Q1n
a1 a2 te A2
- - : (1661)
a1 +bi1 ap b - i+ b
anl an2 Tt Ann
entonces
ai; a2 -+ Qin ail; a2 -+ Qin
a1 Qa2 - A2n az1 Q2 -t 42p
det A = det ’ ] + det (1662)
a1 Q2 - Gip bii b2 -+ bin
an1 an2 e Ann an1 an2 e Ann

notese que todas las filas salvo la i-ésima son las mismas en los tres determinantes que es la que
se separa en dos partes.

det1,, =1, es decir, el determinante de la matriz identidad es 1.

det A = det AT, es decir, el determinante de una matriz es iqual a de su transpuesta

El determinante de un producto de matrices es igual al producto de los determinantes respec-
tivos, es decir,

det(AB) = det(BA) = det Adet B (1663)
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Definicién 185. Si A es una matriz n xn se define la matriz adjunta de A como la transpuesta
de la matriz de cofactores, es decir,

T
€11 C12 -+ Cin €11 €1 - Cnl
. €21 C22 -+ Cop €12 C22 -+ Cn2
adjA = . = . (1664)
Cn1 Cn2 " Cpn Cin Cop - Cnn
donde se define el cofactor c;; de a;;
Cij = (71)i+j det(Aij) (1665)

Teorema 186. Suponga que A es una matriz n X n. A = (Ay,..., A,) donde A; es la i-ésima
columna de A. Suponga que det A # 0 y que Az = b. Entonces el sistema anterior tiene solucion

T
T2
inica x = . donde
Tn
det(Aq1, -+ ,A;-1,0, A1, A
T = (A1 =5 il n) (1666)
det A
Definicién 187. Si = (x1, -+ ,x,) es una matriz 1 x n se dice que = es un vector fila de
x1
T2
tamano n. Si x = . es una matriz n x 1 se dice que x es un vector columna de
Tn

tamano n.
Si vy, va, -, Uy son m vectores (fila o columna) de tamafio n y ¢, , ¢y, son m nimeros
reales a cualquier vector de la forma

V= C1U1 + CoUg + -+ + CrUm, (1667)
se le llamara una combinacion lineal de los vectores v, ..., vp,.

Teorema 188. Suponga que se tiene que un vector v y se quiere determinar si es combinacion
lineal de los vectores vy, -+ ,v,,. Entonces se escriben los vectores v,vy, -+ , v, como vectores
columna y se construye el sistema aumentado (A | v) donde A es la matriz cuyas columnas son
V1, ,Um. Luego, si el sistema tiene solucion unica o solucién infinita, entonces v si es
combinacion lineal de los vectores vyi,--- ,vm. Por otro lado, si el sistema es inconsistente,
v no es combinacion lineal de vy, - ,vy,.

Definicién 189. Sean vy, --- ,v,, vectores de tamano n.

V1, , Uy son vectores linealmente independientes (I.i) si ningtn vector entre ellos puede
escribirse como combinacién lineal del resto.

V1, ,Um son vectores linealmente dependientes (I.d) si al menos un vector entre ellos
puede escribirse como combinacién del resto.

Teorema 190. Suponga que v1,--- , vy, son m vectores columna de tamano n. St A es la matriz
con vectores columna v;, es decir, A = (v1,- - ,Um). Tales vectores son l.d si el sistema homogéneo
Ax =0 (1668)
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tiene una solucion no nula. En caso contrario, es decir, si Ax = 0 solo tiene la solucion trivial
x =0 entonces v, - , Uy, son vectores L.i.
Sea A una matriz n X n. A es invertible si y solo si det A £ 0. En tal caso,

A7l = deiAade (1669)
En particular, las siguientes condiciones son equivalentes

A es invertible

Ax = b tiene solucion dnica para todo b

Ax = 0 tiene solucion iunica

Rng(A) =n

A es equivalente a 1,

A es un producto de matrices elementales

det A #0

A tiene inversa derecha

A tiene inversa izquierda

Los vectores fila de A son linealmente independientes

Los vectores columna de A son linealmente independientes

11.4. Geometria Vectorial en R"

Sean U = (21,2, - &), U = (Y1, Y2, - »yn) dos vectores de R™. Se define el producto
escalar U - ¥ como
77 =T1Y1 + Tay2 + - + TnYn (1670)

a su vez, se define la norma de U como

|2 = VT T = \Jai+ad+tal (1671)

Teorema 191. Sean U,V , W tres vectores en R" y A € R™. Las siguientes propiedades son
vdlidas para el producto escalar y la magnitud de un vector:

T T>0sid#£0

7~7:05iysolosi7:0

U-T =7
U-AU)=0\U)- 7 =NU-7)
U (T+E) =" -T+4- 0
1Z]| >0
||Z|\:()siysolosi7:0
| =

|7 -7 =7 -7

Desigualdad de Cauchy-Schwarz: |4 - 7| < ||Z|||7|
Desigualdad Triangular: |4 + 0| < |7 ||+ | V||

Si @, son dos vectores no nulos en R™, se define el angulo 0 entre los vectores como

7~7]

0= cos” M?M?n (1672)
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Si 7, T son dos vectores no nulos en R"™, se dice que son ortogonales o perpendiculares
si

U-T =0 (1673)
%
Si 7, b son dos vectores en R™ no nulos se define la proyeccion ortogonal de d sobre
b como
%
o d-b—
Proyp'd = H_>—2 b (1674)
v

%
y a - Proy—b>7 se conoce como la componente de a ortogonal a b.
Sean ¥ = (v1,v2,v3) ¥y W = (w1, ws,w3) dos vectores en R3. Se define el producto cruz
entre 7 y COImo

VX W =

V2 U3
w2 w3

U1 U3
w1 w3

U1 V2

62‘+
w1 Wy

es (1675)

€1 —

la féormula anterior puede obtenerse desarrollando el siguiente “determinante”

€1 €2 €3
77 X 13 = V1 V2 V3 (1676)

w1, W2 wWs

donde estrictamente hablando lo anterior no es un determinante pues en la primera fila hay
vectores en vez de niimeros, pero si se desarrolla el determinante anterior a lo largo de la primera
fila y se tratan los vectores canénicos como si fueran nimeros entonces se recupera la férmula
anterior.

el producto cruz no es asociativo: es decir, es importante mantener los paréntesis en las
operaciones del producto cruz ya que en general

(Tixb?x?#?x(?x?) (1677)
el producto cruz es anticonmutativo: es decir,
Txb =-bxd (1678)
d % Zsiempre es un vector perpendicular tanto a @ como a ?
Si @, b son dos vectores entonces la magnitud del producto cruz es

Hﬁx?wwﬁwﬁhme (1679)

donde 6 es el angulo entre los vectores. R
Si 7, b son vectores de R? el 4rea de un paralelogramo con lad_c;s 7, b es igual al valor
absoluto del determinante de la matriz formada por los vectores 7, b escritos en fila. Es decir,

H
si @ = (z1,51) b = (22,y2) entonces

area =
T2 Y2

det ( T >‘ = |z1y2 — T2y1] (1680)

é
el area de un paralelogramo con lados 7, b es igual a la magnitud del producto

) —
cruz de los lados, es decir, a H? x b H .

— —
el volumen del paralelepipedo con lados d,b,7 es H( b x ?) . 7”
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11.5. Rectas y Planos en R”

— —
La recta [ con direccién b y punto @ son todos los puntos 7 tal que T =d+th para
algin nimero t. Se denota la recta segin

— -
(d, b)={7R" | 7 =d+tb} (1681)
La relacién 7 = @ —i_—> ?
Dos rectas ll(a,bl

. . -
se conoce como la ecuacién vectorial para la recta I(@, b ).

t
1)
perpendiculares si b; y by son perpendiculares.

Suponga que I(p, V') es una recta en R3. Entonces p = (p1,p2,ps) y U = (v1,v2,v3). Si
escribimos 7 = (x,y, 2) las ecuaciones paramétricas de la recta [(p, 7) es el sistema

_>
y E(@, by) son paralelas si by y by son paralelos y las rectas son

T =p1+tn
Yy = p2 + tvg (1682)
2z = p3 +tus

Si v1,v3,v3 # 0. la forma simétrica de una recta es

U1 V2 V3

tzll'*pl:y*inZ*pg (1683)
_>
El plano 7 (p, 7, v) con punto p y vectores 7, T es el conjunto de puntos
m(p, U, V) ={reR" |r=p+td +s7} (1684)
_>
y la ecuaciéon r = p + tW + s es la ecuacién vectorial del plano 7(p, 7, v)
En el caso de R3 se puede escribir X = (z,y,2), P = (p1,p2,p3), = (a,b,c). La ecuacién

anterior se transforma en
ax + by + cz = apy + bps + cps3 (1685)

definiendo d = ap; + bps + cps se tiene la ecuacién normal de un plano en R?

ax +by+cz=d (1686)

Fo6rmulas de distancia:

= entre dos puntos: Si Py () son dos puntos fue visto anteriormente que

d(P,Q) =P -Q (1687)

= entre un punto y una recta: Suponga que [(A, 7) es una recta y que P es un punto
fuera de ella.

d(PI(A, ) = Hﬁ —proyﬁﬁH (1688)

= entre un punto y un plano: Suponga que 7 (P, ) es un plano caracterizado por un
punto P en él y un vector normal a él mientras que @) es un vector fuera del plano

d(Q,x(P, 7)) = Hpmyﬁ}@H (1689)
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= entre dos rectas paralelas: Si [; (P, 7),12(62, 7) son dos rectas paralelas
d(ly,lz) = HI@ - Proygl@” (1690)

= entre dos rectas que no son paralelas y no se intersecan: Si l;(P, 7),l2 (Q, 7) son
dos rectas no paralelas

PQ- (T < 7)
d(ll(Paﬁ)aZQ(Qaﬁ)) = H » ” (1691)

= entre una recta y un plano: Si una recta y un plano se intersecan entonces claramente la
distancia es cero. En caso contrario, suponga que la recta es [(Q, ¥) y el plano es (P, 7).

AUQ. ). 7(P.7)) = || Proy= P (1692)
= entre dos planos paralelos: Suponga que 71 (P, ﬁ)) y m2(Q, m) son dos planos paralelos

d(ﬂ'l(P,ﬁ),ﬂ'Q(Q,m)) = HProyﬁ%H (1693)

11.6. Espacios Vectoriales

Suponga que V' es un espacio vectorial y W es un subconjunto no vacio de V- (W C V). Se
dice que W es un subespacio vectorial de V' si W es a su vez un espacio vectorial. Se denota
W <V.

Teorema 192. Si V es un espacio vectorial yW C V (W no vacio) entonces W es un subespacio
vectorial de V' si y solo si se tiene que: si u,vW y aR entonces (u + av)W.

SiV es un espacio vectorial y {v1,- -+, v,} es un conjunto de vectores de V' se dice que el vector
vV es una combinacién lineal de los vectores {v1, - ,v,} si existen escalares ai,--- , a, tal
que

V=101 + -+ apvp (1694)

El conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores {v1,--- ,v,} se denota como
Cl{v1,--- ,vp}, es decir,

CHv, vt ={v=a1v1 + -+ apvp | a1, ,a,R} (1695)

Si V es un espacio vectorial y {vq,---,vp} un conjunto de vectores se dice que el conjunto es
un conjunto generador si
V=Cl{v, - ,vp} (1696)

es decir, todo vector puede escribirse como combinacién lineal de vectores en {v1,--- ,v,}.

Si V' es un espacio vectorial y {vi1,---,v,} es un conjunto generador de V se dice que
{v1,---,vp} es una base para el espacio vectorial V si todo vector vV puede escribirse
de forma tinica como combinacién lineal de vectores en {vq,--- ,v,}. Se dice que la dimensién
de la base es el niimero de vectores del conjunto generador.
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Si {v1,---,vp} es un conjunto de vectores en un espacio vectorial V' entonces el conjunto es
linealmente dependiente si el vector nulo 0 es combinacién lineal no trivial de {v1,--- ,vp},
es decir, existen escalares no todos nulos ay,--- ,a, tal que

avr + -+ apvp, =0 (1697)

El conjunto se llama linealmente independiente si no es linealmente dependiente, es decir,
si

arvr + -+ apvp, =0 (1698)
entonces necesariamente se tiene que a1 = as =--- =a, = 0.
Teorema 193. Suponga que V' es un espacio vectorial y que {v1,--- ,vp} es un conjunto genera-
dor de V. Entonces {vi,--- ,vp} es una base si y solo si {v1,--- ,v,} es un conjunto linealmente
independiente.
Sea V' un espacio vectorial.
Si V. = Cl{v1, -+ ,vp} entonces cualquier conjunto de p + 1 vectores en V es linealmente
dependiente.
Si{vi, -+, vpt y{ur, -+ ,w} son bases de un espacio vectorial V' entonces p =1. En tal caso
se dice que V tiene dimension p (dimV = p)
SidimV =p y {u1, - ,u;} sonl vectores l.i (linealmente independientes) con |l < p entonces
existen vectores uii1,- - ,up de forma que {u1, - ,u, wy1, - ,up} €s una base.
Si B ={v1, -+ ,v,} es una base para un espacio vectorial V' de dimensién n y si vV entonces
v=aiv1 + -+ apvn, (1699)
y se dice los escalares a1, ,a, son las coordenadas del vector v en la base B. El vector

de coordenadas para v en la base B es el vector

ai
ag
= . (1700)
an
(%1
V2
Siwvy,- -+ ,vE son vectores filade Ry A = ) es la matriz k xn con filas vy, - - - , v entonces
Vg
el espacio fila de A Fy es
FA ZCl{Ul,--- ,’Uk} (1701)
Fa={veR"|v=ATz,z c R"} (1702)

Por otro lado, el espacio columna de A Cj4 es el espacio fila generado por A7, es decir,
Cp = Fyr (1703)

y por lo anterior
Ca={veRF|v=Ay, yecR"} (1704)
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Teorema 194. 1) Si A y B son dos matrices k xn tal que B se obtiene por medio de operaciones
elementales a partir de A entonces Fy = Fp.

w1
V1 w2
V2 .
2) St A= . yB = w son dos matrices kxn donde B es la matriz escalonada re-
Vk .
0
ducida de A (s < k) entonces B = {wy,--- ,ws} es una base del subespacio Fy = Cl{vy,--- ,v}.

11.7. Ortogonalidad y Proyecciones en R”

Si {ug,- - ,ur} son k vectores en R™ entonces tales vectores son un conjunto ortogonal si
los vectores son mutuamente ortogonales, es decir,

Si ademés de ser ortogonal {ui,- - ,ux} es un conjunto que cumple
Vi, Juil| = 1 (1706)
se dice que {uq,- -+ ,ur} es un conjunto ortonormal.
Teorema 195. Si {uy,--- ,uxr} es un conjunto ortogonales de vectores en R™ entonces el con-
junto es linealmente independiente.
Si S es un subespacio vectorial de dimension k de R™ y B = {u1,--- ,ur} es una base orto-
normal para S entonces:
1) Si A es la matriz n X k cuyas columnas son los vectores u;, A = (u1,us, - ,ug) entonces
AT A = 1.
u-uy
U - ug

2) SiuS entonces [u]z =
U - Uk

Si S y T son dos subespacios de R™ se dice que son subespacios ortogonales si todo vector
de S es ortogonal a todo vector de T' y vice-versa

reSyelT —x-y=0 (1707)

En tal caso se denota S1T. Para verificar que dos subespacios son ortogonales, basta ve-
rificar la ortogonalidad entre las bases respectivas de los subespacios. La interseccion
de dos subespacios ortogonales S y T es tinicamente el vector nulo 0.

Si S es un subespacio vectorial de R™ el complemento ortogonal de S es el conjunto de
todos los vectores ortogonales a cualquier vector de S, es decir,

St ={ueR"|YweSu v=0} (1708)
Si S =Cl{vy,---,v} entonces

St = {uR™ | Au = 0} (1709)
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U1
U2
donde A es la matriz k x n cuyas filas son los vectores vy, - , v, es decir, A =

Vg
De la caracterizacién anterior es sencillo ver que el complemento ortogonal de cualquier
subespacio es a su vez un subespacio y

= Si S es un subespacio de R" con dim S = k entonces dim(S+) =n —k

= Si By = {uy, -+ ,ux} es una base de S'y By = {v1,--- ,v,_x} es una base de S* entonces
B={uy, - ,uk,v1, - ,Vp_} €s una base de R".
Teorema 196. Suponga que W es un subespacio de R™ de dimension k y B = {wy,--- ,w} es

una base ortonormal de W. Si vR"™ se define
Proywv = (v-wy)wy + (v-we)wz + -+ + (v - wg)wg (1710)

El vector v — Proywv se denomina la componente ortogonal de v a W .FEste vector cumple
que es ortogonal a todo W, es decir,

YwW (v — Proywv)lw (1711)

Y la proyeccion ortogonal el vector mas cercano de W a v, es decir,

YwW, d(v, Proywv) < d(v,w) (1712)
Algoritmo de Gram-Schmidt
Paso 1
Suponga que W es un subespacio y que {u1,- - ,ux} es una base para W. Defina
Uy
wy = —- (1713)
[[uall
Wi = Cl{w;} (1714)
Paso 2
Defina p
ug — TOle U9
Wo = 1715
= Tus — Proyw, ua 1)
WQ = C’l{wl,wg} (1716)
Paso 3
Se define P
wy = 2 [OUWR TS (1717)

" Jlus — Proyw, us|
Wg = Cl{wl,wg,wg} (1718)

Nuevamente {w,ws, w3} es un conjunto ortonormal.
Paso k-ésimo
Se procede de esta forma hasta llegar a u y se define

uy — Proyw, ,ur

W = (1719)
||uk — PTOka,lukH
Wy = Cl{w:, wo, w3, -+ , w1, Wy} (1720)
En este caso W = W}, y la base ortonormal buscada es B = {wq, -+, wy}.
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11.8. Teoria de Transformaciones Lineales

Sean V' y W espacios vectoriales reales, una transformacion lineal ¢.I (o aplicacién lineal
u operador lineal) entre V' y W es una funcién T : V. — W tal que para cualesquiera vectores
u,v € V y para cualquier escalar a se tiene

T(u+ av) =T(u)+ aT(v) (1721)

Se denota el conjunto de transformaciones lineales entre V.y W como L(V,W) ysi V = W se
denota L(V).
La transformacién identidad [ : R™ — R"™ de un espacio en si mismo que se define segin

I(v)=v (1722)

Es suficiente definir una transformacion lineal sobre alguna base del espacio vecto-
rial para conocer el valor de la transformacién lineal sobre cualquier vector. También
toda transformacion lineal envia el vector nulo en el vector nulo.

Si T : R" — R™ es una transformacién lineal y By = {v1, -+ ,v;} es una base de R y
By = {u1, -+ ,um} es una base de R™ se define la representacién matricial de 7 en las
bases B, Bocomo

7152 = ( [T(v1)lg, [T)lp, - [T(wa)lp, )= afl e (1723)
y asi .
[T(v)l, = [T15; [v]p, (1724)

(cuando B = By = Bj se denota la representacién matricial como [T )

Teorema 197. Algoritmo para encontrar la representaciéon de una transformacion
lineal

Suponga que T : R™ — R™ es una transformacion lineal y By = {v1,- -+ ,um} es una base de
R™ y By = {u1, - ,um} s una base de R™. Para hallar la representacion matricial de T [T]gf

en las bases By, Bs se construye el sistema aumentado
(wr uz o wm | T(v) T(v) -+ T(vm)) (1725)

y se aplica el método de Gauss Jordan hasta obtener

(er ea -~ em | [Tl [Tl -+ [T(on)ls: ) (1726)
luego
T3 = ( [T(v)l, [T()lg, -+ [T(wn)lgs,) (1727)
Y
[T(0)] 5, = [T15° [v] s, (1728)
Si By ={v1, - ,um} es una base de R™ y By = {uq,- -+ ,un} es otra base de R" la matriz de

cambio de base es la representacion matricial de la transformacion identidad en tales bases,
. B . . .
es decir, [I]5*. Por lo visto anteriormente, tal matriz cumple que

Wlp, = I ()]g, = 15 W], (1729)

259



11 Resumen de Resultados Importantes

es decir 5
[v]p, = U5 [v]p, (1730)
Si By = {u1, - ,w} es una base de U, By = {v1, -+ ,vm} es una base de V y Bs =
{wi, -+ ,wp} es una base de W entonces

[0 S)5 = [T15: [S)5 (1731)

Enelcasoen queU=V =W yT =85=1 y By = B3 se concluye de lo anterior que

By -1 B,
(ng:)  =ms: (1732)
SiT:V — W y By, B3 son bases de V' y Bo, By son bases de W entonces
By By 1B B
[T]B3 = [Iw]32 [T]Bl [IU]B3 (1733)

St U y V son espacios vectoriales y T : U — V' es una transformacion lineal se dice que T
es inyectiva si
T(u)=Tw) —u=v (1734)

SiT: U — V es una transformaciéon lineal se define el nicleo de la transformacion T
como el conjunto

Nuc(T) = {u € U | T(u) = 0} (1735)

Teorema 198. SiT : U — V es una transformacion lineal entonces

1) Nuc(T') es un subespacio de U

2) T es inyectiva si y solo si Nuc(T) = {0}

St U y V son espacios vectoriales y'T : U — V es una transformacion lineal se dice que T
es sobreyectiva si todo vector v € V tiene alguna preimagen, es decir, para cualquier v € V
existe al menos un vector u € U tal que

T(u)=wv (1736)

Si T :U — V es una transformacion lineal se define la imagen de la transformacién T
como

Img(T)={v=T(u)|uecU} (1737)

Teorema 199. SiT : U — V es una transformacion lineal entonces
1) Tmg(T) es un subespacio de V
2) T es sobreyectiva si y solo si V = Img(T)
SiT:V — W es una t.l
a) SiV =Cl{vy, - ,um} entonces

Img(T) = CT (v1), -+, T(vm)} (1738)

b) Si T es inyectiva y vy, -+ ,Vm son i entonces T(vy), -+ , T (vy) son liydimV = dim(I'mg(T))
Suponga que T : V — W esuna t.l y V es un espacio vectorial de dimension finita. Entonces

dim V' = dim(Nuc(7T)) + dim(Img(T")) (1739)

Suponga que T : V — W es una t.l y dimV = dim W = n. Entonces T es inyectiva si y solo
si T es sobreyectiva.
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SiT :V — W es unat.l se dice que T es biyectiva si T es inyectiva y sobreyectiva. Por otro
lado T es invertible si existe una transformacion lineal T~1 : W — V tal que T o T~' = Iy
yTloT =1Iy.

Suponga que T : V — W es una t.1.

1) T es invertible si y solo si T es biyectiva

2) SidimV = dimW = n y By es una base de V y Ba es una base de W entonces T es

—1
invertible si y solo si la matriz [T]gf lo es. En tal caso ([T]g?) = [T_l}gz

11.9. Vectores y Valores Propios

Suponga que A es una matriz n X n. Un vector u # 0 se dice un vector propio de la matriz
A si existe un ntmero real A tal que

Au = du (1740)

en tal caso se dice que X es un valor propio asociado al vector propio u.

Suponga que A es una matriz n X n y que A es un valor propio de A. Se define el subespacio
propio (espacio caracteristico) del valor propio A como el subespacio de vectorios propios con
valor propio A

Va ={u| Au = Au} (1741)
La multiplicidad geométrica de A es dim V).
Teorema 200. Si \q,--- , \p son k valores propios de A distintos con vectores propios asociados
v1,- -+, Uk entonces vi,--- , Uk son linealmente independientes, es decir, vectores propios que

corresponden a distintos valores propios son linealmente independientes.
Si A es una matriz n X n entonces son equivalentes:
1) X\ es un valor propio de A
2) det(A —A1,) =0

Si A € M(n,R) es una matriz n X n el polinomio caracteristico P4 de A es el polinomio
de grado n
Pa(\) =det(A—Al,) (1742)

Teorema 201. Algunas propiedades del polinomio caracteristico son:

1) Si A es una matriz de grado n entonces el polinomio caracteristico es un polinomio de grado
n.

2) Las soluciones de la ecuacion Pa(N\) =0 son los valores propios de la matriz A

3) Como un polinomio de grado n tiene a lo sumo n raices entonces una matriz de tamario n
tiene a lo sumo n valores propios

4) Dos matrices con el mismo polinomio caracteristico tienen los mismos valores propios

5) Sipa(A) = N+ an1 A" + -+ a1A + ap es el polinomio caracteristico de A entonces
det A = (71)’” ao

Toda matriz tiene valores propios si se consideran valores propios complejos. En
caso de que no se trabaje con los nimeros complejos y solo se consideren nameros
reales entonces no toda matriz tendra valores propios y su polinomio caracteristico se
verd de la siguiente forma (una vez que se ha factorizado)

Pa(d) = (A= A)" (A= A2)™ - (A= A)" Q) (1743)

donde Q(A) es un polinomio irreducible y los A1, Ao, -+, A son los valores propios reales de la
matriz. La multiplicidad algebraica del valor propio )\; es el niimero n;.
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Teorema 202. 1) Si A y B son dos malrices similares entonces tienen los mismos valores
propios

2) Si A es una matriz triangular entonces los valores propios de A son los elementos sobre la
diagonal de A

3) Una matriz A es invertible si y solo si 0 no es un valor propio de A

(1744)

Algoritmo para el calculo de valores y vectores propios

1. Si A es una matriz n x n de la cual quieren hallarse los vectores propios y valores propios se
resuelve primero la ecuacién caracteristica det(A — A1, ) = 0. Las soluciones de tal ecuacién
son los valores propios de la matriz.

2. Para cada uno de los valores propios hallados en el paso anterior se resuelve el sistema
homogéneo (A — A1, )v = 0 lo cual dard condiciones sobre el subespacio propio V) de cada
uno de los valores propios y de esta forma se halla una base cada subespacio propio.

Teorema 203. Suponga que p(x) = " +an,—12"+- - -+ar1x+ag es un polinomio con coeficientes
enteros. Si s es una raiz entera de p(x), es decir, si p(s) =0 entonces s divide a ag.

Una matriz A es diagonalizable si existe una matriz C invertible y una matriz D diagonal tal
que
D=C1'AC (1745)

Teorema 204. Suponga que A es una matriz cuadrada n X n tal que el polinomio caracteristico
puede factorizarse como un producto de factores lineales con raices reales

PaA) =det(A—AL,) = (A=A)" (A=) - (A= )" (1746)

con
n=ny+mne+---+n, (1747)
y los A1, Ao, -+, Ar valores propios reales distintos de A y Vi, ,Vi,, -+, Va,. los subespacios pro-

pios correspondientes. Entonces son equivalentes

1) La matriz A es diagonalizable

2) Existe una base B = {v1,--- ,v,} de vectores propios de A

3) La multiplicidad geométrica de cada valor propio es igual a su multiplicidad algebraica, es
decir, dim(Vy,) = n;

4) dim(Vy,) + dim(Vy,) + - -+ dim(Vy ) = n

5) Todo vector v € R™ puede descomponerse en forma tdnica como combinacion lineal de
vectores en los subespacios propios, es decir, v = v + vy + -+ + v, con v; € Vy,

St una matriz de tamano n tiene n valores propios distintos, entonces la matriz es diagonali-
zable

Algoritmo para Diagonalizar una Matriz

1. Si A es una matriz n x n se calculan todos sus valores propios y sus vectores propios
correspondientes segun el algoritmo anterior.

2. Si la matriz A tiene n vectores propios [.i o cumple alguna de las condiciones del teorema
anterior entonces A es diagonalizable, en caso contrario no lo es.
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3. Cuando A es diagonalizable se construye la matriz C' cuyas columnas son los vectores
propios [.i hallados anteriormente. En la matriz D diagonal se ponen los valores propios
en forma que corresponda con las columnas de C, es decir, la columna uno de C' debe ser
vector propio de la primera entrada sobre la diagonal, etc.

Definicién 205. Una matriz C es ortogonal si CCT = 1,, o bien CT = C~1.
Una matriz A n X n es ortogonalmente diagonalizable si existe una matriz ortogonal C' y

una matriz D diagonal tal que
CTAC =D (1748)

Teorema 206. 1) Una matriz A es ortogonalmente diagonalizable si y solo si A es una matriz
simétrica, es decir, A = AT

2) Si A es una matriz simétrica entonces existe una base B = {v1,--- ,v,} de R™ ortonormal
formada por vectores propios de A.

Algoritmo para diagonalizar ortogonalmente una matriz

1. Primero hay que determinar si A es una matriz simétrica o no. Si A = A” entonces la
matriz es diagonalizable ortogonalmente.

2. La matriz C' se construye igual que antes, con el cuidado de que los vectores propios
que van en las columnas de la matriz C' deben ser ortonormales (para esto puede
ser necesario aplicar Gram-Schmidt)

3. La matriz D se forma igual que antes, es decir, los valores propios estan sobre la diagonal.

11.10. Curvas y Superficies Cuadraticas

Las superficies cuadraticas son ecuaciones del tipo

az? 4+ by? + c2® + 2day + 2exz + 2fyz =g (1749)
A
x2
Siz= . , una forma cuadratica real en las variables z1,---,z, es una funcién
:Cn
f:R" — R tal que
f(z) =2 Ax (1750)

donde A es una matriz n x n simétrica denominada la matriz de la forma cuadratica f.
= Una forma cuadratica es un polinomio de segundo grado en sus variables
= Para construir la matriz A de la forma cuadratica hay dos casos:
1. Si i # j el coeficiente del término x;z; del polinomio define las entradas a;; y a;; segun

coeficiente de x;;
aij = Qj; = 3

2. Sii = j el coeficiente de 27 es la i-ésima entrada en la diagonal de A

Por ejemplo, si f(21,x2) = ax] 4 2cx122 + brj entonces A = ( Ccl ¢ )

b
a d e
si fxy, 22,23) = ax% + bx% + cx% + 2dz1x2 + 2ex1x3 + 2 fx073 entonces A = d b f
e f ¢
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Teorema 207. Sea A una matriz simétrica asociada a una forma cuadrdtica f y C una matriz
cuyas columnas C = (v1,ve, -+ ,v,) son vectores propios ortonormales de la matriz A tal que
CTAC = D donde D es una matriz diagonal con los valores propios de A. Entonces el cambio

de variable
y=0CTx (1751)

transforma la forma cuadrdtica f(x) = 27 Az en
f@) =y" Dy = \y? + days + -+ + Ay (1752)
donde los \; son los valores propios de A (que no tienen que ser distintos)

Las curvas cuadraticas son polinomios de dos variables con ecuaciones de la forma

az? + brd +crixo +dry +exy + f=aTAz+ B+ f=0 (1753)

o

Las superficies cuadraticas son polinomios de tres variables con ecuaciones de la forma

donde

S lo

) ,B=(d,e) (1754)

vl

ax% + bx% + cx% +drixo + ex1x3 + frows + gr1 + has + kxs +1 = 2T Az + Bx+1=0 (1755)
con

, B=1(g,h,k) (1756)

I

I
vio vl
N SN ol
O N=WIe

Superficies cuadraticas:

= Elipse: La elipse no rotada y centrada en (zg, yo) se caracteriza por la ecuacién

(z — 900)2 + (y — yo)2

- =1 (1757)

donde a y b son los semiejes de la elipse (a,b > 0). Cuando a = b se tiene un circulo de
radio a, es decir, un circulo es una elipse cuyos semiejes son iguales. Los focos estdn sobre
el eje mayor y los vértices de la elipse son los extremos del eje mayor.

= Hipérbole: La hiperbéla centrada en (xo,y0) y no rotada tiene por ecuacién candnica
alguna de las dos formas siguientes

(1—20)2 7(1/—!71210)2 =1
_ (m—aﬂso)z + (y—blZlo)z =1 (1758)

Nuevamente a,b > 0. El eje que contiene los focos se llama el eje focal y las hipérbolas
se caracterizan por tener dos rectas llamadas asintotas a las cuales la hipérbola se acerca
arbitrariamente sin tocarlas. Las ecuaciones de las rectas asintotas de la hipérbola se hallan
cambiando el 1 por un 0 en (260). La figura de una hipérbola siempre son dos “ramas” y
los dos puntos de las ramas que cortan el eje focal son los vértices.
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= Parabola: Las ecuaciones canénicas de una pardbola centrada en (xq, yo) son
(1759)

donde ahora a puede ser positivo o negativo. El vértice de la parabola es el punto que
estd a la mitad entre el foco y la directriz.

Superficies cuadraticas:

= Elipsoide: El elipsoide centrado en (zg, yo, 20) no rotado es la superficie definida por

(x —20)*>  (y—10)*  (2—20)°
a? + b2 + c?

=1 (1760)

= Hiperboloide de una hoja: El hiperboloide de una hoja centrado en (xq,yo,20) no
rotado es la superficie definida por

(z,§0)2 + (y;ZO)Z _ (zfzo)2 -1

($_¢z§0)2 B (y—blz/o)2 + (2—620)2 -1 (1761)
o) Lol o)

la variable que lleva el signo menos determina sobre cual eje se abre el hiperboloide

= Hiperboloide de dos hojas: El hiperboloide de dos hojas centrado en (zg,yo, 20) no
rotado es la superficie definida por

(z—20)® (y*b.;m)2 _ (2*20)2 -1

112
_(ac—aaZco)2 + (y—bzz/o)2 _ (2—6—20)2 -1 (1762)
_(z;ﬁ())2 . (yfb.go)2 + (z;go)z -1

la variable que lleva el signo positivo determina sobre cual eje se abre el hiperboloide

= Cono eliptico: El cono eliptico centrado en (zg, yo, 20) no rotado es la superficie definida
por

(I;gﬂ)z + (y;go)z _ (Z — ZO)Q = O
el 4 Eopel — (y — )2 = 0 (1763)

(y_ag())z + (Z—bgo)2 _ (ZC _ xO)Q =0

= Paraboloide hiperbdlico: El paraboloide hiperbdlico centrado en (zo, yo, 20) no rotado
es la superficie definida por

@ 2 2
7(E_G§U) + (y_b'gU) = (Z — ZO)

= Paraboloide eliptico: El paraboloide hiperbdlico centrado en (z, yo, z0) no rotado es la
superficie definida por
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1765
) e

{(zago)2 + (y*bgo)2 = (2 — )

La forma cuadratica f(x) = 27 Az puede transformarse bajo el cambio de variable y = CTx
en f(x) = yT Dy.

Los vectores propios que forman la matriz C se llaman los ejes principales de la cénica.

También es posible escoger los vectores propios de forma que det C' = 1. En tal caso, el angulo
de rotacion 6 es el angulo entre e; y v;.
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12. Aplicaciones

12.1. Analisis Dimensional y Circuitos Eléctricos

Como primera aplicacion del algebra lineal se puede usar el método de Gauss-Jordan para
anticipar la relacion entre distintas cantidades fisicas mediante la técnica de andlisis dimensional y
se puede hallar la corriente que atraviesa un circuito eléctrico resolviendo un sistema de ecuaciones
lineales asociado.

12.1.1. Analisis Dimensional

Suponga que uno desea conocer como depende una cantidad fisica en funcién de otras que uno
esperaria determinan su comportamiento.

Por ejemplo, considere la caida libre de un objeto a cierta altura A como se indica en la siguiente
figura.

A v(0)=0
)
\
!
|
|
. Y v(t)=gt
B

Figure 71: Caida libre

Aqui la idea es que se quiere determinar el tiempo que dura en caer la bola (desde el reposo)
a partir de ciertos parametros del problema. Los tres pardmetros que uno esperaria son los mas
importantes son los siguientes: la altura (pues entre més alto mds deberfa durar en caer la bola),
la aceleracién de la Tierra (pues a mayor aceleracinon mds réapido deberfa caer) y la masa (pues
alguien podria considerar que entre més pesado el objeto menos deberfa durar en caer). Luego,
la idea del andlisis dimensional es proponer una relacién de la forma (al menos para que no sea
muy complicado)
t = ChgPm" (1766)

donde C' es una constante adimensional que no pretende obtenerse por medio de este analisis y
«, 3,7 indica las potencias a las que aparecen elevadas las variables.

Si se denota como [z] = unidades dez entonces [t] = T, [h] = L, [g] = & v [m] = M
donde T, L, M significan tiempo, longitud y masa respectivamente. Luego la idea del analisis
dimensional es que ambos lados de la ecuacion deben tener las mismas unidades, lo que lleva al
siguiente sistema de ecuaciones que se obtiene de igualar las potencias respectivas a ambos lados
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de la ecuacién para T, L, M

1=-25 igualando potencias de T'
O=a+p igualando potencias de L (1767)
0=7v igualando potencias de M

esto ultimo es un sistema de ecuaciones lineales para «, 3,7 que tiene por matriz aumentada
asociada

0 -2 01
1 1 010 (1768)
0 0 110

lo cual da después de aplicar Gauss-Jordan da el sistema

_1
@=3
=-1 (1769)
7=0
lo cual significa que la relaciéon que predice el andlisis dimensional es
h
t=C4/— (1770)
g
De hecho, la respuesta correcta (fisica) es
2h
t=,/— (1771)
g

lo cual indica que es un buen acercamiento al problema. Lo importante observar aqui fue que
tuvo que resolverse un sistema lineal para hallar la respuesta y como podra anticiparse si se quiere
hacer andlisis dimensional con més parametros es todavia mas importante utilizar el método de
Gauss-Jordan.

12.1.2. Circuitos Eléctricos

Otro uso muy comuin de Gauss-Jordan es para hallar las corrientes que atraviesan un circuito
eléctrico. Los dos principios fisicos que hay que tener en mente son las dos leyes de circuitos
de Kirchhoff.

La primera ley es una consecuencia de la conservacion de la carga eléctrica y establece que la
corriente que entra en un nodo es la misma que sale del mismo nodo tal como se indica en la
siguiente figura®

9tomado de http://en.wikipedia.org/wiki/Kirchhoff’s_ circuit_ laws
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Figure 72: Ley de corriente de Kirchhoff

Por ejemplo, dado que 41,74 son las corrientes que salen del nodo mientras que is,%3 son las
que entran al nodo la ley de Kirchhoff establece que

i1 +i4 = i + i3 (1772)
La segunda ley es una consecuencia de la conservacién de energia y establece que la caida de

potencial a lo largo de una malla del circuito debe ser cero.
Por ejemplo, en la siguiente figura!®

a R, b
] L ]
L
On i
d R, c
o L]
V3 R

Vs

Figure 73: Ley de Voltaje de Kirchhoff

la ley de voltaje diria que
v+ v 4+v3+ve=0 (1773)

Por 1ltimo, para una resistencia idealizada, la ley de Ohm relaciona la diferencia de potencial
entre los extremos de una resistencia con la corriente que la atraviesa y su resistencia segin

V=IR (1774)

Por ejemplo, suponga que se tiene el siguiente circuito

0tomado de http://en.wikipedia.org/wiki/Kirchhoff’s_ circuit_ laws
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R1 R3

R4

vl F

v3 v2
R2

Figure 74: Circuito eléctrico

donde (ignorando las unidades)

v = 19 Vo = 6 V3 = 2 (1775)

Ri=6 Ry=4 R3=4 Ry=1 (1776)

y se quieren hallar las tres corrientes indicadas en el diagrama. Como hay tres incognitas, pa-
ra tener solucién tnica se necesitarian tres ecuaciones independientes (es decir, que no sean
redudantes).

Por la ley de corriente aplicada al nodo a, se tiene que

L=L+13 (1777)
Luego, por la ley de voltaje aplicada a la malla izquierda se tiene que
— LR — 3Ry —v3s—LH1Ra+v1 =0 (1778)
Por la ley de voltaje aplicada a la malla derecha se tiene que
—IhbR3s —va+vs+ 3Ry =0 (1779)
y sustituyendo con los valores de arriba se tendria el sistema

L—I—I3=0
101, + Is = 17 (1780)
—Aly + I3 =4

que tiene por matriz aumentada

10 0 1 17 (1781)
-4 1 4
y se llega a
1 00 1,5
01 0] -05 (1782)
0 0 1 2
por lo que I = 1,5 I, = —0,5 I3 = 2. El signo negativo en la segunda corriente indica que la

direccién de esta era opuesta a la que se supuso en el diagrama.
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12.2. Teoria de Gréaficas

Otro de los lugares donde el algebra lineal, en este caso la multiplicacién matricial, hallan un
uso es en la teoria de graficas. La idea es que en muchos problemas se quiere indicar de forma
sencilla cuales objetos se relacionan con otros segtn cierto criterio preestablecido.

Por ejemplo, considere la siguiente figura:

Figure 75: Gréfica entre cinco objetos

Aqui los circulos podrian representar personas, ciudades, paginas de internet o cualquier objeto
en general. Luego, las flechas indican si existe una relacién entre los objetos: por ejemplo, una
flecha de 1 a 2 podria significar que 1 ha escuchado hablar de 2, o bien que existe un camino que
lleva de 1 a 2 o bien que la pagina de internet 1 tiene un hipervinculo que lleva a la pagina 2.

El dlgebra lineal hace su aparicion al asociarle a cada una de estas graficas una matriz llamada
la matriz de adyacencia.

Por ejemplo, la matriz de adyacencia de la gréafica anterior seria

(1783)

b

Il
O~ OO
OO OO
O = O = O
OO =
O = = O

donde la entrada a;; es un 1 si existe una flecha que comienza en ¢ y termina en j mientras
que a;; es un 0 si no existe tal flecha.
Lo interesante es cuando se considera las potencias sucesivas de A, por ejemplo

B=A?= (1784)

OO N
O = O = O
O O =N
O O N
O = W
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Para interpretar A2, considere la entrada bys = 3. De la grafica se puede observar que solo
hay tres formas de ir desde 2 a 5 en dos pasos segun indican la siguientes cadenas

2-—1-—5 (1785)
2—4—5 (1786)
2—3—5 (1787)

es decir, para B = A2, la entrada b;; representa cudntos caminos de dos pasos existen para ir
desde i hasta j. En general, si se considera la matriz A™, entonces su entrada (i,j) representa
cudntos caminos de n pasos existen desde i hasta j.

12.3. Analisis Matricial y Vectorial
12.3.1. Calculo Matricial

Es natural esperar que deba existir algin tipo de relacién entre el andlisis (cdlculo) y las
matrices. Por ejemplo, jes posible derivar (o integrar) una matriz? En tal caso, jse preservan
las reglas de derivacion?

Si bien este es un tema extenso, se mencionaran brevemente algunos de los resultados mas
utiles. Por ejemplo, suponga que A(t) representa la funcién matricial

A(t)(COSSt ft ¢ ) (1788)

sint

Entonces se define la derivada e integral de A(t) derivando e integrando cada una de las entradas
por separado, es decir,

yon [ —sint 2t et
A(t) = ( 0 4 cost ) (1789)
A(tydt = S0t 5 (1790)
3t 2t —cost

De hecho, varias de las propiedades de la derivada se preservan, para mencionar dos de las
mas importantes

(A(t) + B(t)) = A'(t) + B'(t) (1791)
es decir, la suma de matrices derivables es derivable y
(A(t)B(t)) = A'(t)B(t) + A(t)B'(t) (1792)

es decir, la regla del producto sigue siendo vilida (nétese el orden del producto).

Para terminar este seccién es interesante mencionar cémo hallar la derivada de la inversa de
una matriz. Suponga que X es una matriz derivable e invertible, se busca hallar (X _1)/. Por las
propiedades de la inversa, se tiene que

XX t=1y (1793)

donde 1y es la matriz identidad de tamano N. Luego, la ecuacién anterior se puede derivar a
ambos lados y da como resultado
(XX 1) =0y (1794)
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y por la regla del producto
XXX (XY =on (1795)
o bien pasando el lado izquierdo al lado derecho
X(x1) =-x'x1 (1796)
y multiplicando por la izquierda por X ~! se tiene que

(X1 = -x"1x'x! (1797)

12.3.2. Calculo Vectorial

Al igual que el tema de calculo matricial, hay mucho que se puede decir sobre el cédlculo
vectorial (de hecho, en esto consiste la mayor parte de un curso de cdlculo en varias variables).
Por tal razon, solo se daran las dos reglas sobre como derivar el producto punto y el producto
cruz junto con una aplicaciéon de cada una.

12.3.3. Derivada del producto punto

En este caso si a(t),b(t) € R™ son dos funciones vectoriales se tiene que

%(a b) = (%a) b+a- (%b) (1798)

Es decir, la misma regla del producto es valida tanto para el producto de funciones como el

producto punto. A manera de ejemplo, suponga que una particula estd dando vueltas sobre un
1

circulo tal como se indica en la figura siguiente!

Figura 76: Movimiento circular uniforme

Sir(t) = (z(t),y(t), 2(t)) representa la posicién de la particula en funcién del tiempo entonces
la condicién de que la particula se mueve sobre un circulo indica que la magnitud de r(t) no
cambia con el tiempo, es decir

lr@®)ll = R (1799)

Mtomado de http://www.texample.net /tikz/examples/dva-vectors/
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donde R representa el radio del circulo. Elevando al cuadrado la ecuaciéon anterior, se tiene que
r(t) - r(t) = R? (1800)

y derivando a ambos lados con la regla del producto anterior se tendria que
r'(t) r(t) +r(t) - r'(t) =0 (1801)

es decir,
r(t) - r'(t) =0 (1802)

Como 7/(t) es la velocidad de la particula el resultado anterior indica que para una particula que se
mueve sobre un circulo su velocidad es perpendicular al vector posicion de la particula. FEn el caso
en que la rapidez sea constante, es decir |v(t)|| no cambia, entonces es posible probar de forma
andloga a lo anterior que la aceleracion es perpendicular a la velocidad de la particula. Dado que
la particula se mueve sobre el plano que define el circulo, esto significaria que la aceleracion es
un vector paralelo al vector posicion y tal vector se conoce como la aceleracion centripeta.

12.3.4. Derivada del producto cruz

Para el producto cruz se supone que a(t),b(t) € R3. La regla de derivacién para el producto

cruz seria g p g
E (a X b) = <Ea) X b+ a X (%b) (1803)

Una aplicacion de tal regla se encuentra en el movimiento planetario. Es conocido que la segunda
ley de Newton indica que
F =ma (1804)

donde F es la fuerza neta que acttia sobre el cuerpo, m su masa y a su aceleracion.
Para el caso de movimiento gravitacional, se puede tomar F' como

.
F= CW (1805)

donde C' es una constante que depende de las propiedades fisicas entre los cuerpos que interac-
tuan. Notese que || F|| = #, de ah{ el nombre de ley de inverso-cuadrado.

Ahora bien, una cantidad de mucha utilidad en fisica es el momento angular
L=rxmv (1806)

Para la interaccion gravitacional el momento angular se conserva puesto que

d d
EL == (r x mv) (1807)

y aplicando la regla del producto

_ (%) 1+ 7 X <%<mv>> (1808)

d,. _ d,
COHlOET‘—’Uydt’U—a

=vXmv+mrxa (1809)
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recordando que el producto cruz de un vector consigo mismo es cero se tiene que
=mrxa (1810)

pero por la ley de gravitacion
=rx CW (1811)

y nuevamente como el producto cruz de un vector consigo mismo es cero se concluye que

d
—L=0 1812
g (1812)
y la derivada de una funcién es cero si y solo si la funcién es constante.

Como L es constante y L = r X muv por la interpretaciéon geométrica del producto cruz esto
significa que la 6rbita del cuerpo (planeta) debe ocurrir siempre dentro de un plano cuyo vector
normal es L tal como se indica en la siguiente figura.

Figura 77: Orbita de un planeta

(1813)

12.4. Nuameros Complejos y Cuaterniones de Hamilton

Uno de los usos més interesantes del algebra lineal es que permite estudiar los niimeros com-
plejos y su generalizacién conocida como los cuaterniones mediante el algebra de matrices de
tamafo 2 x 2. La idea de como definir los niimeros complejos viene sugerida a partir del estudio
de las matrices de rotacién y como se verd més adelante los cuaterniones sirven precisamente
para estudiar rotaciones en el espacio.

12.4.1. Los Numeros Complejos

La propiedad fundamental de los nimeros complejos es la existencia de un niimero ¢ que cumple
i2 = —1. Se va a utilizar esta idea para ver cémo se pueden estudiar los niimeros complejos con
las matrices.
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En el capitulo de curvas y superficies cuadraticas se vio que una matriz de rotacién en el plano

era de la forma
cos —sinb
R (6) = ( sinf  cosé > (1814)

Ahora bien, se sabe de variable compleja que multiplicar un némero z por e rota el nimero z
un angulo §. También, por la férmula de Euler se tiene que
9 — cos +isinh (1815)

ei

y la matriz de rotacién se puede descomponer como

cosf) —sinf 1 0 . 0 —1
R(9)<Sin9 cos 0 >cos€<0 1>+s1n9<1 0 ) (1816)

y por analogia con la férmula de Euler esto sugiere nombrar las matrices anteriores como

1(3 (1)> (1817)

. (0 -1
i= < 1 0 > (1818)
Lo més importante es notar que

()

lo que significa que tal matriz cumple la propiedad fundamental del nimero complejo i. Como
cualquier nimero complejo se puede escribir de la forma z = z + iy esto sugiere la siguiente
definicién.

Definicién 208. Si z,y € R se define el niimero complejo z = = 4 iy como la matriz

o . (10 0O -1\ (= -y
Z—ll+ly—l<0 1)+y<1 0 )_(y i, ) (1820)

y se denota el conjunto de niimeros complejos como C, es decir,

Cz{z:<;j :Lfg):a:.,yeR} (1821)

Note que C es un subespacio vectorial de la matrices de tamano 2 x 2 y ademas dim C = 2. Es
un ejercicio interesante demostrar que todas propiedades de suma y multiplicacién entre ntimeros
complejos siguen siendo vélidas cuando son representados por estas matrices.

Es importante observar también que

det z = 22 + % = |z||? (1822)

12.4.2. Los Cuaterniones de Hamilton

Los cuaterniones de Hamilton son una generalizacién de los nimeros complejos que se carac-
terizan por la presencia de tres nimeros 4, j, k que cumplen i? = j? = k? = —1.
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Lo interesante es que al igual que los nimeros complejos pueden representarse como matrices

2 X 2 si se toma
1=( L0 (1823)
VL0 1

. 0 -1 . 0 — i 0
“‘( 1 0 ) *‘( i 0 ) k“( 0 —i ) (1824)
Y ahora un cuaternién es cualquier niimero ¢ de la forma

a+id —b-—ic ) (1825)

b—ic a—1id

qzal—i—bi—l—cj—l—dkz(

Observe que los cuaterniones forman un espacio vectorial de dimensién cuatro, por lo que a veces
se escribe como numeros ¢ = (a, b, ¢, d) al igual que los nimeros complejos cuando se representan
como z = (z,y).

También se define la norma del cuaternién como

lqll = /detq = Va2 + b2 + 2 + d2 (1826)

y se dice que el cuaternion es imaginario si a = 0, es decir, se puede escribir como g =
bi+ cj + dk. Es usual representar un cuaternién imaginario como g = (b, ¢, d) lo cual sugiere que
los cuaterniones imaginarios pueden representarse como vectores en R3. Tal representacion se
usard mas adelante para estudiar las rotaciones en el espacio.

(1827)

12.5. Curvas de Mejor Ajuste

Suponga que se realiza un experimento donde se obtienen sobre un grafico los n puntos
(x1,11), (®2,¥y2), -+, (Tn,yn). Dados estos puntos es natural buscar una curva que pase por
todos ellos para asi poder extrapolar los valores obtenidos y hacer predicciones experimentales.

Las curvas mas sencillas que podrian buscarse son polinomios de la forma

P(x) = ama™ + am_12™ " 4+ a1z + ag (1828)

donde m es el grado del polinomio buscado (se debe pedir m <n—1)y am,am-1, -+ ,a1, a0 son
los coeficientes del polinomio que se quiere determinar.

En un mundo ideal deberia tenerse que el polinomio pasa por todos los puntos, es decir,
yi = p (x;), sin embargo, debido a las incertidumbres en las mediciones, lo que se tiene es que

yi —p(z;) = d; (1829)

donde d; seria el valor en el que difiere el valor experimental del valor que prediciria la curva que
se estd buscando. Obviamente lo més deseable seria que tal diferencia sea la menor posible, y en
tal caso se dice que se ha encontrado la curva de mejor ajuste.

La forma en que entra el algebra lineal es que la ecuacion 1829se puede escribir como un
sistema de ecuaciones

Y1 = @+ apo12] T+ arwn +ag + dy

Yo = Q@Y + Q125 4+ army + ag + da

(1830)

Yn = amz? + amflzg_1 + - a1z, +ao + dn
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dado que las incégnitas en este caso son a,,am—1,-- ,a1,ap, €l sistema anterior en notacién
matricial seria
b—d= Ax (1831)
donde
n dq G
Y2 do am—1
Yn dn Qg
y
a2 1
zp ooyt o1
A= . (1833)
am o gmol 1

Nuevamente, la idea es hacer que las diferencias d; sean los méas pequenas posibles. Dado que

d=b— Ax (1834)

lo anterior es equivalente a hacer

lldll = [Ib — Ax| (1835)

lo més pequeno posible.
Si se considera b como un vector en R™ entonces Cy = {A:L' X € Rmﬂ} seria el subespacio
de R™ generado por las columnas de Ay ||b — Az|| serfa la distancia entre b con un vector en C4.
Luego sabemos que tal distancia es minima cuando Az = Proy,b y en tal caso se tendria que

d=0b— Ax = b— Proy. b (1836)

tiene que ser la componente ortogonal de b sobre C4.
Como d € (CA)L entonces se vio en el tema de proyecciones que

ATd=0 (1837)
es decir,
AT (b— Az) =0 (1838)
o bien
AT Az = ATh (1839)
Es decir,
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Theorem 209. Suponga que se busca el polinomio
P(T) = amx™ + Gm_12™ " 4 arx +ag (1840)

que es la curva de mejor ajuste para los puntos (x1,y1), (x2,y2) ., (Tn,yn) y m < n — 1.
Entonces los coeficientes deben ser solucion del sistema

AT Az = ATb (1841)
donde ]
l,'in, l,'in,—l . 1 U1 am
‘/L"é” ‘/L';nil | Y2 Am—1
A= b=| . v = . (1842)
'L':zn ‘/L"Til | Yn ao

Tal ecuacion se conoce como la solucion por minimos cuadrados.

Example 210. Suponga que en un experimento se miden los siguientes datos

z |0 1 2 3
[ y |2 6 10 2 ] (1843)
(1844)
Halle la curva polinomial
f(z) = ast® + a1t + ag (1845)
de mejor ajuste para los datos.
Segin lo anterior m = 2 y n = 4 por lo que
02 o' 1 0 0 1
12 1 1 111
A= 22 2 1 || 4 21 (1846)
32 3 1 9 3 1
2
6
b= 10 (1847)
2
v hay que resolver
AT Az = ATY (1848)
es decir,
01 4 9 (1) (1) 1 az 01 4 9 (23
01 2 3 ai |=(01 2 3 (1849)
1 1 1 1 4201 a 1 1 1 1 10
9 3 1 0 2

o bien considerar el sistema aumentado

98 36 14 | 64
36 14 6 | 32 (1850)
14 6 4 |20
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que da por matriz escalonada reducida

1 0 0] -3
01 0194 (1851)
0 0114
es decir
p(z) = —32° + 9.4z + 1.4 (1852)
La siguiente figura ilustra el método
A
10 T .

v

Figure 78: Minimos Cuadrados
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12.6. Exponencial de una Matriz y Ecuaciones Diferenciales
12.6.1. Ecuaciones Diferenciales Lineales Homogéneas

Una de las propiedades méas importantes de la funcién exponencial es que es su propia derivada,
es decir,
() =é (1853)
Esta propiedad hace que las exponenciales aparezcan constantemente a la hora de resolver
ecuaciones diferenciales. Una ecuacién diferencial es una ecuaciéon que relaciona una funcién z(t)
con sus derivadas. Por ejemplo,

z"(t) — 52" (t) + 3z(t) = 0 (1854)

es una ecuacién diferencial que relaciona x(t) con su primera y segunda derivada. La ecuacién
anterior se llama de segundo orden pues la derivada de mayor orden que aparece es de orden 2.
El algebra lineal es particularmente til para estudiar las ecuaciones diferenciales lineales,
que son ecuaciones de la forma

d*x d" dx
_ —_— ... —_— = 1
O a2 ) 4 aot2tr) = £ (1855)
donde ag(t), a1(t),- - ,an—1(t) son funciones diferenciables que solo dependen de ¢ty f(¢) también

es una funcién diferenciable que solo depende de t. Por ejemplo, comparando con la ecuacién
2" (t) — 52’ (t) + 3z(t) = 0 se tiene que a1 (t) = =5, ao(t) =3, f(t)=0.
La idea de un problema de ecuaciones diferenciales 1855 es hallar la funcién z(t) conociendo

ap(t),a1(t), - ,an—1(t) y f(t). La ecuacién diferencial lineal més sencilla es
d
d—f =aw (1856)

donde a es una constante. Observe que si se considera la derivada como una transformacién
lineal la ecuacién anterior seria un problema de valores propios. La ecuacién anterior se resuelve
facilmente escribiéndola primero como

r_ 1
—=a (1857)

e integrando a ambos lados con respecto al tiempo (e ignorando la constante de integracién)
1,/
/—dt — at (1858)
x
el lado izquierdo se resuelve observando que (In :I:)' = % y asi

/
/””—dt: /(1nz)’dt:1n:c (1859)
X

e igualdando ambos lados se tiene que
Inx = at (1860)

o bien
z(t) = e (1861)

Esto quiere decir que la funcién exponencial e® es la solucién de la ecuacién z’ = ax.
Ahora bien, considere una ecuacién diferencial como

2" +wir =0 (1862)
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que es la ecuacién diferencial de un resorte. Para resolverla considere el cambio de variable y = z/;
entonces la ecuacién anterior se transforma en

y = —w’x (1863)
=y
) ) (1864)

(v)=(20)(7) -

siseusalanotacién?<x>yA< _0

o bien

&
[N
O =

) el sistema anterior es equivalente a

7 = AT (1866)
En analogia con la solucién de la primera ecuacién diferencial uno podria decir que 7(15) = At
deberia ser la solucion del problema. Ahora bien, la pregunta es qué sentido tiene la exponencial
de una matriz, jes posible definirla? La respuesta es que si es posible definir la exponencial de
cualquier matriz como se vera a continuacion.

12.6.2. Exponencial de una Matriz Diagonalizable

Por facilidad solo se dira como calcular la exponencial de una matriz A en el caso en que sea
diagonalizable. Cuando esto dltimo ocurre, existe una matriz D diagonal y una matriz C tal que

D=CtAC (1867)
o bien
A=CDC™! (1868)
Dado que D es diagonal, D = diag (d1,ds, -+ ,d,) y en el caso de una matriz diagonal se define
simplemente
el = diag (ed1 cedz L. ,ed”) (1869)

es decir, se exponencia simplemente cada elemento sobre la diagonal.
Con esto se define
et =cePet (1870)
Y se tiene el siguiente teorema
Teorema 211. La solucion del sistema

dz
— — A7 1871
7 z (1871)
donde @ € R® y A es una matrizn X n es
Z(t) =7 (0) (1872)

donde ?(O) es la condicion inicial de la ecuacion diferencial.
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(1873)

Con lo anterior ya se puede resolver 1870. Para esto hay que diagonalizar la matriz A. Un
calculo sencillo muestra que los valores propios de A son A\ = iw y Ay = —iw. Los vectores
propios asociados son v; = (1,iw) y vo = (1, —iw). Luego se tiene que

; 1
D:(“” 0 ) C:(.l L ) 0‘1:(% %iw) (1874)
0 —iw W —iw 5 5o
Por lo que
etiw 0
etD = ( 0 e—tiw > (1875)
y
A 1 1 elitw 0 1 _% B eit“’+2efit‘” _(el 2;;71 w)
e = ( iw —iw 0 e—itw % % iw(eitw_e—itw) —(eitw-‘reiitw)
2 2
(1876)
Recordando que _
e = cosf +isinf (1877)
se tiene que '
oA — cos (tw) ——S‘“ff”) (1878)
—wsin (tw) — cos (tw)

Finalmente, la solucién de 1862 seria por el teorema

7= (50 )= (o, i ) (50 ) (1879)

donde z(0) representa la posicién inicial y y (0) la velocidad inicial.

12.7. Rotaciones en el Espacio

Durante el tema de secciones cénicas se vio la forma en que se hallaba el dngulo de rotacién
del sistema de viejos ejes al sistema de nuevos ejes. Basicamente habia que tomar la matriz C'
ortonormal de forma que su determinante fuera 1 y comparar contra una matriz de rotacién
2 x 2.

En el caso de que la rotacion se realice en R? no es tan facil especificarla; esto porque se ocupan
3 angulos de rotacion. Basicamente se ocupan 3 angulos porque para especificar una rotacién
en el espacio hay que especificar el eje en torno el cual se va a rotar el cuerpo y el angulo de
rotacion en torno ese eje. Para especificar el eje se ocupan dos dngulos, que pueden considerarse
los dngulos de las coordenas esféricas y para especificar cudnto se va a rotar solo se ocupa un
angulo por lo que se termina necesitando de tres angulos.

Dado que solo importa la direccion del eje, se supone que es representado por un vector unitario
u y el &ngulo de rotacién se representa por «. El siguiente algoritmo indica como rotar los vectores
en el espacio.

= Escriba el eje u como u = (ug, Uy, U,)

= Considere el cuaternion ¢t = cos ($) 1 + ug sin ($) i+ uysin (§)j+ uzsin () k
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= Suponga que v = (z,y, z) es el vector que se quiere rotar y defina el cuaternién asociado
qg=xi+yj+zk

= Calcule ¢’ = tqt~'. Después de realizar el célculo se tiene que ¢’ se puede escribir como
q =x'i+1y'j+ 2’k donde 2,3, 2/ son ntimeros por determinar.

= El vector v' = (2,3, 2’) representa el vector v después de haber sido rotado

Ejemplo 212. Rote el vector v = ey + es a lo largo del eje u = e3 un dngulo de o = 90 grados.
Segun el algoritmo primero se toma u = (0,0,1) = (uy, uy, u,) y en este caso

1 /10 1 /(i 0 o0
t = cos (45) 1 + sin (45 k:—( )+—( .): vz 1880
( (45) V2 \ 0 1 V2 \ 0 —i 0 = (1880)

Como v =e; +e3 =(1,0,1) = (z,y, 2) se define

(09 ()0 e

R B
(ﬂ 111) (1882)

q ( _Zl. :; ) =j+k (1883)

)Q\
|
.y
W
=
L
|
N
—-
=Sk
—-
SIS
~_—
7 N
— .
[
e
~_
VR
> 1
-
5=
~
I

Es decir

y esto significa el vector rotado es
v =(0,1,1) (1884)
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Problemas Adicionales

. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones

2sina —cosfB 4+ 3tany =3
4sina + 2cos 8 — 2tany = 10 (1885)
6sina —3cosf+tany =9

Justifique si un sistema con mas incégnitas que ecuaciones tiene al menos una solucién o
no.

Encuentre los coeficientes a, b, ¢ de forma que f(x) = ax?+bx+c pasa por (1,2)(—1,6)(2, 3)

Demuestre que cualesquiera cinco puntos en el plano R? yacen en una seccién cénica, es
decir, los cinco puntos satisfacen una ecuacién de la forma ax? +by? +cxy +dx+ey+f =0

Una persona que viaja al este a una velocidad de 3 kilometros por hora encuentra que el
viento parece soplar directamente del norte. Al duplicar su rapidez el viento parece soplar
desde el noreste. ;Cudl es la velocidad del viento?

Un barco viaja con velocidad u y la velocidad aparente del viento es 7, cuando el barco

cambia su velocidad a v3 la velocidad aparente del viento es b . Encuentre la velocidad del
viento.

Demuestre la Identidad del Paralelogramo
2 2 2 2
[+ 0l + [lu = o[ = 2(f[ul” + [[v]) (1886)
e interprétela geométricamente.
;,Cudndo es el angulo entre dos vectores agudo, rectangulo u obtuso?

2 2 2 . . . . ,
Demuestre que ||u + v]|” = ||u]|” +||v]|” si y solo si u y v son perpendiculares e interprételo
geométricamente en relacién con el Teorema de Pitdgoras.

Demuestre que ||u|| = ||v|| siy solo si u + v es perpendicular a u — v

Demuestre que para dos vectores no nulos u, v el vector

u v

U, v (1887)
lull ol

biseca el angulo entre los dos vectores.

Tres conductores fueron de paseo en carretera. Uno de ellos pagd 8450 colones por cuatro
emparedados, una taza de café y diez donas. El segundo pagd 6300 por tres emparedados,
una taza de café y siete donas. ;Cuanto pagd el tercero si compr6 una emparedado, una
taza de café y una dona?

Considere el espacio vectorial formado por todas las funciones diferenciables. Determine si
los siguientes subconjuntos de ese espacio vectorial son subespacios o no

{f:R—)R‘%+2f(z)0} (1888)
{f:R%R‘d{i(;)—i—Qf(x):l} (1889)
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Demuestre que el conjunto Rt de ntimeros reales positivos es un espacio vectorial si se
definen las operaciones de suma @ y multiplicacién o de la siguiente forma (en lo siguiente
Z y y son positivos mientras que ¢ es cualquier nimero real)

rOy:i=xy tow:=2a (1890)

Una funcién f : R — R se llama par si f(z) = f(—z) e impar si f(x) = —f(—=z).
Demuestre que el subconjunto de funciones pares y el subconjunto de funciones impares
forman dos subespacios del espacio vectorial de funciones de R en R. Demuestre a su vez
que cualquier funciéon de R en R puede escribirse como la suma de una funcién par y una
funcién impar. Demuestre también que la interseccion de ambos subespacios es la funcién
nula, es decir, la funciéon constante igual a 0.

Si U,V son dos subespacios, demuestre que U NV es un subespacio. De un ejemplo donde
no se tenga que U UV no es un subespacio.

Determine cuales de los siguientes conjuntos estan formados por vectores linealmente inde-
pendientes: {2 4sm ,cos®(z)}, {1 sin(z),sin(2z)}, {z,cos(z)}, {(1 +z)? 2? + 2z,3},
{cos(2x), sin?(z), cos? } {0,z,2?

Usando analisis dimensional, halle el periodo de un péndulo en funcién de la masa de la
particula que cuelga, la longitud del péndulo, la aceleracién de la gravedad y el angulo desde
el cual se suelta el péndulo. ;Es posible obtener una tinica solucién al problema anterior
usando Unicamente andlisis dimensional?

Considere los siguientes subespacios de polinomios P, = Cl{1,z,22,---2"} donde n es un
ntmero natural. Considerando la derivada como una transformacién lineal d% P, —
P, y la integral como una transformacién lineal [ : P, — P,11 (si se piensa como
integral indefinida entonces se estd tomando la constante de integracién como cero) calcule
representaciones matriciales de la derivada y la integral con respecto a la base B, =
{1,z,2% - 2"} para P, y B,1 para P,y1.

Demuestre que si A, B son dos matrices cuadradas n x n entonces tr(AB) = tr(A)tr(B) y
tr(A 4+ B) = tr(A) + tr(B). Use esto para demostrar que no existen dos matrices A, B que
cumplan AB—- BA =1,

Considere un subespacio W de R”. Considere la transformacién T : R" — R" definida
segtin T'(v) = proyy, v, es decir, la proyeccién ortogonal de v sobre W. Demuestre que T es
una transformacién lineal y que si B es una base de R entonces [Tz = ([T])*. Con esto
calcule los valores propios de T'.

Si A, B son dos matrices cuadradas n X n se puede definir un producto punto entre ellas

como A- B = tr(ATB). Si W = Cl{( (1) g > ( I _02 >} calcule con la definicién

anterior del producto punto W=+

Si f, g son dos funciones continuas sobre el intervalo [ 1 , 1] se puede definir un producto

punto entre las funciones como f-g = (f, g) f f(x)g(z)dz. Con la definicién anterior de

producto punto ortonormalice mediante Gram- Schmldt el 51gu1ente conjunto de polinomios
{ 1,z, 22, xg}
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24. Una de las ventajas de las matrices simétricas es que se pueden diagonalizar ortogo-
nalmente segiin QT AQ = D. Otra forma de escribir eso es como A = QDQT. Aho-
ra bien, si D se denota como D = diag(dy,ds, -+ ,d,) y f : R — R es una funcién
cualquiera (como la exponencial, el seno y el coseno) se define f(D) como la matriz
f(D) = diag(f(d1), f(da), -, f(dn)), es decir, se evalia la funcién sobre cada elemen-
to sobre la diagonal individualmente. La ventaja de las matrices simétricas es que permite
definir f(A) como f(A) = Qf(D)QT. Con ayuda de lo anterior si A = ( 731 ;1 )
calcule cos A y sin A.
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