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Introduccién al Curso

Como su nombre lo indica, el calculo en varias variables busca generalizar las técnicas
aprendidas en el cédlculo en una variable a la situacién en que las funciones dependen
de varias variables independientes. Esta generalizacién es necesaria pues béasicamente
ningin fenémeno natural depende tinicamente de una variable. Por ejemplo, el precio de
un bien es funcion (entre otros factores) de los costos de los materiales que se utilizan
para fabricarlo y ya solo en este ejemplo podria estarse hablando de por lo menos decenas
de variables determinando el costo de un bien.

Afortunadamente, si bien es cierto existe un salto cualitativo entre el calculo en una
variable y el de varias variables, en el momento que se domine bien el calculo de funcio-
nes de dos o tres variables, la mayoria de los resultados se pueden generalizar a varias
variables facilmente, por lo que es suficiente como primera aproximacioén dedicarse ex-
clusivamente a funciones que dependan de dos o tres variables. La tnica excepciéon a
esto es cuando se quiera introducir el tiempo como una variable adicional, por ejemplo,
como una cuarta variable junto a las tres espaciales, pues en este caso debido a que casi
todos los fenémenos se describen en funcién del tiempo las férmulas se interpretan un
poco distinto al introducir el tiempo explicitamente.

Debido a lo anterior, la primera parte del curso se centra en describir geométricamente
el plano R? y el espacio R3. Para facilitar tal descripcion geométrica, se introducen las
coordenadas, que no son mas que una forma conveniente de etiquetar los puntos en
una regién geométrica. Excepto por ciertos requisitos naturales, las coordenadas que se
utilicen corresponden a convenciones o razones pragmaticas, por lo que estas no sirven
mas que como una forma de registrar el significado geométrico de los eventos. De hecho,
lo més 1til de las coordenadas es que se pueden utilizar sobre regiones que no son planas,
por ejemplo, sobre una esfera o un cilindro, al proceso de asignarle coordenadas a tales
regiones se va a llamar parametrizacion.

Después de haber estudiado la parametrizacién de superficies y un poco de geometria
vectorial, se analiza la cineméatica de curvas. Basicamente una curva puede interpretarse
como la estela que dejaria una particula que se estd moviendo en el espacio y hacer
cinematica de la curva significa describir el movimiento de su particula (imaginaria o
no) asociada, es decir, hablar de velocidad, aceleracion, etc. Se va a ver que si bien es
cierto es muy natural describir las curvas a través del tiempo, el parametro privilegiado
de las curvas no es este sino uno llamado la longtiud de arco, que es mediante el cual se
puede dar la descripcién mas simple de la curva.

El concepto que le sigue a una curva es el concepto de campo. A lo largo del curso
se estudiaran dos tipos de campos muy especiales: los campos escalares y los campos
vectoriales. Un campo escalar no es mas que la asignaciéon a cada punto del espacio de un
valor en el que todos los observadores coinciden independientemente de las coordenadas



utilizadas: por ejemplo, la temperatura sera el prototipo de un campo escalar pues a
cada punto del espacio el niimero que le asigna es la temperatura en ese punto y tal
valor deberia ser independiente de si se usan coordenadas cartesianas, esféricas, etc. Los
campos escalares tienen la particularidad de que pueden optimizarse, es decir, se pueden
buscar las condiciones que debe cumplir un punto para ser un méaximo o un minimo
del campo. Como se observaré, la busqueda de encontrar los puntos que maximizan o
minimizan un campo generalizan el criterio en una variable de la segunda derivada y
aqui aparecera el operador diferencial més importante de todo el célculo, el operador
diferencial nabla.

Continuando con los campo escalares, se desarrolla la teorfa de integraciéon de tales
campos. En célculo en una variable la integral se interpreté geométricamente como el area
bajo la curva. Si bien es cierto esta interpretacion puede extenderse a mas variables pierde
rapidamente su utilidad ya que su capacidad de visualizacién incluso para tres variables
se vuelve imposible (o al menos muy dificil). En cambio, hay otra interpretacion del
concepto de la integracion de campo escalar que se puede utilzar con mayor facilidad en
varias variables. Esta interpretaciéon consiste simplemente en pensar la integracién como
un proceso en que se suman contribuciones infinitesimales, por ejemplo, si el campo
escalar es la densidad, entonces la masa total del fluido no se ve mas que como una
“suma” (integral) de las contribuciones de elementos de masa arbitrariamente pequenos.
En la teoria de integraciéon de campos escalares apareceran las integrales dobles o triples
que afortunadamente se podran integrar en la mayoria de casos précticos como varias
integrales ordinarias del cilculo en una variable.

Finalmente, un campo vectorial consiste en la asignaciéon a cada punto del espacio de
un vector. Tal vector puede ser muchas cosas, por ejemplo, la velocidad de un fluido, el
campo eléctrico, el campo magnético, etc. La teoria de integracién de los campos vec-
toriales es quizés la parte méas interesante del curso y es la que abre mas puertas para
modelar fenémenos fisicos, por ejemplo, las ecuaciones de Maxwell para el electromag-
netismo o la ecuacién de continuidad que expresa la conservaciéon de “carga”. Realizando
la teoria de campos vectoriales, aparecen naturalmente los conceptos de trabajo, circu-
lacion y flujo que traen como contraparte matematica el gradiente, el rotacional y la
divergencia.






Indice general

1. Geometria y Cinematica en el Espacio
1.1. Sistemas de Coordenadas . . . . . . . . . . . ... ... ... ... ...

1.1.0.1. Coordenadasenel Plano . . ... ... ... ... ....
1.1.0.1.1. Coordenadas Cartesianas . . . ... . .. .. ..
1.1.0.1.2. Coordenadas Polares . . . .. ... ... ....
1.1.0.2. Coordenadas en el Espacio . . . . ... ... .......
1.1.0.2.1. Coordenadas Cilindricas . . . ... .. .. ...
1.1.0.2.2. Coordenadas Esféricas . . ... ... ... ...

1.2. Geometria Vectorial . . . . . . . . . .

1.3.

1.2.1.

1.2.2.

Operaciones entre Vectores . . . . . . . . . .. ... ... ...
1.2.1.1. Multiplicacién de un vector por un ntmero real . . . . .
1.2.1.2.  Suma y resta de vectores . . . . .. ... ... ...,
1.2.1.3.  Vectores bases coordenadas cartesianas . . . . .. .. ..
1.2.1.4. Producto punto y proyecciéon ortogonal . . . .. ... ..
1.2.1.5.  Producto cruz y férmulas de drea . . . . . . ... .. ..
Rectas y Planos . . . . . . . .. ..
1.2.21. Rectas . . . . . . .
1.2.2.2. Planos . . . . . ...

Parametrizaciones de Curvas y Superficies . . . . . .. .. ... ... ...

1.3.1.

1.3.0.3. Secciones Coénicas . . . . . . . . ...
Parametrizacion de Superficies . . . . . .. ...
1.3.1.1. Superficies Cuadraticas . . . . . . ... ... ... ....
1.3.1.2.  Superficies de Revolucion . . . . . .. ... ...
1.3.1.3. Conos . . . . . ..
1.3.1.4. Cilindros Oblicuos . . . . . . .. ... . ... ... ....

1.4. Cinematica de una Curva en el Espacio . . . . .. ... ... ... ....
Geometria de una Curva . . . . . . . . ...

1.5.

1.5.1.

1.5.2.
1.5.3.

Marcos de Referencia Moviles . . . . . . ... .. ... ... ...
1.5.1.1. Circuloenelplano. . . . .. ... ... ... ... ....
1.5.1.2. Hélice . . . . . . . . . . . ..
Longitud de Arco . . . . . . ..
Foéormulas de Frenet . . . . . . . . . . ... L
1.5.3.1. Curvatura . . . . . . .. . . . . ...
1.5.3.2. Elcirculo osculador . . . . . . ... ... ... ... ...
1.5.3.3. El péndulo isébcrono . . . . . . . ... ... ..
1.5.3.4. Torsion . . . . . . ..



Indice general

1.5.3.5. Lostresplanos . . . . . . .. ... ... ... ... ... 102

1.5.3.5.1. El Plano Osculador . . . . ... ... ...... 103

1.5.3.5.2.  El plano normal . . . . .. ... ... ... ... 104

1.5.3.5.3.  El plano rectificante . . . . . .. ... ... ... 104

2. Diferenciacion y Optimizacion de Campos Escalares 107
2.1. Limites y Continuidad de Funciones . . . . .. .. ... ... ... .... 107
2.1.1. Topologia del Espacio . . . . . ... . ... ... ... ... ... 107
2.1.2. Limite de una Funcién . . . . . . .. . ... oo 111

2.2. Derivadas Direccionales y Gradiente de un Campo Escalar . . . . . . . .. 115
2.2.1. Visualizacion de Campos Escalares . . . . . .. . ... . ... ... 115
2.2.1.1. Grafica de una funcién de dos variables y curvas de nivel 115

2.2.1.2. Representacion de un Campo Escalar . . . . . ... ... 117

2.2.2. Derivadas Direccionales y Gradiente de un Campo Escalar . . . . . 118
2.2.3. Vectores Base en Coordenadas Curvilineas . . . . . . . . ... ... 125

2.3. Diferencial y Derivada de un Campo Escalar . . . .. . .. ... ... .. 129
2.3.1. Derivada de un Campo Escalar . . . . ... ... ... ... .... 129
2.3.2. Regladelacadena . . .. .. .. ... ... ... ... ... . 131
2.3.3. Diferencial de un Campo Escalar . . . . . . ... ... ... .... 140
2.3.4. Derivadas Parciales Sujeta a Restricciones . . . . . . . . ... ... 143
2.3.5. El Plano Tangente de una Superficie . . . . . . ... .. ... ... 145
2.3.6. Teorema de la Funcién Implicita . . . . . . .. ... ... ... .. 148
2.3.7. Ejercicios Adicionales Primer Examen . . . . ... ... ... ... 154

2.4. Teorema de Taylor . . . . . . .. .. ... 177
2.5. Optimizacion de Campos Escalares . . . . . ... . .. ... ... ... .. 179
2.5.1. Criterio de la Segunda Derivada . . . . . . .. ... .. ... ... 181
2.5.2. Multiplicadores de Lagrange . . . . . . . . . ... ... ... .... 189
2.5.2.1. Interpretaciéon Fisica de los Multiplicadores de Lagrange . 204

2.5.3. Aplicaciones de Maximos y Minimos . . . . . . . ... ... .. .. 208

3. Integracion de Campos Escalares 222
3.1. Integracion a lo largo de una Curva . . . . . . . . . .. ... . ... .... 224
3.2. Integraciéon sobre una Superficie . . . . . . . ... ... L. 225
3.2.1. Integrales sobre el plano . . . . . . .. ... 0oL 227

3.3. Integracién sobre una Region . . . . . . . . . ... L. 239
3.4. Aplicaciones Integrales Dobles y Triples . . . . . . ... .. .. ... ... 250
3.4.1. Centro de Masa de un Cuerpo . . . . . . . .. ... ... ..... 250
3.4.2. Tensor de Inmercia . . . . . . . . .. .. ... ... 252

3.5. Ejercicios Adicionales . . . . . . .. ... 255
4. Integracion de Campos Vectoriales 270
4.1. Campos Conservativos e Integrales de Linea . . . . . . . . ... ... ... 270
4.2. Rotacional de un Campo Vectorial . . . . . . ... .. ... ... ..... 286



Indice general

4.3. Divergencia de un Campo Vectorial . . . . . . ... .. .. ... 302
4.3.1. Ejercicios Adicionales . . . . . ... .. ... L. 310
4.3.2. Aplicaciones Fisicas . . . . . . ... . ... ... 339

4.3.2.1. Ecuacion de Continuidad . . . . . .. .. ... ... ... 339
4.3.2.2. Dinamica de Fluidos . . . . . . . ... ... .. ...... 341
4.3.2.3. Ecuaciones de Maxwell . . . .. ... ... .. ... ... 342



1 Geometria y Cinematica en el Espacio

1.1. Sistemas de Coordenadas

Una de las diferencias entre el célculo en una variable y el calculo en varias variables
consiste en las regiones sobre las cuales estd definida una funcién. Por ejemplo, para
funciones de un variable el dominio de una funcién es por lo general un intervalo como
[0,1] o quizés toda la recta real R. Por otro lado, las funciones que son de intéres para el
calculo en varias variables pueden estar definidas sobre el plano R2, sobre el espacio R3,
sobre un circulo, un cilindro, una esfera, o alguna regiéon mas complicada. Dependiendo
de la simetria de la regién en la cual se define la funcién o de las caracteristicas mismas
de la funcién, puede resultar mas tutil describir el dominio de la funcién y el &mbito de
la funcién con coordenas distintas a las cartesianas x,y, z.

Antes de introducir estas nuevas coordenadas, que generalmente reciben el nombre de
coordenadas curvilineas es importante recordar como construir las coordenas carte-
sianas y el significado general de un sistemas de coordenadas.

1.1.0.1. Coordenadas en el Plano

1.1.0.1.1. Coordenadas Cartesianas El propésito de los sistemas de coordenadas es
asignarle nameros (las coordenadas) a distintos puntos de una regiéon, cumpliendo en la
medida de lo posible los siguientes requisitos:!

1. A cada punto de la regién geométrica se le asigna una serie de ntimeros que lo van
a identificar, es decir, los puntos son etiquetados con listas de ntimeros

2. Esa asignacion de nimeros deberia variar continuamente, es decir, puntos que
parecen estar cerca deberian recibir nimeros que no difieran mucho

3. La cantidad de ntimeros o coordenadas necesarias deberfa ser igual al nimero de
direcciones independientes sobre las que uno puede moverse dentro de la region.

Por ejemplo, si la regién geométrica es un plano, que se puede representar como una
hoja infinita, entonces dado que uno puede moverse en dos direcciones independientes
(por ejemplo, este-oeste y norte-sur) deberia asignarle dos nimeros o coordenadas a cada
punto sobre el plano.

Las coordendas cartesianas consisten en escoger arbitrariamente un punto del
plano como el origen, es decir, el punto (0,0) y trazar dos lineas rectas perpendiculares

Como se verd méas adelante, la mayoria de coordenadas que se introduciran cumpliran parcialmente
estos requisitos, por lo que hay que tener cierta flexibilidad al usar otras coordenadas
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que pasen por el origen que serviran como los ejes de referencia, es decir, los ejes z, y.
Luego, escogiendo arbitrariamente una escala de longitud para asignarle coordenadas a
cualquier otro punto uno traza un par de rectas que sean paralelas a los ejes de referencia
v la distancia entre tales rectas serfan las coordenadas del punto P de intéres.

A
P = (2,3)
,,,,,,,,,,,,,, “,,,,,,,,,,,,,,
3 l
[©0.0) 9 .

Figura 1.1.1: Coordenadas z,y en el plano

De aqui es facil observar que se cumplen los tres requisitos anteriores para las coorde-
nadas cartesianas y que estas pueden tomar cualquier valor, es decir,

—co<r <00 —o00<y<0o0 (1.1.1)

1.1.0.1.2. Coordenadas Polares El otro sistema de coordenadas usual es el polar.
Para introducirlo es més facil partir de las coordenadas cartesianas. Lo que se hace es
comenzar a trazar circulos centrados en el origen, las coordenadas polares de un punto
P son p,¢ % donde p es el radio del circulo que pasa por Py ¢ el angulo medido en
sentido antihorario desde el eje x.

2Es usual usar los nombres r, 0 para las coordenadas polares pero para no entrar en conflicto con las
esféricas es mejor usar esta notacion, que tiene la desventaja de que p también se usar para la densidad
de carga eléctrica pero del contexto seré claro cual es el significado de p. Con la notacion usual se
tendria z = rcosf y y = rsinf
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Figura 1.1.2: Coordenadas Polares p, ¢ en el plano

Es claro que p siempre es positivo pues es el radio de un circulo mientras que para
dar una vuelta se necesita recorrer un angulo de 0 a 27. Ahora bien, como es preferible
que cada punto solo reciba un par de coordenadas se toman los valores de la manera
siguiente

0<p<x 0<p<2rm (1.1.2)

Es claro que no hay un angulo natural que se le pueda asignar al origen, por lo que en
coordenadas polares las coordenadas del origen quedan indefinidas. Se podria
intentar ¢ = 0 como angulo pero en ese caso si uno caminara desde el origen a un punto
sobre el eje y el valor de ¢ saltaria abruptamente de 0 a 5 y se violaria la condicion 2.
de continuidad. De hecho, aunque el eje z+ tiene coordenadas polares bien definidas, se
viola la condicién 2. de continuidad para el angulo. Esto porque cualquier punto sobre
el eje z con x > 0 tiene coordenadas polares » = x y ¢ = 0 pero si uno se acerca al eje
z+ desde el cuarto cuadrante el angulo va a saltar abruptamente de 27 a 0.

Del siguiente diagrama es claro la relacién entre las coordenadas =,y y p, ¢ para un

punto sobre el plano®

T =pcosy Yy =psinp

: 1.1.3
p=Vat+y? cosp=—mysing = = (143

3La relaciéon para ¢ se escribe de la siguiente forma en vez de tanp = Y pues esta tltima se indefine
cuando x =0

10
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Figura 1.1.3: Relacién entre coordenadas polares y cartesianas

1.1.0.2. Coordenadas en el Espacio

Al igual que en el caso del plano, como en el espacio uno puede moverse en tres direc-
ciones independientes (norte-sur, este-oeste, arriba-abajo) se esperaria que es necesario
asignarle a cada punto del espacio tres coordenadas o niimeros. Para construir las coor-
denadas cartesianas, se toma un punto arbitrario como el origen y se trazan tres rectas
perpendiculares entre si que servirian como los ejes x,, z.* Para asignarle coordenadas
a cualquier punto P se proyecta la sombre del punto sobre el plano xy para obtener sus
coordenadas x y y mientras que la coordenada z es la altura del punto sobre el plano
Y.

Con respecto a las coordenadas polares, hay dos generalizaciones naturales: las coor-
denadas cilindricas y las coordenadas esféricas.

1.1.0.2.1. Coordenadas Cilindricas La idea las coordenadas cilindricas es la siguien-
te: sobre el plano xy se construyen las coordenadas polares al igual que antes, luego se
considera la proyeccion (sombra) del punto P sobre el plano xy. Las coordenadas p, ¢
de P son las coordenadas polares de la sombra y la coordenada z es la altura de P con
respecto al plano zy.

Claramente la relacién entre las coordenadas es la siguiente:

Tr=pcosy yYy=psing z==z (1.1.4)
Y los rangos de valores para las coordenadas cilindricas son

0<p<ox 0<p<2r —o<z<o0 (1.1.5)

4Pronto se vera como se debe tomar la orientacion de los ejes de modo que formen un sistema de mano
derecha.

11
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A
Z
|
1(0,0,2)
™~ 7
| =< -
e
\\“T_,// P=(x,y,z)
|
‘ Z
|
! N
X D P
4w _ a7
¥ o T PMy0)

Figura 1.1.4: Coordenadas Cilindricas y Cartesianas

En forma similar a las coordenadas polares, el angulo ¢ de todo el eje z esta indefinido
por lo que hay toda una recta a la que no se le asignan coordenadas.

1.1.0.2.2. Coordenadas Esféricas Las coordenadas esféricas son el analogo de la
latitud y longitud que se utiliza para ubicar puntos sobre la superficie terrestre. Se
construyen esferas centradas en el origen, las coordenadas esféricas de un punto P son
r,0,p donde r es el radio de la esfera, 6 es el angulo entre el eje z y el rayo desde el
origen a Py ¢ se mide igual que en las coordenadas cilindricas y polares.®

Es claro que la relacién entre las coordenadas esféricas con la cartesiana y cilindrica
es la siguiente:

p=rsind Y= z =rcost

] ) _ (1.1.6)
x=rsinfcosp y=rsinfsing z=rcost
En este caso los valores de las coordenadas son
0<r<oo 0<f<m 0<p<2rm (1.1.7)

®Nuevamente aqui hay distintas convenciones; a veces se invierte el papel de 8 y ¢ y los valores entre
los cuales estan definidos los angulos

12
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Figura 1.1.5: Coordenadas Esféricas

En este caso, nuevamente no se le asigna coordenadas esféricas a todo el eje z.

1.2. Geometria Vectorial

Uno de los aspectos més importantes del calculo en varias variables es el hecho de
que las funciones con las que se trabajan se pueden representar a través de vectores.
Un vector puede tener tres posibles interpretaciones, cada una de las cuales tienen sus
ventajas y dependiendo de la situacién es mejor escoger una interpretacion sobre la otra.

1. Un vector es un punto en el espacio: por ejemplo, si se estd en el espacio
R3 el punto P = (z,y, z) puede considerarse como un vector 5. Aqui vector seria
bésicamente un sinénimo para punto y esta serd la interpretacién que menos se
utilizard pues no anade significado geométrico adicional.

Sesto ya que desde el punto de vista de Algebra Lineal los puntos forma un espacio vectorial

13
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(xy:2)

Figura 1.2.1: Vector como punto en el espacio

2. Un vector indica la posicion de un punto en el espacio: Aquisi P = (z,y, 2)
es un punto en el espacio, se piensa en el vector de posicion r = (z,y, z)7 como
una flecha que parte desde el origen y termina en el punto (x,y, z).

Figura 1.2.2: Vector como vector de posicion

3. Un vector es una flecha dirigida en el espacio: la tnica diferencia con respecto
a la interpretacion anterior es que ahora el vector no tiene por qué comenzar desde
el origen sino que puede ponerse sobre cualquier punto del espacio. Bajo esta
interpretacion, dos vectores que tengan el mismo tamano y apunten en la misma
direccién seran considerados iguales atin cuando no estén sobre el mismo punto.

"Se van a identificar los vectores como letras en negrita para diferenciarlos de los escalares y otras
cantidades. Otra notacién comin es 7 que se utilizara sobre todo en las figuras

14
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Esta interpretacion sera crucial a la hora de estudiar campos vectoriales ya que
podrén considerarse a los vectores como pegados a un punto distinto del origen
por lo que no tendran que interpretarse como vectores posicion.

A

41

Figura 1.2.3: Vector como flecha dirigida

1.2.1. Operaciones entre Vectores
1.2.1.1. Multiplicacién de un vector por un nimero real

Por ejemplo, suponga que se tiene el vector de posicion r = (z,y, z). Entonces si A es
un numero real se define

Ar = (Az, Ay, A\z) (1.2.1)

Es decir, para multiplicar un vector por un nimero real se multiplican las entradas
respectivas del vector por el namero. Por ejemplo, si r = (1,—2,3) enrtonces 5r =
(5,—10,15). Geométricamente se interpreta de la siguiente forma:

15
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© A > 1: En este caso Ar representa un vector con la misma direccién que r pero
que se ha expandido, es decir, su longitud ha aumentado por un factor de A

= 0 < A < 1: En este caso Ar representa un vector con la misma direccién que r
pero que se ha contraido, es decir, su longitud ha disminuido en un factor de A

= A = 0 : En este caso Ar = 0 es decir, es el vector nulo, el cual se representa
sencillamente como un punto pues no tiene tamano

= —1 < A < 0: En este caso Ar representa un vector con direcciéon opuesta a r y que
se ha contraido, es decir, su longitud ha disminuido en un factor de A

= A < —1: En este caso Ar representa un vector con direccién opuesta a r pero que
se ha expandido, es decir, su longitud ha aumentado por un factor de A

v

Figura 1.2.4: Multiplicacién de un vector por un ndmero real

1.2.1.2. Suma y resta de vectores
Definir la suma y resta de vectores también se hace entrada por entrada. Por ejemplo,
sia=(x1,y1,21) y b = (22,2, 22) entonces

a+b=(21,y1,21) + (2,y2,22) = (01 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22) (1.2.2)

a—b=(v1,y1,21) — (v2,42,22) = (T1 — T2,y1 — Y2, 21 — 22) (1.2.3)

La suma de dos vectores a,b ya sea en el plano o en el espacio se interpretaria geo-
métricamente de la siguiente manera.

Figura 1.2.5: Suma de vectores

16
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©> Método 1: suma de vectores como la completacion del triangulo: De la
figura se nota que para construir a+ b primero se puede tomar el vector a y mover
el vector b de forma que el origen del vector b coincida con la flecha del vector
a (es decir, con el lugar donde termina) y asi a + b es el vector que resulta de
completar el triAngulo que tiene lados a ,b y a+b. Note que como a+b = b+a se
pudo haber tomado primero el vector b y haber movido el vector a de forma que
coincidiera su inicio con el final del vector b y de esa forma a + b es nuevamente
el vector que resulta de completar ese tridngulo

©> Método 2: suma de vectores como la diagonal del paralelogramo: De la
figura puede verse que es posible formar un paralelogramo con dos lados siendo a
y los otros dos siendo b. Bajo esta interpretacién, la diagonal indicada en la figura
representaria a + b . (La otra diagonal del paralelogramo representa de hecho al
vector a — b o b — a dependiento de donde se coloque la flecha del vector)

Para restar vectores se aprovecha el hecho de que

a—b=a+(-b) (1.2.4)

es decir, para hacer a — b primero se construye —b como el vector opuesto a b y luego
se realiza la suma de vectores (con el método geométrico anterior) a+ (—b). La siguiente
figura ilustra el método

Figura 1.2.6: Resta de vectores

La siguiente figura ilustra tanto la suma como la resta de vectores segin el método
del paralelogramo
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Figura 1.2.7: Suma y Resta de vectores

De lo visto se tiene lo siguiente:

= Sia =tb con t > 0 se puede interpretar el vector a como el vector tiene la misma
direcciéon que b y una longitud modificada por un factor de ¢. En tal caso se dice
que a y b son paralelos. Es decir, dos vectores a, b son paralelos si existe ¢ > 0
tal que a =tb . Si t < 0 se llaman antiparalelos.

=> Sirp y rg son los vectores de posicién para los puntos Py @) , se define I@ =Q-P
es el vector que comienza en el punto P y termina en el punto (). Esta es la
interpretacion geométrica para la resta entre vectores vistos como puntos.

rQ

Figura 1.2.8: Resta de vectores vistos como puntos en el espacio

1.2.1.3. Vectores bases coordenadas cartesianas

Todo sistema de coordenadas viene acompanado con un conjunto de vectores base.
Por el momento es suficiente introducir los vectores i, j, k del sistema cartesiano. La idea
es que cualquier vector en el espacio puede “descomponerse’” como cierta suma de los
vectores base y® el ntimero de coordenadas necesarias para describir un punto
es igual al nimero de vectores necesarios para formar una base. Dado que en

el espacio se ocupan tres coordenadas x, ¥, z se necesitan tres vectores base asociados a
tales coordenadas.

8Mas formalmente, se puede escribir como combinacién lineal de la base
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Sir = (z,y, z) representa el vector de posicion del punto (z,y, z) es claro que
r=(z,y,2) =2(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1) = zi + yj + zk (1.2.5)

donde
i=(1,0,0) j=(0,1,0) k=(0,0,1) (1.2.6)

De la figura siguiente es facil observar que

(X7}',Z)

Figura 1.2.9: Vectores bases para las coordenadas cartesianas

= Cada uno de los vectores base i, j, k es unitario , es decir, mide 1.

= Los vectores bases i, j, k son mutuamente perpendiculares u ortogonales.

1.2.1.4. Producto punto y proyeccién ortogonal

Una operacién que va a ser fundamental es la de producto punto que consiste en una
operacion que toma dos vectores y produce un nimero real. Basicamente, si a y b son

dos vectores se define
a-b =la||b|cos (04) (1.2.7)

Donde |a| y |b| significan la norma o longitud del vector mientras que cos (0,) significa
el angulo entre los vectores a y b que

1. siempre se toma entre 0 y 7

2. siempre se mide con los dos vectores saliendo del mismo punto del espacio
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‘b| cos (eab)

‘a‘ cos (Gab)

Figure 1.2.10: Producto punto

De la figura anterior se puede observar que el producto punto consiste en tomar la
proyeccion de un vector a lo largo del otro vector y luego multiplicar tal proyecciéon por
la longitud del vector sobre el cual proyecta. Antes de decir como calcular el producto
punto, la norma de un vector y el 4ngulo entre vectores es importante tener presente las
siguientes dos propiedades del producto punto entre los vectores a, b, c.

= Distributividad: a-(b+c)=a-b+a-c
= Conmutatividad: a-b=b-a

= Ortogonalidad (perpendicularidad): dos vectores a y b son perpendiculares
si el angulo entre ellos es 6, = 7. En tal caso cosfy, = 0 por lo que utilizando
1.2.7 se concluye que a y b son perpendiculares siy solosia-b =0

Con lo anterior y tomando a =b =r =xi+ yj + zk en 1.2.7 se tiene que
(zi + yj + 2Kk) - (zi+ yj + 2k) = |r|* cos () (1.2.8)

claramente 6 = 0 y por la distributividad del producto punto en la ecuaciéon anterior se
tiene que

v =2%i-i+ayi-j4+azi-k+yaj-i+y2j-j+yzj-k+zak-i+zyk-j+ 22k -k (1.2.9)

Ahora bien, como se mencion6 antes los vectores i, j, k cumplen que son mutuamente
perpendicualres y tienen norma 1 por lo que

ii=jj=k k=1 (1.2.10)

i j=i-k=j k=0 (1.2.11)
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y de esta forma se llega a las siguientes dos férmulas de gran importancia

2 o pr=a2 4242
{]r[ r-r=x"+y +z (1.2.12)

r| =+r-r
En general, si ry =z1i 4+ y1j + 21k y ro =x9i 4 y2j + 29k razonando igual que antes se

llega a que
ry-Tro = 2129 + y1y2 + 2122 (1.2.13)

es decir, se multiplican las entradas correspondientes y luego se suman. Finalmente, para
hallar el angulo entre dos vectores se utilza 1.2.7 de la siguiente forma

_ a-b
eab = COS 1 (m) (1214)

Con lo anterior es facil ver que el producto punto y la norma de un vector cumplen lo
siguiente

Sean u,v,w tres vectores y A € R un niimero real. Las siguientes propiedades son validas
para el producto punto y la magnitud de un vector:

> El producto punto de un vector diferente del nulo consigo mismo siempre es posi-
tivo: u-u > 0siu#0=(0,0,0)

= El producto punto es conmutativo u-v =v-u
= El producto punto es distributivo u- (v+w)=u-v+u-w
= La norma de un vector se puede calcular a partir del producto punto: [ju| = y/u-u

= La norma de un vector “saca” nameros en valor absoluto [|[Aul|| = |A|[|u]]

=> La distancia entre dos puntos P y @ se halla a partir de la resta entre ellos

d(P,Q) =[P -Q[ = Q- P (1.2.15)

A veces es importante trabajar con un vector que sea unitario, es decir, que tenga
norma 1 y que apunte en cierta direcciéon. Por ejemplo, si se tiene un vector u y se busca
un vector @t que apunte en la direcciéon de u y tenga norma 1 entonces primero que todo
deben ser paralelos pues apuntan en la misma direccién, es decir,

u = ti (1.2.16)

con t > 0 pues son paralelos. Tomando normas a ambos lados y recordando que se quiere
que || =1 entonces
lu| = [ta] = |t||a] =t (1.2.17)
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Es decir,
. u
a=— (1.2.18)
|ul
Si se tiene un vector u el vector unitario en la direccién de u es
. u
a=— (1.2.19)
|u
Lo cual a su vez permite escribir u como
u=|ulta (1.2.20)
es decir, un vector siempre es su norma multiplicado por el vector unitario asociado a
este.

Figura 1.2.11: Vector unitario para el vector u

La anterior permite una descomposicién muy tutil de un vector en términos de otro
vector. Suponga que se tiene un vector a y un vector b y se quiere escribir a como

a=a| +a (1.2.21)

donde aj es un vector paralelo (o antiparelelo) a b mientras que a es perpendicular a
b. Generalmente se conoce a a| como la proyeccion ortogonal de a sobre b mientras que
a a| como la componente ortogonal de a sobre b.
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Figura 1.2.12: Proyeccién de un vector sobre otro vector

De la figura es claro que {a”{ = |a| cos (0ap) ¥ la direccion de aj| es la misma que la de

b, es decir, &4 = b por lo que usando 1.2.7 y 1.2.20

. N a-b b a-b
a” = {a”{ a” = |a| COS (Qab)b = |a| wm = <W> b (1.2.22)
Y luego se toma a; =a — a|| el cual es perpendicular a b ya que
-b -b
a-b=a-b—a-b=a-b- (a—2>b-b:a.b— (a 2) ]b]2:0 (1.2.23)
b b
Es decir,
Si a y b son dos vectores se puede escribir a como
a=a +ag (1.2.24)
donde .
a .
aj=(—=|b 1.2.25
es un vector que paralelo o antiparalelo a b y
a; =a— aH (1.2.26)

es un vector perpendicular a b

Como ejemplo de la proyeccion ortogonal considere la féormula para la magnitud del
torque que genera una fuerza F al ser aplicada en un punto con vector posicién r

T=|r xF|

Se puede descomponer r como
r = I‘H +r
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donde r|| es la componente paralela a la fuerza y r la componente perpendicular, a
veces llamada el brazo de palanca. Luego por la distributividad del producto cruz

T:‘r”XF—‘FI'J_XF‘:‘I'J_XF’:’I'J_HF‘ (1229)

donde se ignora el primer término pues el producto cruz entre dos vectores paralelos es
0 y luego se utiliza el hecho de que el a&ngulo entre dos vectores perpendiculares es § por
lo que el seno del dngulo es 1. Asi se recupera el hecho de que el torque es basicamente
la magnitud del brazo de palanca por la magnitud de la fuerza.

1.2.1.5. Producto cruz y férmulas de area

El producto cruz es un producto particular con el que cuenta R? ? y que tiene la
propiedad de que es un vector perpendicular a los dos vectores originales que lo producen.
Asi, si a, b son dos vectores el producto cruz a x b es el vector

ax b =|a||b|sin () fapb (1.2.30)

donde 6, es nuevamente el dngulo entre a y b mientras que fi,p es un vector unitario
normal (ortogonal) a a 'y a b. Para hallar el vector fi,p se usa la regla de la mano derecha,
es decir, se colocan todos los dedos de la mano derecha salvo el pulgar en direcciéon del
vector a y luego se giran los 4 dedos restantes hacia el vector b, el pulgar indicara la
direccion en la que apunta a x b (hay mas de una version de la regla de la mano derecha
pero todas producen el mismo resultado). '° De la regla de la mano derecha se puede
observar que

axb=-bxa (1.2.31)

por lo que el producto cruz es anticonmutativo.

9El problema con intentar definir el producto cruz en mas dimensiones, por ejemplo R*, es un asunto de
dimensionalidad. Como dos vectores generan un subespacio de dimensién 2 entonces en espacios con
dimensién mayor a 3 habrian varios vectores linealmente independientes que serian perpendiculares
al plano que generan los vectores.

197a siguiente imagen fue tomada de http://en.wikipedia.org/wiki/Cross_ product
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axb
N b
fi
o
bxa a
=-axb

Figura 1.2.13: Representacion visual del producto cruz entre dos vectores

También, de 1.2.30 se puede observar que
la x b| = |a||b]|sin (f4) (1.2.32)

Claramente 1.2.32 podria usarse para hallar el &ngulo entre a y b, sin embargo, como se
esta considerando el angulo definido entre 0 y 7, la funcién seno no es inyectiva en ese
intervalo, por ejemplo, sin (%) = sin (%’r) lo cual significa que habria méas de un angulo
al tomar sin—!.

También, dos vectores son paralelos o antiparalelos si el angulo entre ellos es 0 o 7w y
de 1.2.32 se puede observar que en tal caso |a x b| = 0 por lo que dos vectores a, b son
paralelos o antiparalelos si y solo si a x b = 0.

A partir de la regla de mano derecha para el producto cruz se puede establecer que
significa un sistema de mano derecha. Basicamente, un sistema de vectores unitarios

{e1,e2,e3} es de mano derecha si
€1 X ey = €3 (1233)

En el caso de los vectores cartesianos i, j,k la condicién anterior implica las siguientes
relaciones (que se pueden ver de todas las iméagenes utilizadas hasta el momento)

ixj=k jxk=1i kxi=]j (1.2.34)

que se puede recordar utilizando el siguiente diagrama
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Figura 1.2.14: Propiedad ciclica producto cruz

De 1.2.34 se puede observar que el producto cruz no es asociativo, es decir ax (b x ¢) #
(a x b) x c. Esto porque si se toma por ejemplo a =b =iy ¢ = j entonces

{ax(bxc)zix(ixj):iXk:_j (1.2.35)

(axb)xc=(ixi)xj=0xj=0

Es decir, nunca hay que quitar los paréntesis cuando se tiene un producto cruz. Afortu-
nadamente, el producto cruz si es distributivo, es decir, ax (b+c)=axb+axc

Una forma préctica de calcular el producto cruz es escribiendo los vectores en funcion
de una base. Por ejemplo, si a = a1i + asj + ask y b = b1i + b2j + bsk entonces

ax b= (a1i+ azj + agk) x (bii + boj + bsk) = (1.2.36)

a1b1ixitaiboi X j4aibsi X k+agbijxit+asboj X j+aobsj X k+asbikxi+asgbok x j4agbsk x k

(1.2.37)
= a1bok — a1b3j — asbi1k + asbsi + agbij — asgbsi (1238)

Es decir,
axb= (agbg — agbg) i+ (a3b1 — albg)j + (a1b2 — agbl) k (1.2.39)

11

La cual se puede memorizar viéndolo como el siguiente “determinante”"" que se desarrolla

a lo largo de la primera fila

i j k
axb=|a a a3 (1.2.40)
by by b3

En resumen, algunas propiedades del producto cruz son:

HEstrictamente no es un determinante pues en un determinante solo se ponen nimeros y no vectores
pero se comporta igual para todos los propoésitos
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El producto cruz de ay b es a x b = |a| |b| sin (0,) fiap donde fi,p es un vector perpen-
dicular a a y b que se halla con la regla de la mano derecha.

> Direccién: a x b siempre es perpendicular a los vectores a y b

= Magnitud: |a x b| = |a||b|sin (f4)

= Anticonmutatividad: a x b= —b x a

> Paralelismo: a y b son paralelos o antiparalelos si y solosiaxb =0

= Distributividad: ax (b+c¢)=axb+axc

= Regla BAC-CAB: ax (bxc)=b(a-c)—c(a-b)

> Calculo en coordenadas cartesianas: Si a = a1i + aoj + ask y b = bii +

baj + bsk entonces a x b = (agbs — agbs) i+ (asby — aibs)j+ (a1by — azby) k que
formalmente se halla con la ayuda de 1.2.40 desarrollando el determinante a lo

largo de la primera fila.

A partir del producto punto y el producto cruz se pueden hallar el area de un paralelo-
gramo y el volumen de un paralelepipedo que serédn muy tutiles en el tema de integracion.
Considere dos vectores a y b y el paralelogramo que forman

Figura 1.2.15: Paralelogramo de lados a, b

El area de un paralelogramo era base por altura y de la figura es claro que
area = |a||b|sin (A,) = |a x b| (1.2.41)

Es decir, el drea de un paralelogramo con lados a, b es la magnitud del producto cruz
de los lados. De hecho, si se permiten areas dirigidas, es decir, un vector que indique el
area de una region, entonces se tiene que '2

12La siguiente figura fue tomada de http://en.wikipedia.org/wiki/Cross_product
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El producto cruz a x b es un vector normal (perpendicular) al paralelogramo con lados
a y b cuya magnitud indica el drea del paralelogramo

area = |a X b| (1.2.42)

Como se puede pensar que el paralelogramo esta formado por dos tridngulos entonces el
area del tridangulo con lados a y b es

1
area = 3 |a x b| (1.2.43)

Figura 1.2.16: Relaciéon entre el producto cruz y el drea de un paralelogramo

A su vez, considere el volumen del paralelepipedo formado por los vectores a, b, c

Figura 1.2.17: Volumen de un paralelepipedo de lados a,b, c

El volumen de un paralelepipedo es area por altura. Como area se puede tomar el
area del paralelogramo con lados b y ¢ que por lo anterior es |b x c|. De la figura es
claro que h = ||a|| cos o donde « en este caso es el angulo entre el lado a y el lado h.
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Ocupamos describir el lado A como un vector y para eso recordamos que su propiedad
méas importante es que es perpendicular al paralelogramo formado por b y c. Pero ya
conocemos un vector que tiene tal propiedad el cual es b x c¢. Luego « es el angulo entre
ay b x ¢ por lo que el volumen es

a-(bxc)

b =la-(b 1.2.44
e | Pl =l (e (1241

V = |h||b x c| = |a||cosa| [b x c| = |a]

Por lo tanto, se concluye que

El volumen del paralelepipedo con lados a, b, c es
V=la-(bxc) (1.2.45)

Sia=aii+ asj+ agk, b = b1i + boj + b3k, ¢ = c1i + c2j + c3k, el volumen se puede
calcular con la ayuda del determinante

ayp a2 as
V=1|b b b3 (1.2.46)
(5] Cy C3

1.2.2. Rectas y Planos
1.2.2.1. Rectas

Antes de comenzar a parametrizar curvas y superficies es necesario desarrollar un poco
los métodos vectoriales para las rectas y planos. Por ejemplo, generalmente una recta
en el plano se representa como una ecuaciéon de la forma y = max + b, sin embargo, es
necesario encontrar un anélogo geométrico a la ecuacién anterior para poder describirla
con vectores.

Como se muestra en la siguiente figura para especificar una recta uno deberia utilizar
un vector v que indica su direccién en el espacio junto con un punto P que por el cual
pasa la recta. Si r denota el vector posicién de cualquier otro punto sobre la recta, por lo
visto sobre la resta de vectores, el vector r — P es un vector que va desde P hasta r y en
este caso tiene la misma direccién que la recta por lo que debe ser paralelo o antiparalelo

a v, es decir,
r—P=tv (1.2.47)
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Figura 1.2.18: Recta con punto P y vector director v

o bien
r=P+tv (1.2.48)

Dado que el punto P y el vector v es conocido es ttil ver r como una funcién de t y
escribir
r(t)=P+tv (1.2.49)

visto de esta forma, r(t) representaria la posicion de una particula en tiempo ¢ que en
t = 0 pasa por P y que viaja con velocidad constante v. Sin embargo, esta interpretacion
serd utilizada después cuando se estudie la cinematica de las curvas.

La ecuacion 1.2.48 se llama la ecuaciéon vectorial de la recta y es necesario indicar lo
siguiente:

=> El punto P que se toma para escribir 1.2.48 puede ser cualquiera siempre y cuando
esté sobre la recta

= En vez del vector v puede escogerse cualquier vector paralelo o antiparalelo a v,

por ejemplo, 2v, —v, etc.

Si es escribe r = zi 4+ yj + zk = (x,9,2), P = (p1,p2,p3) y v = vi1i + vaj + vsk =
(v1,v2,v3) entonces en 1.2.48 se puede igualar entrada por entrada y se llega a la forma
paramétrica de la recta

T = p1 + tuy
Yy = po + tug (1.2.50)
z = p3 + tus

Nuevamente, es conveniente en pensar en x,y,z como funciones de t y escribir 1.2.50
como

.%'(t) =p1 +tvy
y(t) = p2 +tvs (1.2.51)
z(t) = p3 + tvs
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Finalmente, tomando 1.2.50 y suponiendo que vy, v2,v3 son todos distintos de cero se
puede despejar ¢t de cada ecuacion y llegar a la forma simétrica de la recta
TopL_Y—p2_ z—p3

t pr— pu— pr— (1.2.52)
U1 () V3

En resumen,

> La ecuacién vectorial de una recta que pasa por P con direccién v es

r=P+tv (1.2.53)

= Tomando r = (z,y,2), P = (p1,p2,p3) y v = (v1,v2,v3) las ecuaciones paramé-
tricas de la recta son

T =p1 +tvg
Yy =p2+tva (1.2.54)
z = p3+tug

> La forma simétrica se halla despejando t de la forma paramétrica

t:x—plzy—pzzz—pg (1_2_55)
U1 V2 U3

> Si se tienen dos rectas, se dicen que son paralelas si sus vectores directores aso-
ciados son paralelos o antiparalelos. Es importante recalcar que en el espacio dos
rectas pueden no ser paralelas y atn asi no tienen por qué intersecarse.

Ejemplo 1. Considere las rectas L, L, de ecuaciones respectivas:

Ly:(z,y,2)=(t+2,—t+4,2t +6) (1.2.56)

Ly : (z,y,2) =(—t+1,t+5t+7) (1.2.57)

a) Determine el punto ) donde se cortan las rectas
Denotando el punto @ como @ = (q1,q2,q3) al ser el punto de interseccion @ esta
tanto en L; como en Lo. Por estar (Q en Ly existe ¢; tal que

(91,92, q3) = (1 + 2, —t1 + 4,21 +6) (1.2.58)

por estar Q en Lo existe to tal que

(q1,92,q3) = (=ta + 1,t2 + 5,10 + 7) (1.2.59)
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luego igualando ambas ecuaciones se llega a

t1+to=-—1
—t1—ty=1 (1.2.60)
201 —to =1

observe que este sistema es tan facil de resolver que no es necesario usar matrices. Por
ejemplo, sumando la primera y tercera ecuaciéon se llega a t; = 0 y reemplazando esto
en la primera ecuacion se llega a to2 = —1 por lo que de (1.2.58) tenemos que

(91,42,93) = (2,4,6) (1.2.61)

b) Verifique si A es un punto arbitrario en L; y B es un punto arbitrario
en Lo entonces QA y QB son ortogonales

Se tiene que si A € L entonces existe ¢; tal que A = (t1 + 2, —t1 +4,2t; +6) y si
B € L, existe ty tal que B = (—to + 1,t9 + 5,t2 + 7)

QA=A—Q= (1 +2,—t, +4,20, +6) — (2,4,6) = (t1, —t1,2t1) (1.2.62)

OB=B—Q=(—ts+ 1,0 +5.t2+7) — (2,4,6) = (—ts — 1,ta + 1,62 + 1) (1.2.63)

por lo que

—
QA . Cﬁ = (751, —t1,2t1) . (—tg —1,to+ 1,10+ 1) = tl(—tg — 1) — tl(tg + 1) + 2t1(t2 + 1)
(1.2.64)
= —2t1(t2 + 1) + 2t1(t2 + 1) =0 (1.2.65)

c) Sea C' = (3,3,8); verifique que C pertenece a la recta L;

Basta tomar t =1 en Ly : (x,y,2) = (t +2,—t + 4,2t + 6).

d) Encuentre un punto D en la recta L, tal que el area del triangulo CQD
sea igual a V/18.

Ya sabemos que C' y @Q estan en Ly y el vector C@ =Q—-C=1(2,4,6) —(3,3,8) =
(1,1, —2) el tiene magnitud v/6. Este vector sirve como la base del triangulo CQD.

Como @ también esté en Lo y las rectas son ortogonales (por el inciso b) ) entonces
se tiene que el tridngulo es un tridngulo rectangulo y el vector para la altura va a ser
lﬁ =(2,4,6) — (=t+1,t+5,t+7) = (t+1,—t —1,—t — 1) el cual tiene magnitud
V3 |t + 1|. Luego hay que resolver la ecuacion

V18 = %\/gx/g\t—i- 1] (1.2.66)

lo cual tiene como soluciéon ¢t = 1 o t = —3. Sustituyendo el valor ¢ = 1 en la ecuacion de
la recta para Lo da el punto (0,6,8). También se podia haber encontrado el otro punto
con t = —3 pero solo se pedia hallar uno.
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L2

L1 A NC

Figura 1.2.19: ejercicio rectas perpendiculares

Ejemplo 2. Halle la ecuacién vectorial de la recta L; que contiene a los puntos
P:(4’6?7)YQ:(3’6?9)

Por lo visto antes de la ecuaciéon 1.2.48, P(:’j es un vector que yace sobre Li por lo que
sirve como un vector que indica la direcciéon de la recta

PO=Q—P=(369) —(4,6,7) = (~1,0,2) (1.2.67)

Luego por la ecuacién vectorial para una recta si r es cualquier punto sobre L; debe
tenerse que

Li:ir= (2,92 =P+tPQ = (4,6,7) + t(~1,0,2) (1.2.68)
Muestre que la recta Lo, dada por ecuaciones simétricas
z—1 5— %
=y—3= 1.2.69
==Y 3 ( )
no interseca a L.
Observe que la ecuacion anterior puede escribirse como
-1 -3 -5
L R A (1.2.70)

7 1 -3

y por comparacion con 1.2.52 se tiene que (v1,va,v3) = (7,1, —=3) v (p1, p2,p3) = (1, 3,5).
Luego, la ecuacion vectorial para Lo es

Ly:r=(z,y,2) = (1,3,5) + s(7,1,-3) (1.2.71)

para que hubiera interseccion el sistema siguiente tendria que tener solucion (pues
(z,y,z) cumpliria ambas ecuaciones de Lj y Lo simultdneamente)

4—t=1+17s
6=3+s (1.2.72)
T+2t=5—3s
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simplificando un poco se llega al sistema:

t+T7s=3
s=3 (1.2.73)
2t +3s=-2

pero sustituyendo s = 3 en las otras dos ecuaciones es facil ver que es imposible satisfacer-
las simultaneamente por lo que el sistema no tiene solucién y luego no hay interseccion.

1.2.2.2. Planos

En analogia con las rectas, para describir un plano en forma vectorial es necesario
especificar un punto P por el cual pasa el plano. Como la idea intuitiva de un plano es la
de una hoja infinita, se necesitan dos vectores u y v para indicar la direcciéon del plano,
el dnico requisito para los vectores es que no sean ni paralelos ni antiparalelos. De esta
forma, como se puede apreciar de la figura, si r es el vector posiciéon de cualquier otro
punto sobre el plano, entonces r — P es un vector que representa la direcciéon para ir
desde P a r por lo que debe ser una suma apropiada de los vectores u, v

r—P=tu+sv (1.2.74)
ST FoT e
7 7
,osv. ¥ /,/;'. e
7 P ’,” 7 7
s - s s
/ Vv, -7 7 s
.7 /,»”’A__<__t}'l,,>>/ .7
//P // //
7 7 7

Figura 1.2.20: Ecuacién vectorial de un plano

o bien
r=P+tu+sv (1.2.75)

La ecuacion anterior se conoce como la ecuacion vectorial del plano. Al igual que en
el caso de la recta, una interpretacién cinematica es escribir la ecuaciéon como

r(t,s) = P+tu+ sv (1.2.76)
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En vez del movimiento de una particula, puede pensarse en la ecuaciéon anterior como
la ecuacién de una recta infinita en movimiento, un parametro es el tiempo mientras que
el otro parametro indicaria el lugar de las particulas con respecto a la recta que se esta
moviendo.

Si se toma r = (z,y,2), P = (p1,p2,p3) u = (u1,uz,u3) v = (v1,v2,v3) igualando
entrada por entrada se llega a las ecuaciones paramétricas del plano

T =p1 +tug + svy
Yy = p2 + tug + svo (1.2.77)
z = p3 + tuz + svs

De nuevo puede pensarse que x, ¥, z son funciones de t, s

x(t,s) = p1 + tug + svy
y(t,s) = pa + tug + svy (1.2.78)
z(t,s) = p3 + tug + svs

Otra forma 1til de describir un plano es a través de su ecuacién normal . La ecuacion
nomal consiste en utilizar un vector que sea perpendicular (normal) al plano para espe-
cificar todos sus puntos en vez de dos vectores para indicar la direccion del plano. Por
ejemplo, si n es un vector normal al plano y P es un punto conocido del plano, entonces
para cualquier otro punto r sobre el plano, r — P yace sobre el plano y por ende n debe
ser perpendicular a este.

i
)

Figura 1.2.21: Plano con punto P y vector normal n

n-(r—P)=0 (1.2.79)

O bien
n-r=n-P (1.2.80)

Escribiendo n = (a,b,¢), r = (z,y,2) y P = (p1,p2,p3) se tiene que
ar + by + cz = ap1 + bpa + cp3 (1.2.81)
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Como el lado derecho es solo un nimero se le puede llamar d, es decir, d = ap1 +bps + cp3
por lo que se llega a la ecuacién normal o cartesiana de un plano

ar +by+cz=d (1.2.82)

En resumen,

> Para la ecuacién vectorial de un plano se ocupa un punto P sobre el plano
(arbitrario) y dos vectores u,v que indiquen las direcciones del plano y que no
sean paralelos ni antiparalelos. En tal caso la ecuacién vectorial es

r=PFP+tu+sv (1.2.83)

= Para las ecuaciones paramétricas se escribe r = (z,y,2), P = (p1,p2,p3) u =
(u1,u2,u3) v = (v1,v2,v3) y se llega a

T =p1 +tug + svy
Yy = p2 + tug + sv2 (1.2.84)
z = p3 + tuz + sv3

= Para la ecuacién normal del plano se toma un punto P sobre el plano (arbitrario)
y un vector normal n al plano. Luego la ecuacién normal es

n-r=n-P (1.2.85)
Cuando se escribe de la forma
ar +by +cz=d (1.2.86)
El vector normal es n = (a, b, c).

=> Si se tienen dos planos, se dicen que son paralelos si sus normales correspondientes
son paralelas o antiparalelas. Es importante recalcar que si dos planos no son
paralelos entonces se van a intersecar y la interseccion es una recta.

Suponga que se conocen dos planos con ecuaciones normales a1z + b1y +c1z =dy y
as + boy + coz = ds. Si se quiere determinar la interseccion de los planos, un punto que
esté en la interseccién debe satisfacer ambas ecuaciones simultdneamente, es decir, debe
el sistema de ecuaciones

{a1x+b1y+61z =d (1.2.87)

asx + boy + coz = ds

Por ejemplo, si se quiere determinar la interseccién entre z + 3y — 5z =2y 2x — 32 =0
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el sistema es

3y — 5z =2
{%L vz (1.2.88)

20 —32=0

y resolviéndolo con la ayuda de matrices la escalonada reducida es
( 10 —%
01 —5

lo cual tiene como sistema asociado

‘ 0 ) (1.2.89)

3

(1.2.90)

tomando z = t se puede escribir

3,7, 2 2 37
=|=t,zt+-,t)=1(0,7,0 tl =, =1 1.2.91
(x7y7z) <2 76 +37 > < 737 >+ <2767 > ( )

lo cual es de paso la ecuacion vectorial para la recta.

Suponga que se conoce la ecuacién normal de un plano, jcdémo se obtiene la ecuacion
vectorial?

Por ejemplo, si el plano es 2z — y + 7z = 10 entonces puede despejarse una variable
en funciéon de las otras, por ejemplo, y = 2z 4+ 7z — 10. De esa forma con x =t,y 2 = s

(x,y,2) = (t,2t + 7s — 10, s) = (0,—10,0) + ¢(1,2,0) + s(0,7,1) (1.2.92)

y de ahi se obtiene la ecuacion vectorial para el plano.
Por otro lado, si se tiene la ecuacién vectorial

(z,9,2) = (0,-10,0) + £(1,2,0) 4 s(0,7,1) (1.2.93)

;como se obtiene la ecuaciéon normal?
Se debe tomar un punto sobre el plano que puede ser P = (0,—10,0) y como vector
normal se hace el producto cruz entre los dos vectores directores del plano, es decir,

n=(1,2,0)x (0,7,1) = (2,—1,7) (1.2.94)
y luego la ecuacién normal es
(x,y,2) - n=(x,y,2) - P (1.2.95)

20 —y+72=10 (1.2.96)
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1.3. Parametrizaciones de Curvas y Superficies

Suponga que se tiene un circulo en el plano. En coordenadas cartesianas se sabe que
la ecuacion de un circulo de radio 1 centrado en el origen es

Py’ =1 (1.3.1)

Esto significa que los puntos (x,y) del plano que estan sobre el circulo cumplen la
ecuacion anterior. Ahora bien, como x, y deben satisfacer 1.3.1 se podria intentar despejar
una variable en funcién de la otra, por ejemplo,

y==+v1-—a? (1.3.2)

Visto de esta forma, habrian dos funciones y(z) dependiendo del signo que se escoja y
de esta forma se podria decir que los puntos (z,y) del plano que estan sobre el circulo

son aquellos de la forma <x, +v1— :U2) bajo el requisito de que —1 < z < 1. La ventaja

de escribir los puntos de la forma anterior, es que ahora solo aparece explicitamente
una variable, que para lo que sigue se llamaré un parametro. La idea de un pardmetro
entonces es la siguiente: si uno fuera un habitante sobre una curva como el circulo, visto
de cerca (es decir, localmente) solo hay una direccion en la que uno podria moverse,
por lo tanto deberia ocuparse solo un niimero o parametro para describir la posicién del
habitante sobre el circulo. Sin embargo, la forma que se hall6 y en funcién de x es algo
asimétrica pues no hay razones para preferir despejar una variable sobre la otra. Mas
bien, por la simetria del problema tiene mas sentido pasar 1.3.1 a su forma polar y se
tendria que

p=1 (1.3.3)

Asi, cualquier punto (z,y) que esta sobre el circulo cumpliria que

(,y) = (pcosp, psin p) = (cos ¢, sin ) (1.3.4)

donde 0 < ¢ < 27. De esta forma, los puntos sobre el circulo unitario quedan especifi-
cados en funciéon del angulo ¢ en vez de una coordenada cartesiana como x o y.

Nuevamente, la idea de parametrizar un objeto es utilizar un nimero (o parametro)
por cada direccién posible sobre la cual uno puede moverse. Este parametro no tiene
por qué tener un significado geométrico inmediato. Mas bien, la idea va a ser pensar
muchas veces en el tiempo como un parametro de una curva, el cual es de alguna forma
un parametro externo a la geometria del problema.

Otro ejemplo de un parametro externo es el siguiente: suponga que se tiene un cuerpo
a altura h y se deja caer con velocidad inicial 0, es decir, un problema de caida libre.
Como se observa de la figura, como cae verticalmente x = 0 en todo instante mientras
que de fisica general se tiene que

1
y=nh-— 59152 (1.3.5)
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Por lo que

(z,y) = (0, h — %gﬁ) (1.3.6)

y de esta forma se habria parametrizado la trayectoria del cuerpo en funcion del tiempo.
Sin embargo, como la energia es constante en este problema se tiene que

E = mgh (1.3.7)

y como F es la energia cinética més potencial lo anterior dice que

K + mgy = mgh (1.3.8)
o bien b K
y= 190" 2 (1.3.9)
mg

por lo que en este caso

(z,y) = (0, (1.3.10)
y en este caso la parametrizacion de la trayectoria seria en funcién de la energia cinética,
ini siquiera aparece el tiempo explicitamente! Esto quiere decir que puede haber méas de
una cantidad que sirve de parametro y que esta cantidad no necesariamente es algo expli-
citamente geométrico, en el sentido de que pueda visualizarse como una coordenada del
espacio. Este ejemplo también indica que en principio el problema de parametrizar una
curva o superficie no tiene nada que ver con un problema de causalidad o establecer que
variables son independientes o dependientes, es nada mas una forma tutil de especificar
la geometria del objeto.

mgh — K
mg

A v(0)=0
[
h Y
v(t)=-gt
B

Figure 1.3.1: Caida libre
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1.3.0.3. Secciones Coénicas

Los primeros objetos por parametrizar son las secciones coénicas. Estos objetos resultan
de intersecar un plano con un cono como se indica en la siguiente figura'3

Figura 1.3.2: Secciones Conicas

En general, con ayuda del algebra lineal se sabe que cualquier ecuacion de la forma
ax?® + by? + cxy + dr + ey + f = 0 se puede reducir mediante un cambio de variable
a alguna de las secciones coénicas, por lo cual estudiarlas resulta de gran utilidad. Para
lo siguiente, solo se van a estudiar ecuaciones cuadraticas sin términos mixtos, es decir,
tomando ¢ = 0 lo cual permite utilizar la técnica de completar cuadrados para identificar
la seccién conica.

La primera seccién coénica es la de una elipse, geométricamente es el conjunto de
puntos en el plano tal que la suma de las distancias de un punto sobre la elipse a dos
puntos del plano (llamados focos) es constante.

La elipse no rotada y centrada en (zg,yg) se caracteriza por la ecuacion

(56*900)2 (y*yo)zil 1.3.11
a? + b2 N (13.11)
donde a y b son los semiejes de la elipse (a,b > 0). Cuando a = b se tiene un circulo
de radio a, es decir, un circulo es una elipse cuyos semiejes son iguales. Los focos estéan
sobre el eje mayor y los vértices de la elipse son los extremos del eje mayor.
Por ejemplo, en la siguiente figura

Bimagen tomada de

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/d/d3/Conic_sections with plane.svg/1000px-
Conic_sections with plane.svg.png
1 Con ciertas excepciones triviales, por ejemplo, z? + y2 = 0 representa tnicamente un punto y no una
curva
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Figure 1.3.3: Elipse 2—; + g—j =1

el semieje mayor esta sobre el eje x, es decir, se estd suponiendo a > b. En tal caso los
vértices de la elipse son (a, 0), (—a, 0) y los focos de la elipse (v a? — b2,0), (—va? — b2,0).

Otros ejemplos de una elipse son los siguientes.

A

\
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: LT —2)? +0.5)2
Figure 1.3.5: Elipse (2 7 S 4w =1

Para parametrizar la elipse hay varias opciones, la mas natural es construir una modifi-
cacién apropiada de las coordenadas polares tal como se ilustra en el siguiente ejemplo.'?

Ejemplo 3. Parametrice la siguiente curva:
2 —6y+3y° =5 (1.3.12)

Primero que todo para compararla con 1.3.11 hay que completar cuadrados. Esto es
muy sencillo pues el lado izquierdo de la ecuacién anterior es

22 —6y+3y° =2 +3(y2 —2y) = 22+ 312 -2y +1-1) = 22 +3 <(y — 1)2 — 1) (1.3.13)

Sustituyendo el lado izquierdo en la ecuacion original se tiene

2 +3y—-17%*-3=5 (1.3.14)
o bien
2> +3(y—1)7=8 (1.3.15)
1’2 3 2
4+ ly-1%=1 1.3.16
g Tgw—-1 ( )
es decir ) )
-1
i W= _, (1.3.17)

CA ()

15Es usual llamar estas coordenadas como coordenadas elipticas.
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Figure 1.3.6: Ejemplo elipse

2v2
Es claro que por el término y — 1 que si se utiliza directamente las coordenadas polares

van a aparecer términos mixtos en p y sin ¢ que no son comodos para manipular por lo
que lo usual es adaptar las coordenadas polares un poco al problema tomando

La ecuacion anterior representa una elipse centrada en (0,1) con semiejes 2/2y

T

= = pCOS Y
2?1/21 — e (1.3.18)
(M) = psinep

V3

Es decir, las coordenades polares no se relacionan directamente con las cartesianas, sino
con una traslaciéon y dilataciéon de estas. Reemplazando en 1.3.17 se llega a

p?cos? o+ p?sin?p =1 (1.3.19)
o bien
p=1 (1.3.20)

Lo anterior indica que en la transformacion 1.3.18 podia tomarse p = 1 desde el inicio, es
decir, solo era necesario una variable ¢, lo cual va en linea de que una curva solo necesita
de un parametro. Por lo que si (z,y) esta sobre la elipse, en funcion del parametro ¢
puede escribirse como

V3

22
(z,y) = (2\/5 Cos , i— sinp + 1> 0<ep<2r (1.3.21)

Otra seccién conica es la hipérbola. Geométricamente es el conjunto de puntos en el
plano tal que la diferencia entre las distancias de un punto sobre la hipérbola con dos
puntos del plano (llamados focos) es constante.

La hiperbola centrada en (xg,yo) y no rotada tiene por ecuaciéon canédnica alguna de
las dos formas siguientes

{(1’—1‘0)2 _ (y—yo)2 =1
A

Py
_ (z—m0)® +(?J*y0)2 -1

a? b2

(1.3.22)

43



1 Geometria y Cinemaética en el Espacio

Nuevamente a,b > 0. El eje que contiene los focos se llama el eje focal y las hipérbolas
se caracterizan por tener dos rectas llamadas asintotas a las cuales la hipérbola se acerca
arbitrariamente sin tocarlas. Las ecuaciones de las rectas asintotas de la hipérbola se
hallan cambiando el 1 por un 0 en 1.3.22. La figura de una hipérbola siempre son dos
“ramas” y los dos puntos de las ramas que cortan el eje focal son los vértices.

Por ejemplo, en la siguiente figura

. . 2 2
Figure 1.3.7: Hipérbola & — 45 =

Los vértices son los puntos (a, 0), (—a, 0) y los focos los puntos (va? + b2,0), (—Va? + b2,0).
En este caso las asintotas son las lineas punteadas que tiene por ecuacion y = :I:g. Notese

que la hipérbola se “abre” en el eje que tiene el signo positivo tal como indican las sigu-
ientes figuras.

Figure 1.3.8:
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2
Figure 1.3.9: —% + % =1

Para parametrizar una hipérbola, lo mas ttil es recordar la identidad

cosh? t —sinh?t = 1 (1.3.23)
donde L L
cosht = % sinht = % (1.3.24)

vy que las gréficas de tales funciones son las siguientes:
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cosh (z) 64

sinh ()

Figure 1.3.10: Seno y coseno hiperbolico

Ejemplo 4. Parametrice la siguiente curva:
3y% — 2% 4 2z =10 (1.3.25)
Nuevamente se completa primero cuadrados en el lado izquierdo.
3y2—22+2z = 3y? — (22— 22) = 3y — (22 —22+1—1) = 32— <(:c 1% - 1) (1.3.26)
Y sustituyendo en 1.3.25 se tiene que
3 — (2 —1)*+1=10 (1.3.27)

o bien
32— (x—1)*=9 (1.3.28)

para comparla con 1.3.22 se divide por 9

- =1 (1.3.29)
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Figure 1.3.11: Ejemplo hipérbola

Por lo mencionado sobre el seno y coseno hiperbolico tiene sentido hacer el cambio de
variable (para la rama superior donde y > 0)

2 = cosht
V3, (1.3.30)
5= =sinht

Para la rama inferior donde y < 0 sirve
4 = —cosht
V3, (1.3.31)
5= =sinht

Aqui —00 < t < o0 y la de esta forma los puntos (z,y) sobre la primera rama (por
ejemplo) de la hipérbola son de la forma

(x,y) = (1 + 3sinht, \/gcosht) —o00<t< oo (1.3.32)

La dltima seccion conica es la parabola. Geométricamente es el conjunto de puntos
equidistantes de un punto (llamado foco) y una recta (llamada directriz),
Las ecuaciones canodnicas de una parabola centrada en (zg,yo) son

{a; —z0 = 35 (y — y0)? (1.3.33)
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donde ahora a puede ser positivo o negativo. El vértice de la parabola es el punto
que esté a la mitad entre el foco y la directriz.
Por ejemplo, en la siguiente figura

|
|
|
|
! B
o °
|
|
|
|
|
|

F
-a O a
Figure 1.3.12: Parébola z = -y
La directriz de la parabola es la recta x = —a mientras que el foco es el punto (a,0).

El vértice es el origen (0,0).
A continuacién se muestran otros ejemplos.

-

-

-

Figure 1.3.13: z + 2 = 2(y — 1)?
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Figure 1.3.14: y = —0,5(z — 2)?

Por la forma de la parabola, utilizar una coordanada cartesiana para parametrizar la
curva es bastante 1til como se muestra a continuaciéon.

Ejemplo 5. Parametrice la siguiente curva

22 —5r+3y=9 (1.3.34)

Aqui ni siquiera es necesario completar cuadrados para hallar la parametrizacién. Como
la variable y no esté elevada al cuadrado se despeja en funcién de y

9 + 5z — 2?
= % (1.3.35)
Asi, si un punto (z,y) esté sobre la parabola es de la forma
9 + 5z — 22
(x,y) = <x, %) —00 <2 <00 (1.3.36)
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v

Figure 1.3.15: Ejemplo parabola

1.3.1. Parametrizacién de Superficies
1.3.1.1. Superficies Cuadraticas

El analogo de las secciones cénicas son las superficies cuadraticas, es decir, super-
ficies que satisfacen ecuaciones de la forma ax? + by? + cz? +day +exz+ fyz+g = 0. Al
igual que antes, solo se va a considerar la situacién cuando no hay términos mixtos, es
decir, cuando d = e = f = 0. De esta forma completando cuadrados es posible reducir
una superficie cuadrética general a una de las que se va a presentar a continuacion.

El elipsoide centrado en (zg, yo, 20) no rotado es la superficie definida por

(90 - 900)2 (?/ - yo)2 (Z - 20)2
a? + b2 + c?

=1 (1.3.37)

En vez de aprenderse la forma que debe tener la ecuacién anterior, lo méas conveniente
es intentar reducirla a alguna ecuacién que sea reconocida mas facilmente. Para eso se
hace la técnica de intersecar la superfice con planos especificos. Por ejemplo, suponga
que se considera el plano paralelo al plano xy que pasa por el punto (0,0,4), es decir,
a altura h del “suelo”. Tomando n = k como vector normal a tal plano por 1.2.82 su
ecuacién normal es
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(z,y,2) - (0,0,1) = (0,0,1) - (0,0, h) (1.3.38)

o bien
z=nh (1.3.39)

Por lo que para hallar la interseccion del plano anterior con el elipsoide hay que resolver

el sistema , , )
{(:c—wo) 4+ mwo)® | (emz0)® g

a? b2 c? 1.3.40
ok ( )

Lo mas facil es reemplazar la segunda ecuacién en la primera y asi se llega a

(z—z0)* (y—wo)*  (h—20)?
" + B + 2 =1 (1.3.41)

Como el tercer término del lado izquierdo es simplemente una constante entonces se
puede escribir lo anterior como

(z — 5130)2 4 (y — ?/0)2 _
a? b2 c?

(h—20)*
2

(1.3.42)

De esta forma siempre y cuando 1— > 0 el lado izquierdo representa la ecuaciéon
de una elipse por lo que las “tajadas” de 1.3.37 con el plano a altura h son elipses.
Haciendo lo mismo con la interseccién con un plano z = h y y = h nuevamente se tienen
elipses y a partir de esto la figura deberia ser algo como la siguiente:

Figure 1.3.16: elipsoide

Ejemplo 6. Parametrice la superficie

22 — 4z + 5y* + 10y + 22 =91 (1.3.43)
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Primero se completan cuadrados en el lado izquierdo

:ﬁ—4x+mﬁ+um+z%:@—2f—4+5(@+1f—1)+£ (1.3.44)
y sustituyendo en el lado izquierdo se tiene que
(z—2°—4+5@y+1)>-5+22=091 (1.3.45)
O bien
(=22 +5(y+1)*+ 2% =100 (1.3.46)

Dividiendo por 100
(x-2° @+1)* 2
3 T 7+ 7 =1
(10) (v20)©  (10)
Por comparacion con 1.3.37 va a ser un elipsoide centrado en (2, —1,0). Para parametrizarla

se hace con una modificacién de las coordenas esféricas en forma similar a lo que se hizo
para la elipse.

(1.3.47)

x1—52 = sinf cos
?\”/iz_(l) = sinfsin p (1.3.48)
15 = cost)

Observe que se ha tomado r = 1 para que se cumpla 1.3.47 automéaticamente. Luego
si (z,vy, z) esta sobre el elipsoide es de la forma

(z,y,2) = <1OSin0cos<p—|—2,\/2()sin6?sincp— 1,100080) 0<f<m 0<p<2m
(1.3.49)

ejez

-5

-10

) 2
2 0

-4 4
-6
ejey eje x

Figure 1.3.17: Ejemplo elipsoide
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El hiperboloide de una hoja centrado en (xg,yo,209) no rotado es la superficie
definida por

(ac—ago)2 i (y—bgo)2 _ (2—20)2 —1

(x;agnof _ (3/*{)32/0)2 + (2*620)2 =1 (1.3.50)
_($—a§0)2 + (y—bg())2 + (2—630)2 —1

la variable que lleva el signo menos determina sobre cual eje se abre el hiperboloide. A
diferencia del elipsoide donde todos los sumandos eran positivos, el que tengan signos
distintos hace que la figura sea no acotada, es decir, crece indefinidamente. Por ejemplo,
tomando la primera versién

(z —20)® | (y—w0)* (2—20)

St g =1 (1.3.51)

e intersecando con el plano z = h se ve que

(z—20)*  (y—o)? 14 (h — 29)?

b2 c?

+ (1.3.52)

a2
A diferencia del elipsoide, ya no hay que poner restricciones sobre el valor de h, se observa
que las elipses van creciendo conforme h aumenta por lo que la figura debe ser como la
siguiente. La elipse mas pequena es cuando h = zy. A su vez, tomando por ejemplo la
interseccion con el plano z = h se tiene
(y—w0)® (2—20)* _ 1 (h — 20)?
b2 c2 N a?

(1.3.53)

v la ecuacién anterior representa hipérbolas que se abren en y o z dependiendo del valor
de h.

Figure 1.3.18: hiperboloide de una hoja

Ejemplo 7. Parametrice la superficie

22—y 422 42 =12 (1.3.54)
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Igual que siempre, se completa cuadrados primero
2?4 =2 — P+ (2422 -4 (1.3.55)
Luego se reemplaza en el lado izquierdo

22—+ (z+2)% =16 (1.3.56)

2
T\ 2 Y\ 2 z+2
R (4 =1 1.3.57
@ -0+ (%) (1357)
Esta parametrizaciéon va a ser mas dificil que las anteriores: primero se van a agrupar
de forma que queden los términos positivos juntos

(O (57 - as

Como hay una resta se utiliza primero los senos y cosenos hiperbdlicos de la siguiente

forma ) )
z z+2)° _ h2+¢
{54 +(55) =cos (1.3.59)

o bien

con —oo < t < o0o. Es claro que se necesita un parametro maéas, por lo que se toma la
primera ecuaciéon del sistema anterior que tiene la apariencia de una ecuaciéon de un
circulo mediante la parametrizaciéon

1 (1.3.60)

7 = coshtcos
== =coshtsing

con 0 < p < 2m. De esta forma, la parametrizacion es

xz,y,2) = (4dcoshtcosp,4sinht,4coshtsing —2) —oco<t<oo 0< <2
Y ¥ P P
(1.3.61)

54



1 Geometria y Cinemaética en el Espacio

—20—|

-30—

40—

eje x

ejey

Figura 1.3.19: Ejemplo hiperboloide de una hoja

El hiperboloide de dos hojas centrado en (xg,yo, 29) no rotado es la superficie
definida por

(z=w0)?  (y=y0)®  (2—20)% _ 1
a? 2 c? .
2 2 2
_(m;:go) + (y*bgo) _ (Z;§O) -1 (1.3.62)
—(“”_020)2 _ (y—bz210)2 + (2—020)2 =1

la variable que lleva el signo positivo determina sobre cual eje se abre el hiperboloide.
Por ejemplo, considerando la tercera ecuacion

(z —20)®  (y—w0)* | (2—2)
— " — 7 + =2 =1 (1.3.63)
e intersecando con el plano z = h se llega a
(z—x0)® | (W—w0)*  (h—2)°
" + B = 2 -1 (1.3.64)
2
por lo que es necesario que % > 1 para que el lado izquierdo represente una elipse.

De la desigualdad anterior sale que h > |c| 4z o bien h < — |¢|+ zg y de aqui se originan
las dos “hojas”. Para obtener mas informacién acerca de como se va a ver la figura, puede
intersecarse también con el plano x = h. En tal caso se tiene la ecuaciéon
(z=20)% (—w)* _ 14 (h — x0)*
c2 b2 N a?

(1.3.65)

que representan hipérbolas que se abren en el eje z como se indica en la siguiente figura.
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HyA24XA241)105
(YA24XA241)10.5

I S O

Figure 1.3.20: hiperboloide de dos hojas

Ejemplo 8. Parametrice la superficie
z? — 9y + 36y — 2% = 100
Completando cuadrados en el lado izquierdo
x2—9y2+36y—22=x2—9<(y—2)2—4> — 22
Sustituyendo en el lado izquierdo
22 —9(y —2)* 436 — 22 = 100

Por lo que
2 —9(y—2)7% -2 =64

y dividiendo por 64

(B-(42) - @

(1.3.66)

(1.3.67)

(1.3.68)

(1.3.69)

(1.3.70)

Nuevamente para parametrizar la ecuaciéon anterior hay que comenzar con las funciones
hiperbolicas. Como se esperan dos hojas la parametrizacion debe hacerse por casos. Por

la discusion anterior, se necesita que

lo cual da las desigualdades
r>8 < -8

Para el primer caso se utiliza la parametrizacion
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En este caso con 0 < t < oo para que la funcién cosh sea invertible. Luego se parametriza
la dultima ecuacién como

3W=2) _
{yT = sinh¢cos ¢ (1.3.74)

¢ =sinhtsing

Finalmente la parametrizacion de la hoja que cumple z > 8 seria

8
(x,y,z):<8cosht,gsinhtcos<p+2,881nhtsincp> 0<t<oo 0<p<2r

(1.3.75)
Mientras que la parametrizacién de la otra hoja con z < —8 es

8
(r,y,2) = <—8czosht, gsinhtcosgo—i— 2,8sinhtsingp> 0<t<oo 0<p<2m
(1.3.76)

ejey

eje x

Figure 1.3.21: Ejemplo hiperboloide dos hojas

El cono eliptico centrado en (g, 30, 29) no rotado es la superficie definida por

(x;€0)2 + (y;go)2 _ (Z — ZO)2 = 0

x—10)> z—20)2
—yp)2 z—20)?
( agO) + ( b20) _ (

r—120)2=0

Por ejemplo, tomando la primera ecuaciéon se tiene que

(?/ — y0)2
b2

(z — 0)" = (2 — 2)? (1.3.78)

+

a2
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Intersecando con el plano z = h se ve que si h = z el lado izquierdo colapsa en el
punto (zg, Yo, z0) mientras que si h # zy entonces se tiene una elipse.

Figure 1.3.22: cono eliptico

Ejemplo 9. Parametrice la superficie
2?2 =3y + 22 =0 (1.3.79)
En este caso no es necesario completar cuadrado por lo que se reescribe la ecuacién como
z? 4 2% = 3y? (1.3.80)

Pensando que se ha fijado un valor de y la ecuacién anterior seria la de un circulo de
radio 1/3y?2 por lo que se utiliza la parametrizacion

x = +/3y% cos p
2= /3y?sinp

y de esta forma los parametros son y y ¢

(1.3.81)

(x,y,2) = ( 3y? cos p, y, / 3y? singp) —oco<y<oo 0<¢p<2m (1.3.82)

o8



1 Geometria y Cinemaética en el Espacio

ejez

eje x

Figure 1.3.23: Ejemplo cono eliptico

El paraboloide hiperbélico centrado en (g, 3o, z0) no rotado es la superficie definida
por

(z—z0)*  (y—yo)?

2 2 (z — 20)
2 2
_(x—aﬂgo) + (y—sz/o) = (2 — 2)
_ 2 _ 2
(=l =20l — (y — yo) 13.83
(z—z0)? (z—20)% _ ( -9 )
- a2 + b2 - (y - yO)
_ 2 _ 2
ool _ ool — (g — )
2 2
_(y—ago) + (Z—bgo) = (z — z0)
Por ejemplo tomando la primera ecuacién
(z =20  (y—w0)’
o v (z — 20) (1.3.84)
Se observa que la interseccion el plano z = h es
h— z0)2 N2
PO k(O S et ) (1.3.85)

a? b2

por lo que en cada plano paralelo al plano yz se tiene la ecuacién de una parabola. Por
otro lado, si se toma z = c¢ entonces la ecuacién es la de un hipérbola como se puede
apreciar en la siguiente figura.
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xA2-yn2

Figure 1.3.24: Paraboloides hiperbélico

Ejemplo 10. Parametrice la superficie

vy’ —2y—2t=a+3 (1.3.86)

Aqui ni siquiera es necesario completar cuadrados pues se puede despejar directamente
x en funcién de y y 2

(x,y,2) = (y2—2y—z2—3,y,z) —o<y<oo —o0o<z<0o0 (1.3.87)

ejez
o
L

M
i
W
\

1

o

2
==

-0.6

-0.8 4

-1

ejey
eje x

Figura 1.3.25: Ejemplo paraboloide hiperbélico
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El paraboloide eliptico centrado en (zg, 3o, 20) no rotado es la superficie definida
por

2

( (I;:SO) + (y*bgo)2 = (2 — )
_(ﬂc—aﬂgo)2 _ (y—go)2 = (2 — z)
et = -w) (1.3.88)
— Lol L) = (y ) N
(I*aﬂé“o)2 + (y*bgo)2 = (2 — )
\_(w—aﬂg())Q _ (y—szm)2 = (2 — z)

Por ejemplo, tomando z = h en la primera ecuacion se tiene la ecuacion de una elipse
siempre que h > zg ; si h < zg no existe la superficie. En cambio, si se toma x = h en
la primera ecuacién se tiene la ecuaciéon de una parabola en el plano yz como se aprecia
en la siguiente figura.

Figure 1.3.26: Paraboloides eliptico

Ejemplo 11. Parametrice la superficie
322 —5r 4+ 922 =y (1.3.89)

Nuevamente no es necesario completar cuadrados pues la parametrizacién esta prac-
ticamente lista

(r,y,2) = (m,3:v2—5:v+922,z) —o<r<ono —00<z<oo (1.3.90)
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0
oy,

Wi e

AL

A77

ejez

I /Il,'
,’Ill,l‘ "

eje x sley

Figura 1.3.27: Ejemplo paraboloide eliptico

1.3.1.2. Superficies de Revolucion

Considere una curva C' dada y una recta [ conocida que yacen sobre un mismo plano
como se muestra en la siguiente figura. Se busca construir la superficie de revolucién de
la curva C alrededor de la recta [, es decir, se quiere “girar” C alrededor de la recta [.
Los pasos por seguir son los siguientes:

Figura 1.3.28: Superficie de Revoluciéon
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1. Encuentre la ecuacién vectorial de la recta | que se escribird para efectos de la
superficie de revolucién como

P(t) = P(0) + tn (1.3.91)

donde P(0) es el punto conocida sobre la recta, P(t) el punto en tiempo ¢ y n el
vector director de la recta.

2. Para cada punto P(t) construya el plano normal que pasa por P(t) y cuya normal
es n, es decir,
(x,y,2) n=P(t) - n (1.3.92)

3. Encuentre el punto de interseccion Q)(t) entre la curva C'y el plano anterior. Tal
punto se va a escribir como Q(t) = (xo(t), yo(t), z0(t)). A su vez como, como Q(t)
esta sobre la curva entonces cumple las ecuaciones que caracterizan a la curva, por
ejemplo, como la interseccién entre dos superficies.

4. Calcule la distancia R(t) entre Q(¢) y P(t) mediante la férmula

R(t) = |Q(t) — P(t)] (1.3.93)

5. Construya la esfera centrada en P(t) con radio R(t)

6. Interseque la esfera anterior con el plano y obtendra un circulo que es sobre el cual
se gira el punto Q(t) alrededor de P(t)

7. Elimine t, xg, yo, 20 del sistema de ecuaciones anterior para que la ecuacién quede
uinicamente en funcién de x,y, z, es decir, se da la ecuacién cartesiana que satisface
en vez de parametrizar la superficie.

En principio podria parametrizarse la superficie solo que habria que saber lidiar con
cuadréticas con términos mixtos lo cual requiere de un mas algebra lineal de la que se
supondré

Ejemplo 12. Calcule la ecuacién de la superficie de revoluciéon que se obtiene
de girar larectaz —z=1, z —y+ 2z =0 alrededor del eje z =y =z
Se van a seguir los pasos anteriores.

1. Hay que encontrar la ecuaciéon vectorial de la recta de giro. Como esté en forma

simétrica se tiene que un punto es P(0) = (0,0,0) y un vector es n = (1,1,1).
Luego la forma vectorial de [ es

[: P(t)=tn=1t(1,1,1) (1.3.94)
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2. La ecuacion del plano normal que pasa por P(t) con vector n es
(x,y,2) n=P(t)-n (1.3.95)

o bien
r+y+z2=3t (1.3.96)

3. Si Q(t) = (xo(t),yo(t), z0(t)) esta sobre la curva y el plano anterior entonces pri-
mero que todo cumple las ecuaciones que define la curva, es decir,

{xo —A=1 (1.3.97)
zo—Yo+20=0
ademas, como esta sobre el plano Q(t) cumple
o + Yo + 20 = 3t (1.3.98)
De la primera ecuacion se tiene que zg = 14 zg y sustituyendo en la segunda queda
14+20—y9o+20=0 (1.3.99)

o bien
yo =1+ 2z (1.3.100)

Finalmente, como cumple la ecuacién del plano se tiene
1+ 20+ 14229+ 29 =3t (1.3.101)

o bien 39
Z0 = 7 (1.3.102)

de esta forma el punto Q(t) es

2 -2
Qt) = <3ti % 3t4 > (1.3.103)
4. La distancia entre Q(t) y P(t) es
R(t) = |P(t) — Q(t)] = ‘(tf,—%,t:?)' (1.3.104)
_ %\/(t — 22 (=202 4 (t+2)2 = im (1.3.105)
5. La esfera centrada en P(t) con radio R(t) es
(z—t)P+y—t)P+(z-t)= % (6t +8) (1.3.106)
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6. Hay que calcular la interseccion entre la esfera anterior y el plano original, es decir,
resolver el sistema

{x+y+z:3t

(x — t)2 + (y — t)2 +(z — t)2 _ %6 (6752 + 8) (1.3.107)

Multiplicando la segunda ecuacién por 9 e introduciéndolo en los cuadrados
2 2 2 302
(B3x —3t)"+ 3y — 3t)* + (32 — 3t)* = §(9t +12) (1.3.108)

Luego reemplazando el 3t con la primera ecuacién queda

2

3 36
(20 —y—2)2+ 2y — 2 —2) +(2z—x—y):—(x+y+z)2+§ (1.3.109)

8

Utilizando la identidad (a 4 b+ ¢)® = a® +b? + ¢ +2ab+ 2ac+ 2be y simplificando
un poco se llega a que la superficie viene dada por la ecuacién

522 + 5y 4+ 522 — 6xy — 62z — 6yz = 4 (1.3.110)

cuya grafica es la de un hiperboloide de una hoja rotado

5*x"2 - 6"X*z - 6y*z - 6"X"y + 5'y"2 + 5'z"2 = 4

Figura 1.3.29: Ejemplo superficie de revolucion

Ejemplo 13. La hipérbola 22 —2? = 1, y = 0 gira alrededor de su asintota z = z,
y = 0. Hallar la ecuacién de la superficie que engendra
Se repiten los pasos anteriores.
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. Para la ecuacion vectorial de la recta de giro cualquier punto sobre esta se puede
escribir como (z,y,2) = (z,0,2) = 2 (1,0, 1) por lo que su ecuacién vectorial es

l: P(t)=1t(1,0,1) (1.3.111)

. La ecuacién del plano normal que pasa por P(t) con vector n = (1,0, 1) es
(z,y,2) -n=P(t)-n (1.3.112)

o bien
T+ z=2t (1.3.113)

. SiQ(t) = (zo(t),yo(t), 20(t)) esta sobre la curva y el plano anterior entonces pri-
mero que todo cumple las ecuaciones que define la curva, es decir,

2 _ 2 1
R (1.3.114)
Yo =0

por otro lado, como cumple la ecuaciéon del plano normal

Ty + 29 = 2t (1.3.115)

. La distancia entre Q(t) y P(t) es

R(t) = [P(t) = Q)] = [(t = 20, —y0, — 20)]

1.3.116
= S0P TR+ (o) (1:3:116)

. La ecuacion de la esfera centrada en P(t) con radio R(t) es
(=t 9P+ (o= )P = (= 20) + 42 + (¢ — 20)° (1.3.117)

. Ahora se resuelve la interseccion entre la esfera y el plano original, es decir, el
sistema

(1.3.118)

(@ =t 492+ (2 = ) = (¢ —20)* + 93 + (t — 20)°
x+z=2t

como se quiere una ecuacion en la que solo aparecen x,y, z se deben usar también
las otras tres ecuaciones por lo que al final se tienen las cinco ecuaciones

(@ =0+ + (=) = (t—w0)* + 4§ + (t — 20)

r+z=2t

2t -z2=1 (1.3.119)
yo =0

To+ 29 =2t
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usando la cuarta ecuacion en 1.3.119 se tiene que hay que resolver el sistema

(@ ="+ 9"+ (2 = )" = (t —20)" + (¢ — 20)”

=2t
AR (1.3.120)
To+ 29 = 2t

Desarrollando la primera ecuacién de 1.3.120 se tiene
a? — 2wt + 12+ 4 22 — 22t + 2 =12 — 2Awo + 22+ 17 — 2z + 22 (1.3.121)
o bien simplificando un poco
x? — 2zt 4+ y? + 2% — 22t = 2% 4 22 — 2t (x0 + 20) (1.3.122)
utilizando la tercera y cuarta ecuacién de 1.3.120 se obtiene
a? — 2wt 4+ y? + 2% — 22t = 1 4+ 228 — 2t (2t) (1.3.123)
Ahora bien, por la cuarta ecuacion 1 = 23 — 22 = (9 — 20) (2o + 20) = 2t (20 — 20)

por lo que 2% + zp = xg y sustituyendo en la cuarta ecuacién 2% + 229 = 2t por lo
que zg =t — % y reemplazando en 1.3.123 se tiene

1 1
2 2, .2 2 2
— 2zt —22zt=142(t"—+— | — 4t 1.3.124
x° = 2wt +y° + 27 — 22 + < 2+16t2> ( )
por lo tanto
1
22— 2ty + 2% — 22t = 7 2t? (1.3.125)
por la segunda ecuacién en 1.3.120
1 1
?—z@+2)+yP+E 2@t )+ (@ +2)E —m— (1.3.126)
2 2(z+2)
simplificando un poco se llega a
y? — 22z + 1(x +2)? = 1 (1.3.127)
2 2(z + z)°
finalmente la ecuacion para la superficie de revolucion seria
(z + 2)* <2y2 —4zx + (z + 2)2) =1 (1.3.128)
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(X +2)"2*((x + 2)"2 - 4*x*z + 2'y"2) = 4

-2

-3

Figura 1.3.30: superficie implicita

1.3.1.3. Conos

Considere un punto V' y una curva C. El cono con vértice V y directriz C es la
generatrices.

superficie formada por las rectas'® que parten de V e intersecan C, tales rectas se llaman

\
{0, o, 20)

Figura 1.3.31: Cono con vértice V' y directriz C

De la figura es claro que para construir el cono se procede de la siguiente forma:

16de hecho serian rayos pues solo se extienden indefinidamente en una direcciéon
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1. Se toma un punto Py = (zg, Yo, 20) sobre la curva C

2. Se construye la recta que pasa por V' y por Fy. Como punto se toma V y como
vector director se toma V Fy , es decir,

r—V +tVE (1.3.129)

3. Se tiene un sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones que satisface Py y las
ecuaciones paramétricas de la recta anterior. De ese sistema se elimina xq, yo, 20, t
para que quede una ecuacién en términos de x, ¥,z que seria la que satisface la
superfice conica

Ejemplo 14. Calcular la ecuacién de la superficie conica que tiene por vértice
el punto (0,1,1) y cuya directriz es la curva de intersecciéon del hiperboloide
de una hoja z? + y?> — 2> = 16 con el plano z — 2z =0

1. Aqui un punto Py = (xg,yo, 20) debe satisfacer las ecuaciones

2 2 _ 2 16
To Yo~ (1.3.130)
Tro — 220 =0
2. La ecuacion de la recta que pasa por V = (0,1,1) y por Py es
(ﬁ,y, Z) = (0?171) —|—t($0,y0— L, zo —1) (13131)

3. Se debe resolver el sistema con cinco ecuaciones

23 +yd— 25 =16

xTo— 2290 =0

x = txg (1.3.132)
y=1+t(yo—1)

z=1+1t(20—1)

Observe que de las tltimas tres ecuaciones se tiene

x y—1 z—1
= — = — 1 =
Zo ; Yo r + 20 ;

+1 (1.3.133)

Sustituyendo estas relaciones en la segunda ecuacion se tiene que

22— 2
T 272 9 (1.3.134)
t ot

o bien 9 4+ 9
t= % (1.3.135)
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Reemplazando en 1.3.133 se tiene que

m:i :w = T (1.3.136)
O s 2242 Yo x—2z+4+2 0 s 2242 o

Sustituyendo en la primera ecuacién
2 2
2y — 2
3(— 2 ) (IR g (1.3.137)
r—2z+2 r—2z+2

32 + (z + 2y — 22)” = 16 (x — 22 4 2)* (1.3.138)

o bien

desarrollando ambos lados

322 + 2% 4+ 4y® + 42% + dzy — dwz — 8yz = 16(932+4z2—|—4—4xz+4m—8z)
(1.3.139)
es decir

1222 — 4y? + 6022 — 4oy — 6022 + Syz + 64z — 1282 + 64 =0 (1.3.140)

ejey

Figura 1.3.32: Cono

1.3.1.4. Cilindros Oblicuos

Suponga que se tiene una curva C'y una recta [. El cilindro oblicuo con directriz
C y recta [ consiste en la superficie que se forma al trazar rectas paralalelas a la recta
l que pasan por la curva C. Tales rectas paralelas se llaman generatrices.
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(20, %0, 20)

Figura 1.3.33: Cilindro con directriz C' y generatriz [

Para encontrar el cilindro se siguen los siguientes pasos

1. Tome un punto Py = (xq, Yo, 20) sobre la curva C

2. Encuentre un vector director v de la recta [

w

. La recta que pasa por Fy en direccién de v es

r=P1P+tv (1.3.141)

4. Elimine xg, yo, 20, t del sistema de ecuaciones y va quedar un ecucacién en términos
de z,y, z que satisface el cilindro

Ejemplo 15. Encuentre la ecuaciéon del cilindro cuyas generatrices son para-
lelas a la recta 2x +y — 2 —6 =0, x +y = 0 y cuya directriz es la interseccién
de la esfera de radio 1 centrada en (0,1,0) con el plano z —y = —1

1. Si Py = (x0,y0, 20) estéa sobre la curva debe cumplir las ecuaciones

2 2 2
—1 =1
T+ (o =17+ 2 (1.3.142)
o — Yo = —1

2. La recta es la intersecciéon de los planos

9% +y—z=6
Y-z (1.3.143)
z+y=0
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La segunda ecuacién dice
y=-—

y sustituyendo en la primera que
z=x—06
por lo que los puntos sobre la recta [ son de la forma
(x,y,2) = (x,—x,x — 6) = (0,0, —6) + z(1,—1,1)
por lo que un vector director para las generatrices es
v=(1,-1,1)
. La ecuacion de la recta que pasa por Py con direcciéon v es

(1’, Y, Z) - (.%'0, Yo, ZO) +t (17 _17 1)

. Se tiene el sistema de ecuaciones

(224 (yo—1)° + 22 =1
o —yo = —1
r=ux9+1

y=yo—t

(z =2+t

De las tdltimas tres ecuaciones se obtiene
To=x—t Yyo=y+1t zp=2-—1
Y sustituyendo lo anterior en la segunda ecuacion se tiene que

r—t—y—t=-1

o}
z—y+1
t= ———
2
por lo que
r+y—1 r+y+1 —x4+y+2z—1
To=—"%H— Y=—"7"7H — A= 5

y sustituyendo en la primera ecuacion

(r+y =1+ (z+y -1+ (o +y+2-1)°" =4

desarrollando un poco

2+ 1420y —20—2y+ 2> +y?+ 1422y — 22 — 2y
da? oy 422 1 -2y — 4wz + 20 +4yz — 2y — 4z =4

agrupando los términos queda la ecuacion

322 + 3y? 4+ 422 + 2zy — 4wz + dyz — 20 — 6y — 4z =1

72

(1.3.144)

(1.3.145)

(1.3.146)

(1.3.147)

(1.3.148)

(1.3.149)

(1.3.150)

(1.3.151)

(1.3.152)

(1.3.153)

(1.3.154)

(1.3.155)

(1.3.156)



1 Geometria y Cinemaética en el Espacio

2°X"y = 6%y — 4"z - 2*'X — 4*X"Z + 4*y*Z + X2 + 3*yN2 + 4* 272 =1

Figura 1.3.34: Ejemplo cilindro

1.4. Cinematica de una Curva en el Espacio

Ahora que se sabe como parametrizar curvas y superficies, se va a interpretar el con-
cepto de una curva en una forma distinta. Originalmente la curva se interpreté como algo
fijo en el espacio, por ejemplo, una curva podria ser una carretera sobre una montana,
en ese sentido es parte de la geografia del espacio.

Ahora es mas conveniente pensar en una curva de la siguiente forma: tome una parti-
cula y para cada instante ¢ marque sobre el espacio la posiciéon que ocupa la particula,
es decir, indique sobre el espacio la posicion r(t) de la particula. Conforme el tiempo
fluye, el recorrido de la particula habré trazado una curva sobre el espacio. La idea sera
estudiar la cinematica de la curva, es decir, aquellas propiedades que describen el mo-
vimiento y que no toman en cuenta la dindmica, es decir, las causas del movimiento!”.
Dentro de la cinematica esta el estudio de la velocidad, aceleracién, curvatura y torsiéon
de la particula entre otras cosas.

"En la Mecanica Clasica los causantes de la dinamica son las fuerzas que acttan sobre la particula
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Figura 1.4.1: Particula moviéndose en el espacio
Suponga que
r(t) = z(H)i+y)j+ 2(Hk (1.4.1)

cada una de las funciones x (t),y (t), z (t) es de una variable por lo que ya se sabe lo que
significa que cada una de ellas sea diferenciable o no. Por lo tanto si las tres funciones
x (t),y(t),z(t) son diferenciables se define el vector velocidad de la curva como

v(t) = #(t) = 2(t)i + y(1)j + 2Ok (1.4.2)

donde el punto denota la derivada con respecto al tiempo.
A su vez, la aceleracion de la curva se define como

a(t) = #(t) = #(0)i + i1 + 2(O)k (1.4.3)

Es importante destacar que graficamente el vector velocidad es un vector tangente a la
curva en cada punto.
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Figura 1.4.2: La velocidad es tangente a la curva de la particula

En general, si f(¢) es un vector que depende del tiempo, puede definirse su derivada
como

d. . ft+At)—f(t)
gt = Jlim At

(1.4.4)

Ejemplo 16. Suponga que un circulo de radio R se mueve a velocidad angular
w en condiciéon de rodadura, es decir, el centro del circulo se mueve con
velocidad v = wR en la direccién del eje x positivo tal como se indica en la
figura.

Figura 1.4.3: Cicloide

Suponga que en t = 0 el circulo esté alineado como se indica en la figura y que ademas
se desea calcular la posicion del punto que en ¢ = 0 esta sobre la vertical. Para describir
en forma sencilla el movimiento de tal punto se descompone su vector posiciéon como

r=ry+rs (1.4.5)

donde ry es la posicion del centro del circulo conforme se mueve mientras que ro es la
posicién del punto con respecto al centro en movimiento.
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Como el movimiento es de rodadura se tiene que
ry = wRti + RJ

Para hallar ro considere la siguiente figura

(0,R)
0y)| x
1 (xy)
y
0/ R
(0,0)

Figura 1.4.4: Rotacion del punto sobre el circulo

(1.4.6)

Como rs es el vector con respecto al centro en movimiento, por las propiedades del
movimiento relativo el punto no se esta trasladando con respecto al centro del circulo,
solo esta rotando como se indica en la figura'®. Si el punto ha girado un angulo  entonces

. x )
sinf = — cosf ==
R R
como 0 = wt entonces
ro = Rsinwti 4+ R coswtj

por lo que
r(t) = R(wt+sinwt)i+ R (1 + coswt)]j

Luego para hallar la velocidad se deriva las componentes por separado

v(t) = Rw(1 + coswt)i — Rw sin wtj

a(t) = —Rw?sinwti — Rw? cos wtj

La curva de la particula se conoce como un cicloide.

(1.4.7)

(1.4.8)

(1.4.9)

(1.4.10)

(1.4.11)

18Observe que se puso el origen de las coordenadas en el centro del circulo porque rz se mide con respecto

al centro
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Figura 1.4.5: Cicloide con R=1yw=1

Antes de continuar es ttil tener presente las siguientes reglas de derivacion para el
producto punto y el producto cruz.

Si a(t) y b(t) son dos vectores que dependen de t y f(¢) es una funcion escalar entonces

%(a-b) — <%a> ‘b+a- <%b> (1.4.12)
% (axb)= (%a) x b +a x <%b> (1.4.13)

4 (fa) = (if> atf—a (1.4.14)

Con estas formulas se pueden derivar varios resultados importantes. Primero que todo,
suponga que a(t) es un vector de norma constante, es decir,

la(t)] = c (1.4.15)
donde ¢ es una constante. Lo anterior es equivalente a
a-a=c (1.4.16)

y derivando a ambos lados con 1.4.12 se obtiene que
d d
(Ea> -ata- <Ea> =0 (1.4.17)

a-—a=0 (1.4.18)

o bien
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Si a(t) es un vector de norma constante entonces su derivada %a es perpendicular a a,
es decir,

a-—a=20 (1.4.19)

Con los métodos vectoriales anteriores se puede encontrar la velocidad de una particula
cuando gira en torno un eje con velocidad angular w.

Figura 1.4.6: Particula que gira en torno un eje

Para hallar la velocidad de la particula se descompone r en su componente paralela y
perpendicular al eje de rotaciéon
r=r| +r) (1.4.20)

Claramente la componente paralela no cambia con la rotacion, es decir, es constante,
por lo que
V=ro] (1.4.21)

Ahora el problema se ha reducido a determinar la velocidad de una particula que rota
sobre un circulo a velocidad angular w y en este caso se usa el hecho de que v = wR o
bien con la notacién actual

|v| = |w||rL| (1.4.22)

Observe por otro lado que
WXr=wx (rj+ry) =wxr, =w||r |é=]|v|é (1.4.23)

donde € es un vector perpendicular de norma 1 a w y r;. Como r; es un vector de
norma constante por 1.4.19 su velocidad v es perpendicular a él y como la particula se
mueve sobre un plano cuya normal es w se tiene que v es perpendicular a w. Luego por
la regla de la mano derecha v debe ser paralelo a € y como € tiene norma 1

v=|v|]é=wxr (1.4.24)
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Es decir,

Una particula que gira en torno un eje con velocidad angular w tiene velocidad

V=wXr (1.4.25)

Leyes de Kepler

Con la teoria desarrollada hasta el momento es posible resolver el problema de los dos
cuerpos, es decir, ver que la trayectoria de un cuerpo bajo la fuerza de la gravedad es
una secciéon conica.”

Antes de comenzar, un poco de notaciéon. Se denotara

r=r|=vr-r (1.4.26)

Y r
r=— (1.4.27)
r|
Observe primero r es un nimero que cumple
rP=r-r (1.4.28)
mientras que T un vector que ademas cumple
r
IF|=|—|=1 (1.4.29)
x|
Es decir, T tiene norma constante y por 1.4.19 se concluye que
d
t-—7t=0 1.4.30
o ( )

Gracias a Newton, se sabe que la aceleracién que produce la fuerza gravitacional sobre
una particula es

GM
2

a=———t (1.4.31)

,
donde G es la constante de gravitacion universal y M puede pensarse como la masa del
Sol si se desea. Para comenzar es necesario derivar la ley de conservaciéon del momentum
angular.

9En realidad este resultado es valido para cualquier fuerza central de la forma %2 no solo para la
gravedad pero histéricamente este es el caso mas importante. También, no hay pérdida de generalidad
en considerar solo un cuerpo bajo la accién de la gravedad pues el problema de los dos cuerpos siempre
puede reducirse a esta forma desde un punto de vista matemaético aunque la interpretacion de M
cambia pues ahora representaria la suma de ambas masas, es decir, M = Mr 4+ Ms donde Mr es
la masa de la Tierra y Ms la del sol. Por lo tanto, puede suponerse que se esté considerando al Sol
teniendo una masa mucho més grande que la Tierra.
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Conservacion Momento Angular: Si
L=mrxv (1.4.32)

es el momento angular de una particula de masa m que posee aceleracion 1.4.31 entonces
L es constante.

Para esto nada més hay que usar 1.4.13

M
iL:rrz(%rxv—l—rX%V):m(vxv—G;Qr><r>:0 (1.4.33)

Es decir, la derivada del momento angular se anula y por ende cada componente debe
ser una constante, es decir, puede tomarse

L=1L (1.4.34)

Ademas, por las propiedades del producto cruz L siemrpe es perpendicular ar y v y al
ser constante esto significa que

El movimiento de una particula siempre ocurre en un plano que contiene a r y v cuyo
vector normal del plano es Lg

Ahora que se sabe que el momento angular es constante, se puede mostrar la ley de
Kepler de las areas. Suponga que en tiempo ¢ la particula ocupa la posicion r(¢) y en
un tiempo t + At ocupa la posicion r(t + At) como se indica en la figura. Definiendo

Ar =r(t+ At) —r(t) (1.4.35)

el area contenida en la region definida por r(t), r(t + At) y la curva entre esos dos
vectores es aproximadamente igual al 4rea del triangulo con lados r(t) y Ar. Gracias a
la formula del 4rea de un tridngulo se tiene que si A(t,t 4+ At) es el area barrida entre
esos dos tiempos entonces

1
Altyt+ A) = S Jr(t) x A (1.4.36)

y diviendiendo a ambos lados por At y usando el hecho de que A(¢,t) = 0 entonces

At t+At) 1 Ar

> _r(t) x — 1.4.37
At 2 O & (1.4.37)
y tomando el limite cuando At — 0 se tiene que
dA 1 1
= Cp(t =—|L 1.4.
L = el x v] = 5 Lol (1.4.39)

como el lado derecho es una constante se obtiene
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Ley de Kepler de las Areas: Una particula recorre en tiempos iguales areas iguales I

Figura 1.4.7: Ley de areas

También puede deducirse facilmente otra ley de conservacion: si se define la energia

de la particula como

1 GMm
= §mv SV —

- (1.4.39)

entonces para ver que la energia se conserva, hay que calcular su derivada con respecto
al tiempo. Usando 1.4.12 se tiene que

dE GMm dr
= = . - 1.4.40
at VAT TR (1.4.40)
Para calcular % se utiliza 1.4.28
d
27"d—: —or-v (1.4.41)
o bien p
r r-v
_— = — 1.4.42
dt r ( )
Sustituyendo en la ecuacién anterior junto con 1.4.31 se tiene que
dE v-r v-r
por lo que

Ley de Conservacion de la Energia: La energia de un particula bajo la influencia de la
gravedad es constante

v v — — B, (1.4.44)

Para ver que la trayectoria es una seccién conica, hay que encontrar una ecuaciéon que
contenga tnicamente a r. Una buena manera para comenzar es con Lg

Lo = mr x v =m(rf) x — (rf) (1.4.45)
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Aplicando 1.4.14 se obtiene que

d d d
Lo = m(rf) x (d_:;> P+ m(rt) x raf‘ = mr?f x af‘ (1.4.46)

Luego hay que eliminar de alguna forma %f‘. Recordando la regla BAC-CAB
ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b) (1.4.47)

Se considera

d d d
~ N A o, Ca 2 (afa @) [ QL) 0 o
T x Lo =mr°t x (r X dtr> mr (r (r dtr> (dtr> (¢ r)) (1.4.48)

Por lo mencionado al inicio £ - Z# = 0 y de esta forma

d
#xLg= —mrQEf' (1.4.49)

De 1.4.31 se observa que por otro lado

r2 r? d
P x L= T iate Lo=- A dt (v x Lp) (1.4.50)
e igualando ambas expresiones
- mr2%f = —5\4% (v x Lo) (1.4.51)
es decir p
7 (vx Lo — GMm#) =0 (1.4.52)

como la derivada del vector anterior es el vector nulo siempre entonces
v x Lo =GMmi +c (1.4.53)

para c algin vector constante.
Observe primero que tomando el producto punto con Ly a ambos lados se tiene que

0=c-Lo (1.4.54)

por lo que ¢ yace en el mismo plano que r y v. Tomando el producto punto en 1.4.53
con r se tiene
r-(vxLy)=GMmr-t+r-c (1.4.55)

Ahora se utiliza la identidad vectorial a- (b x ¢) = c- (a x b) en la ecuaciéon anterior se
tiene
Lo-(rxv)=GMmr+r-c (1.4.56)
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Ahora bien, como c¢ es un vector constante sobre el plano xy en que ocurre el movimiento
puede suponerse que se toman los ejes de modo que esté alineado sobre el eje x, es decir,
¢ = |c|i. Por lo tanto, se tiene en 1.4.56

L 2
Lol = GMmr + r|c|cos (¢) (1.4.57)

donde ¢ es el angulo en coordenadas polares. Como en coordenadas polar x = r cos ¢ la
ecuaciéon anterior puede acomodarse un poco como

_ Lol el (1.4.58)
GMm? GMm o
ahora se eleva al cuadrado la ecuacién para llegar a
22 4+ % = p? — 2pxe + 22e? (1.4.59)
donde )
<l |Lo|
= = — 1.4.60
“=Cmm P Gum? ( )
finalmente se ha derivado la ecuacién
(1 — 62) z? + 2pex + 1y = p? (1.4.61)

Es claro que lo anterior representa una seccién cénica, por lo tanto, se ha obtenido la
obtenido la primera ley de Kepler. 2

Primera Ley de Kepler: el movimiento de un cuerpo bajo la fuerza de la gravedad es de
la forma
(1 — 62) 22 + 2pex + y? = p? (1.4.62)

Por lo que representa una seccién conica. Se tienen los siguientes casos
= 0 <e < 1:laseccién conica representa una elipse

> e = 1: la seccién conica representa una parabola

= e > 1: la seccién conica representa una hipérbola

La ultima ley que falta hallar es la tercera ley que se refiere a la relacion entre el
periodo del un planeta y su semieje mayor cuando realiza movimiento eliptico en torno
al Sol. Para obtener la tercera ley suponga que 0 < e < 1 en 1.4.62. En tal caso la
ecuacion puede reescribirse como

2
(1-¢? <m2 4P x> + % = p? (1.4.63)

1 —e2

20de hecho, este resultado es mas fuerte que la ley de Kepler pues abarca todos los movimientos posibles
de un cuerpo bajo la fuerza de la gravedad y no se reduce tnicamente al movimiento eliptico de los
planetas
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y completando cuadrados se escribe la ecuacién como

2 2
2 pe 2 pe 2 2
TS Y 5 P
o bien

<.’E + 1]262) 2
S+ ‘ZQ ~1 (1.4.65)

(1—@2)2 1—e?
por lo tanto, la elipse esta centrada en <— 1{;,0) y tiene semieje mayor a = 1%
y semieje menor b = —£— = av/1 —e2 . Ahora bien, cuando la planeta cumple un

V1—e?
periodo T' entonces ha barrido todo el area de la elipse y como el area de cualquier elipse

es A = mab entonces
A=nv1-—e2ad? (1.4.66)
dA _

Por otro lado, como 7 = ﬁ |Lo| en un periodo el area recorrida es simplemente

1
A=—|Ly|T 1.4.
- |Lo (1.4.67)

por lo tanto, igualando ambas expresiones

1
5 Lol T = 71— e2a? (1.4.68)
m

elevando al cuadrado la ecuacion anterior

CL4

T? = 4m®n* (1 — €*) — (1.4.69)
|Lo|
finalmente usando 1.4.60 y el hecho de que p = (1 — €?)a se obtiene
472
T = ——ad° 1.4.70
G (1.4.70)

Tercera Ley de Kepler: La relacion entre el periodo 1" de un planeta orbitando el sol y
Su semieje mayor es

472 .
2 3

1.4.71
G]Ma ( 7 )

1.5. Geometria de una Curva

1.5.1. Marcos de Referencia Moaviles

Como se mencion6 anteriormente, se puede interpretar una curva como la traza de
una particula moviéndose en el espacio con vector posicion r(t). La velocidad en tal caso
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se puede interpretar como un vector tangente a la curva; ahora bien, si hubiera algiin
instante ¢y en el cual la velocidad se anulara, es decir, v(ty) = 0 entonces la velocidad
colapsaria a un punto y no habria un vector tangente que sea natural. Por lo tanto, se
realizara la siguiente suposicién

Se van a trabajar de ahora en adelante con curvas regulares , es decir, curvas que cumplen
en todo instante que

v(t) £0 (1.5.1)

Como la velocidad nunca se anula se puede descompener como

= [v(t)| T(t) (1.5.2)

donde

T(t) = \:& (1.5.3)

El vector T(¢) se llama el vector tangente a la curva. Siempre es un vector unitario, es
decir, de norma 1.

Dado que el vector tangente tiene norma constante por 1.4.19 se obtiene que

T()- %T(t) — 0 (15.4)

Ahora bien, no necesariamente %T(t) es un vector unitario por lo que se normaliza para
obtener el vector normal J
N(t) = 7%’1‘(15)
[GT)]
Se esta buscando un sistema moévil que se mueva junto con la particula y que sea natural
a la cinemética de la particula. Antes de interpretar el vector normal se va a introducir
el dltimo vector del sistema movil. Como se quiere un sistema de mano derecha se define
el vector binormal

(1.5.5)

B(t) = T(t) x N(¢) (1.5.6)

Observe que es automéaticamente unitario al ser el producto cruz de dos vectores unitarios
y perpendiculares. En resumen,

El sistema moévil o de Frenet para una curva regular es el sistema de vectores méviles

{T,N,B} donde
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Los siguientes ejemplos ilustran el significado del sistema moévil de la particula.

1.5.1.1. Circulo en el plano

La ecuacion paramétrica de una particula que se mueve sobre un circulo de radio R
con velocidad angular w es

r(t) = Rcoswti + Rsinwtj (1.5.8)

por lo tanto
v(t) = —Rwsin wti + Rw cos wtj (1.5.9)

La aceleracion de la particula es

a(t) = —Rw? cos wt — Rw?sin wtj (1.5.10)
Luego como
[v(t)] = Rw (1.5.11)
el vector tangente es
T(t) = — sinwti + cos wtj (1.5.12)

Derivando el vector tangente

d
ET(t) = —w coswti — wsin wtj (1.5.13)
De esta forma p
—T(t)| = 1.5.14
0] = (15.14)
y
N(t) = — cos wti — sinwtj (1.5.15)
Finalmente
B(t) = (—sinwti + coswtj) x (— coswti — sinwtj) = k (1.5.16)
Es decir
T(t) = — sinwti + cos wtj
N(t) = — coswti — sin wtj (1.5.17)
B(t) =k

Por lo que en este caso N(t) es un vector que tiene la misma direccion que la aceleracion
centripeta y B(¢) la direccion de la velocidad angular. En la siguiente figura el vector
tangente es el vector rojo, el normal el vector verde y el binormal el vector negro.
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Figura 1.5.1: Sistema mévil circulo

1.5.1.2. Hélice

Otro ejemplo muy comun es la hélice
r(t) = acos (t)i+ asin (t)j+ btk (1.5.18)
con a > 0.En este caso la velocidad es
v(t) = —asinti+ acostj + bk (1.5.19)

La aceleracién es
a(t) = —acosti — asintj (1.5.20)

v(t)| = Va2 + b2 (1.5.21)

La norma de la velocidad es

Por lo que el vector tangente es

asint acost b
T(t) = — i+ j + k 1.5.22
®) Va2 + b2 \/a2+b2J Va? 4+ b2 ( )
y su derivada es
d acost asint
—T(t) = — i— j 1.5.23
&= e Va 1:5:23)
Luego
d a
—T@)| = ——— 1.5.24
#10| = (1524
De esta forma el vector normal es
N(t) = — costi — sintj (1.5.25)
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Y el vector binormal es

B(t) — (_ asint 1+ acost J+ \/a2b+b2k> X (— COSti—SiDtj)

Varbtt o Vbt (1.5.26)
Y e e
= msmtl mcosﬁ—i— \/mk
En resumen
T(t) _ __ _asint i+ acost i b k
Va2+b2 \/a2+b2‘] Va2+b2
N(t) = — costi — sintj (1.5.27)

B(#)

b Gnti-— b i _—a
\/msmtl \/mcostj + \/mk

En la siguiente figura el vector tangente es el vector rojo, el normal el vector verde y
el binormal el vector negro.

Figura 1.5.2: Sistema movil hélice

1.5.2. Longitud de Arco

Hasta el momento ha sido muy ttil suponer que el parametro ¢ de las curvas es el
tiempo. Sin embargo, desde un punto de vista matemético, no hay ninguna propiedad
especial del tiempo que la caracterice como parametro por lo que hay que buscar un
parametro que sea el natural desde el punto de vista de las curvas. El parametro natural
es la longitud de arco, que basicamente medira la distancia que recorreria un ser (puede
pensar que es una hormiga) que camina sobre la curva.

Ahora bien, ;jcomo se calcula la longitud de una curva? Considere la siguiente figura:
en el tiempo ¢ la hormiga ocupa la posicion r(t) mientras que en ¢+ At ocupa la posicion
r(t + At).
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Figura 1.5.3: Longitud de una curva

El vector posicion ha sufrido un cambio Ar = r(t+ At)—r(t) y la magnitud o longitud

de tal cambio es
|Ar| = \/Ar - Ar (1.5.28)

Ahora bien, mientras At sea lo suficientemente pequeno se puede aproximar Ar ~ v(t)At
21 v reemplazando esto en lo anterior se tiene que

|Ar| ~ |v(t)] At (1.5.29)

Si se toma At — 0 el lado izquierdo aproxima perfectamente la longitud infinitesimal
recorrida sobre la curva y tal infinitesimal se denotard ds, es decir, un infinitesimal de
longitud de arco

ds = |v|dt (1.5.30)
Si se divide en la expresion anterior por dt se tiene entonces la férmula conocida de la
rapidez de un particula 22

=— = 1.5.31
v=2 =] (15:31)

Lo anterior puede resumirse de la siguiente forma:

21Todos estos argumentos basados en que los tiempos sean suficientemente pequefios pueden mejorarse
usando la aprocimaciéon de Taylor de la funcién, por ejemplo Ar ~ v(t)At + O ((At)Q)
22Recuerde que la rapidez es un escalar mientras que la velocidad es un vector
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Suponga que r(t) es una curva regular (o segmento de curva) definida en el intervalo
[to, t1]. La longitud de la curva es

L t1 dS t1
L= / ds = —dt = / vdt (1.5.32)
0 to dt t

Donde v es la rapidez de la curva
v=|v| (1.5.33)

y s el es parametro de longitud de arco, que toma sus valores entre [0, L] y cumple

s(t):/t v(T)dr (1.5.34)

0

es decir, s(t) es la distancia que ha recorrido la particula entre ¢y y t. En forma infinite-
simal se puede escribir

ds = v(t)dt (1.5.35)

Observe que en 1.5.34 se escribié dentro de la integral v (7)dr en vez de v(t)dt que
hubiera parecido mas natural. Esto se hizo porque no es una buena practica usar la
misma variable tanto para los limites de integracién como para el integrando por lo que
siempre es mejor usar otra letra. Como solo se estan considerando curvas regulares, la
rapidez de la particula siempre es positiva, por lo que el integrando en 1.5.34 es siempre
positivo y de esta forma s(t) es una funcién creciente. Esto dice que en principio uno
podria escribir ¢ como funcion de s, es decir, t = ¢(s) aunque en general esto es dificil de

hacer.

Ejemplo 17. Calcule la longitud del circulo de los ejemplos anteriores y re-
parametricelo con la longitud de arco s.
Ya se habia calculado en 1.5.9 que la velocidad del circulo es

v(t) = —Rwsinwti + Rw cos wtj (1.5.36)
Luego la rapidez no era méas que su norma, es decir,

v = Rw (1.5.37)

Como w = 2% donde T es el periodo, el tiempo necesario para recorrer el circulo es el

intervalo [0, %’T] y por 1.5.32 la longitud del circulo es

27
L= / " Rwdt = 27R (1.5.38)
0

El parametro s se calcula con 1.5.34

t t
s = / v(T)dr = / Rwdr = Rwt (1.5.39)
0 0
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Esto permite escribir ¢ en funcién de s como

S
t=— 1.5.40
o ( )
Como la parametrizaciéon del circulo en funcion de ¢ era

r(t) = Rcoswti+ Rsinwtj (1.5.41)

nada mas hay que reemplazar ¢ por s con la relacién 1.5.40

s s

— Reos (% )i+ Rsin () ] 1.5.42
r(s) cos | ) i + Rsin 7)d ( )

Parametrizar una curva en funciéon de la longitud de arco también tiene otra ventaja.
Si r(s) representa la parametrizacion en funcion de la longitud de arco, observe que su
“velocidad” r/(s) cumple por regla de la cadena y por 1.5.35

_dr_drdt_v

"= "=~ = =T 1.5.43
r'(s) ds dtds v ( )

Como el vector tangente es unitario se tiene que
r'(s)| =1 (1.5.44)

Por otro lado, si se parametriza una curva con un parametro ¢ (no necesariamente el
tiempo) que cumple ‘%r(t)‘ = 1 entonces por 1.5.34

s(t) = /t:

Es decir, t = s(t) +to por lo que salvo una constante ¢y tiene que ser la longitud de arco.
Resumiendo

d t
—r(t)'dt :/ dt =t — tg (1.5.45)
dt ]

0

Si se parametriza una curva por medio de la longitud de arco r(s) entonces
T(s) =1/(s) (1.5.46)

es decir, no es necesario normalizar la “velocidad” para obtener el vector tangente de la
curva. Ademas,
'(s)| =1 (1.5.47)

La propiedad 1.5.47 caracteriza la longitud de arco, es decir, salvo una constante, la
longitud de arco es el Gnico parametro cuya “velocidad” siempre tiene norma 1. Igual
que antes, el vector normal a la curva en funciéon de la longitud de arco se calcularia
como

(1.5.48)

(1.5.49)
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1.5.3. Foérmulas de Frenet

Las formulas de Frenet consisten en relacionar T'(s), N'(s), B’(s) con T(s), N(s), B(s).
Como se verd mas adelante, los coeficientes mediante los cuales estan relacionados las
derivadas del marco mévil con el marco describen en forma completa la curva. Tales
coeficientes son llamados la curvatura y la torsion.

1.5.3.1. Curvatura

La idea intuitiva de la curvatura puede resumirse de la siguiente forma: una linea recta
no se curva mientras que un circulo se curva de igual manera en todas su circunferencia.
Ademaés, conforme el radio del circulo es mas grande, el circulo se va aplastando més,
por lo su curvatura deberia disminuir conforme el circulo aumenta en radio.

Es natural pensar que la curvatura de una recta es cero porque cuando uno camina
sobre la recta nunca tiene que cambiar de direcciéon para moverse. En cambio, cuando
se camina sobre un circulo, si se tiene que cambiar la direccién de movimiento, pero ese
cambio ocurre al menos a un mismo ritmo, de ahi que se diga que la curvatura es la
misma.

Figura 1.5.4: Curvatura

Suponga como en la figura anterior que la curva esté sobre el plano y parametrizado
por la longitud de arco. Si ¢(s) es el angulo entre el vector tangente y el eje el cambio
de direccién de la curva vendria dado a partir de d%go(s) y eso sugiere definir la curvatura
(relativa) ki, (s) 2como

Kkr(s) = ¢'(s) (1.5.50)

Ahora bien, por las propiedades del producto punto y como el vector tangente es unitario
cosp(s) =T(s) i (1.5.51)

Derivando implicitamente con respecto a s
—sinp(s) kp(s) =T/(s)-i= ‘T'(s)| N(s)-i (1.5.52)

Ahora bien, el vector normal siempre es perpendicular al vector tangente, por lo que

el angulo entre el vector normal y el eje x es ¢(s) — 5 o § — ¢(s) dependiendo de la

2 e L . . L, . . . .
3Se utiliza un indice abajo porque esta curvatura podra ser positiva o negativa, es decir, su signo es
relativo, cuando en realidad solo va a interesar el valor absoluto de ella
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direccion en que apunte el vector normal. Como el coseno es una funcién par y el vector
normal es unitario, se puede escribir lo anterior como

N(s) -i= cos <<p(s) + g) = Fsin (¢(s)) (1.5.53)

Finalmente, se concluye que
kr(s) = £|T'(s)| (1.5.54)

Para efectos de lo que sigue, basta considerar la curvatura como positiva por lo que se
define la curvatura (absoluta) como

k(s) = |T'(s)| (1.5.55)
Con la definicion de la curvatura se tiene la primera féormula de Frenet

T'(s) = r(s)N(s) (1.5.56)

Ejemplo 18. Calcule la curvatura de una linea recta
Una parametrizacién para la linea recta en funciéon de la longitud de arco es

r(s) =r(0) + sv (1.5.57)

donde v es un vector unitario en direccién de la linea recta. Luego

T(s)=1'(s)=v (1.5.58)

y claramente
T'(s) =0 (1.5.59)

de esta forma
k(s) =0 (1.5.60)

es decir, la curvatura de una recta es siempre cero tal como se esperaba.
De hecho, si la curvatura siempre es cero, entonces en 1.5.55 se deduce que T(s) = T(0)
es constante y como

dr
— =T(s)=T 1.5.61
= T(s) = T(0) (1.5.61)
integrando a ambos lados con respecto a s se deduce que

r(s) =T(0)s +r(0) (1.5.62)

Es decir,

Una curva tiene curvatura idénticamente cero si y solo si es una linea recta.
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Ejemplo 19. Calcule la curvatura de un circulo
Ya se tiene de antes que la parametrizacién de un circulo de radio R en funcién de la
longitud de arco es:

r(s) = Rcos (%) i+ Rsin <%>J (1.5.63)
Por lo tanto s s
o N 2\ 2\
T(s) =1'(s) = —sin (R) i+ cos (R) J (1.5.64)
y de esta forma
1 1
T'(s) = — 7 cos (%) i— = sin <%>J (1.5.65)
Luego la curvatura es
1
=T’ == 1.5.66
5(5) = |T(5)] = & (1.5.66)

Observe que la curvatura de un circulo no depende del punto del circulo y que ademas
conforme el circulo es més grande la curvatura va disminuyendo, que coincide con lo que
se esperaba.

1.5.3.2. El circulo osculador

Asi como la derivada busca aproximar una funcién localmente por su recta tangente,
puede pensarse en la curvatura como una aproximaciéon local de la curva por medio de
un circulo, llamado el circulo osculador.

Antes de derivar la formula del circulo osculador, es 1til tenerla no solo en el caso
en que se ha parametrizado la curva con respecto a la longitud de arco, sino que pueda
hallarse con respecto a cualquier parametro. Para eso, es necesario poder escribir la
curvatura en funciéon de un parametro t. Para esto observe que

d d __ dt 11d
=|—T|=|—-T—|==|=T 1.5.67
" \ds ' it~ ds| v l|dt ‘ (1.5.67)
Es decir, la curvatura con respecto a un parametro t es
11d
t)=—|=T(t 1.5.68
o0 = 1| 570 (15.68)

Para hallar el circulo osculador, considere la siguiente figura. De ella es claro que si
c(t) es el centro del circulo osculador en tiempo ¢, entonces

c(t) = r(t) + R(t) (1.5.69)

donde R(t) es un vector cuya norma es el radio del circulo osculador. Como se quiere
que el circulo aproxime a la curva la curvatura del circulo y de la curva deberia ser la
misma, es decir,

R = —= (1.5.70)
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También, la R(t) deberia ser paralelo al vector normal en ese punto, por lo que

1
c(t) =r(t —N(t 1.5.71
(1) = x(t) + 5N (15.71)
/
/ s
/ e
/ s
/ //
7,
/s
/s
;s
P
///

Figura 1.5.5: Circulo osculador

Antes de seguir con las relaciones de Frenet, hay una descomposiciéon muy util de la
aceleracion en funciéon del vector tangente y del normal. Recuerde que

(1) = v(t) = & (jv(t)| (1)) = & (T (1) (15.72)

Derivando con la regla del producto

dv d dv d
a(t) = g T(t) + ”%T(t) = T(t)+v 7

T(t)‘ N(t) (1.5.73)
Y por 1.5.68 se llega finalmente a que

a(t) = % T(t) + v2k(t)N(t) (1.5.74)

Si se define la aceleracion tangencial como

ar(t) = —T(t) (1.5.75)
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y la aceleracion normal como
an(t) =v?k(t)N(t) (1.5.76)

entonces la aceleracién siempre se puede descomponer en dos vectores, uno paralelo al
vector tangente y otro paralelo al vector normal. Otra forma de decir esto es que la
aceleracion siempre yace en el plano generado por los vectores T y N, tal plano se llama
el plano osculador.
Con las formulas anteriores se puede hallar otra forma de calcular la curvatura. Observe
que
[v(t) x a(t)] = [vT(t) x (ar(t) + an(t))| = [vT(t) x an(t)]

B (1.5.77)
Es decir,
1
K(t) = — [v(t) x a(t)]| (1.5.78)
v
De esta forma se ha hallado lo siguiente con respecto a la curvatura:
> La curvatura con respecto a la longitud de arco se define como
k(s) = |T'(s)| (1.5.79)
> La primera formula de Frenet establece que
T'(s) = rk(s)N(s) (1.5.80)

=> Si se quiere calcular la curvatura con respecto al cualquier otro parametro se utiliza
cualquiera de las siguientes relaciones

k(t) = L 14T(1)|
1.5.81
(t) = & Iv(t) x alt) (580
= El centro del circulo osculador es
1
c(t) =r(t) + —N(1) (1.5.82)

= El plano osculador es el plano generado por los vectores T(t) y N(t)

> La aceleracién siempre yace sobre el plano osculador y se puede descomponer como
una componente tangencial més una normal

a(t) = ar(t) +an(t) (1.5.83)
donde p
ar(t) = d—: () an(t) =02x(t)N(?) (1.5.84)
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1.5.3.3. El péndulo is6crono

A manera de aplicacion de las formulas para la aceleracion, se considerard nuevamente
el cicloide. Una de las propiedades més importantes del cicloide, hallado por Huygens,
es que con tal curva es posible crear un péndulo que oscile independientemente de la
amplitud. Esta propiedad no es cierta para cualquier tipo de péndulo, y solo se sigue

en el caso del péndulo simple cuando se consideran oscilaciones pequenas. Para ser més
24

precisos considere la siguiente figura.

Figura 1.5.6: Péndulo is6crono

Suponga que por algin mecanismo se obliga a la particula a que se mueva sobre el
cicloide y que la tnica fuerza neta que contribuye en la direccién tangencial del movi-
miento es la componente tangencial de la gravedad. Mas atn, suponga que la curva esta
parametrizada segin

r(p)=a(p—sinp)i+a(l+cos(p))j (1.5.85)

donde ¢ es el d4ngulo que barreria una particula colocada sobre la parte vertical del
circulo al igual que cuando se calculd el cicloide por primera vez. Aqui ¢ esta definido

entre 0 y 27. Luego
d

%I‘

y la norma del vector anterior es (con la ayuda de algunas identidades trigonométricas)

‘%r (gp)' = aﬂm = 2asin (%) (1.5.87)

Finalmente, el diferencial de longitud de arco siempre puede calcularse como

(p) =a(l —cosy)i— asingj (1.5.86)

ds — dr
dp

dp = 2asin <g> dp (1.5.88)

El vector tangente escrito en funcién de ¢ es

1—rcosyp, sin ¢
T = - 1.5.89
2 2sin (%) ! 2sin (%)J ( )

24La siguiente imagen fue tomada de http://en.wikipedia.org/wiki/File:CyloidPendulum.png
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Como se esta con el movimiento sobre un plano (el plano osculador), el peso F = —mgj
puede descomponerse en una parte tangencial y normal
F=FrT+ FyN (1.5.90)

para hallar la componente tangencial (que es la que interesa en este problema) se realiza
el producto punto a ambos lados con el vector tangente y se obtiene que

mg sin ©
Pr=(F -T)=_9%7% _ (2) 1.5.91
r=(F-T) 2sin (2) 00N\ (1.5.91)
Por otro lado, la compente tangencial de la aceleracion es ar = % pero por regla de la
cadena
dv d (ds\ d (dsdyp (1.5.92)
dt — dt \dt) dt \do dt o
por 1.5.88 se tiene
d
£ = 2qsin <§> (1.5.93)
Asi p p
W _ 2 (9 f))
il (2a5m <2 ¢ (1.5.94)
Por otro lado, por la regla de la cadena
d @ AW
el )y =_Z z 1.5.
dt <COS(2)) QSIH(Q)‘P (1.5.95)
y sustituyendo en la ecuacién anterior
dv d? %)
ar = - = —4aﬁ (cos <§>> (1.5.96)
Por Newton
FT = mart (1.5.97)

gracias al.5.96 y 1.5.91 se obtiene finalmente que
d? ¥ g ¢
2 (cos <§>> + 15 08 (5) =0 (1.5.98)

Para comparar mejor esta ecuacion puede definir u = cos ( 52‘—’) y w? = 1 bara obtener la

ecuaciéon de un resorte
i+ w?u =0 (1.5.99)

De aqui se obtiene el periodo de oscilacion

1
T =2m ) — (1.5.100)
g

Observe que a diferencia del péndulo simple, aqui no hubo ninguna suposicién de angulos
pequenos, por lo que la relacion del periodo es exacta.
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1.5.3.4. Torsidon

Dado que la aceleracion y velocidad siempre yacen sobre el plano osculador, se podria
pensar que el movimiento de una particula ocurre siempre en ese plano. Sin embargo,
con el ejemplo de la hélice es claro que esto no puede ser cierto. Por lo tanto, es natural
preguntarse por la medida en que el movimiento permanece o no sobre el plano.

Claramente el vector binormal debe estar involucrado pues siempre es perpendicular
al plano osculador. Ahora bien, como B(s) tiene norma constante, B’(s) es un vector
perpendicular a B(s), por lo cual debe yacer sobre el plano osculador, es decir,

B'(s) = B} (s)T(s) + By (s)N(s) (1.5.101)
Ahora bien, tomando el producto punto con T(s) y N(s) respectivamente se obtiene que

Br(s) = B'(s) - T(s)

Bl (s) = B'(s) N (10102
Luego, como
B(s) - T(s) =0 (1.5.103)
se puede derivar a ambos lados con respecto a s y se obtiene que
B'(s) - T(s) + B(s) - T'(s) =0 (1.5.104)
de esta forma
Br(s) =B/(s) - T(s) = —B(s) - T/(s) = —B(s) - (k(s)N(s)) =0 (1.5.105)
De forma similar
B(s)-N(s) =0 (1.5.106)
y derivando a ambos lados con respecto a s
Biy(s) =B'(s) - T(s) = —B(s) - N'(s) (1.5.107)
Es decir,
B'(s) = — (B(s) - N'(s)) N(s) (1.5.108)

Luego es claro que claro que B(s) es constante si y solo si B(s) - N'(s) = 0. Si se define
la torsién como

7(s) = B(s) - N'(s) (1.5.109)

se acaba de obtener que

El movimiento de una particula ocurre sobre un tnico plano si y solo si la torsién se
anula siempre.

Gracias a la torsiéon puede escribirse entonces que

B'(s) = —7(s)N(s) (1.5.110)

99



1 Geometria y Cinemaética en el Espacio

Solo falta hallar N’(s). Por un razonamiento similar

N'(s) = N(s)T(s) + Ng(s)B(s) (1.5.111)
Luego
NJ(s) = (N'(s) - T(s)) = =N (s) - T'(s) = —r(s)
© Nh(s) = (N(s) - Bs)) = () (15112
Es decir
N'(s) = —r(s)T(s) + 7(5)B(s) (1.5.113)

Las formulas anteriores para las derivadas constituyen las formulas de Frenet-Serret:

Para una curva parametrizada con respecto la longitud de arco se define su torsién segiin

7(s) = B(s) - N'(s) (1.5.114)
Las tres formulas de Frenet son
T'(s) K(s)N(s)
N'(s) = —k(s)T(s) +7(s)B(s) (1.5.115)
B'(s) —7(s)N(s)

que formalmente se pueden escribir como

T'(s) 0 k(s) 0 T(s)
N'(s) | = —r(s) 0 7(s) N(s) (1.5.116)
B'(s) 0 —7(s) 0 B(s)

donde la matriz anterior es una notaciéon conveniente ya que estrictamente hablando

las entradas deberian ser nimeros y no vectores. Tal matriz es antisimétrica. A su vez,
utilizando el hecho de que Cil—qtj = Cé—f% = v&k'T, y de manera similar para las demés se

obtiene las formulas de Frenet con respecto al pardmetro ¢

T(t) 0 vk (t) 0 T(t)
N@) | =( —os() 0 or(t) N(t) (1.5.117)

En caso de que se quiera obtener la torsién en funciéon del pardmetro ¢ observe que ya
se habia deducido que la aceleraciéon se puede escribir como

d
a(t) = d—j T(t) + v2k(t)N(t) (1.5.118)
Y derivando nuevamente con respecto al tiempo se tiene que
d*v dv dT(t) dv 5 dr(t) 5 . dN(t)
a(t) = —=T{t) + ———= + 2v—r(t)N(t N(t t)———= (1.5.119
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Por las formulas de Frenet con respecto a t se obtiene

&2 d d d
a= EZTJF d—:UFLN+2@d—:I€N+U2d—IZN—U3H2T+U3HTB (1.5.120)

22} v K
at) = (d— - v3/<;2(t)> T(t)+ <3v%/<;(t) + v2dd§f)> N(t) +v3k(t)r(t)B(t) (1.5.121)

Luego suprimiendo la dependencia en ¢ por razones de espacio se calcula

v(t) - (a(t) x a(t) = v+ (% (vl +v2%) B~ vPrN))

+v- (UQI{ (<v3nz — CC%’) B+ vi”m‘T)) (1.5.122)
Luego usando que v =vT se obtiene que
v(t) - (a(t) x a(t)) = v®K2(t)7(t) (1.5.123)
Con la ayuda de 1.5.78 se llega a
v(t) - (a(t) x a(t
T(t) = ) ) E ) (1.5.124)

v(t) x a(t)

En resumen,

La curvatura y torsion de una curva estan determinadas completamente por su velocidad,
aceleracion y jerk segtn las relaciones

K(t) = 25 |v(t) x a(t)|
7(t) = Y alt)xal) (1.5.125)
v(t)xa(t)|*

Es maés, la curvatura y la torsién de una curva son suficientes para determinarla en el
siguiente sentido: si se tienen dos curvas C', Co parametrizadas en funcion de su longitud
de arco con respectivas curvatura y torsion s (s),ka2(s), 71 (s),72(s) que coinciden en
todo punto, es decir, k1(s) = ra(s) y 7Ti(s) = T2(s) para todo s en [0, L] entonces las
dos curvas estan relacionadas a través de rotaciones y traslaciones, es decir, una es un
movimiento rigido de la otra.

Una cosa que no se ha enfatizado lo suficiente pero que se ha utilizado implicitamente
es lo siguiente: la curvatura, torsion y longitud de una curva son invariantes de la curva.
Por ejemplo, suponga que se esta parametrizando un circulo, lo anterior quiere decir que
independientemente del pardmetro que se utilice para describir el circulo, por ejemplo,
el tiempo, el angulo en coordenadas polares o la longitud de arco, todos los observadores
con sus distintos parametros deben coincidir en la longitud del circulo y los valores de
la curvatura y torsién en cada punto, por ejemplo, en el polo norte del circulo.
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Por otro lado, dependiendo de como se parametrice el circulo el triedro {T,N,B}
puede modificarse ligeramente. Para ver esto imagine que un observador parametriza el
circulo en sentido contrario a las manecillas del reloj mientras que otro observador lo hace
en sentido de las manecillas del reloj: entonces como es facil de visualizar los vectores
tangentes en cada punto tienen signos distintos, pero poseen la misma magnitud pues
siempre son unitarios por construcciéon. Generalmente se puede suponer que se trabaja
con cambios de parametros o coordenadas que preservan la orientacién, es decir, cambios
de coordenadas en las cuales no podria pasar la situacién anterior.

1.5.3.5. Los tres planos

Dado que el triedro {T,N,B} funciona como los ejes z,y,z es natural buscar el
analogo de los planos zy, xz,yz. Para interpretar la utilidad de tales planos primero hay
que recordar la expansiéon de Taylor de una funcién. Para los propositos de lo que sigue
basta suponer que una funcién se puede aproximar como

f(s) = f(s0) + f'(s0) (5 — s0) + %f”(so) (s —50)° + %fm(so) (s —s0)®  (1.5.126)

Como r(s) = z(s)i+y(s)j + z(s)k se puede pensar que se realiza la expansion de Taylor
para cada componente individual y se obtiene que

1 3

r(s) ~r(so) +1'(s0) (s — s0) + %r"(so) (s —s0)* + ér"’(so) (s —so) (1.5.127)
Como se esta trabajando con la lontitud de arco
r'(s9) = T(s0) (1.5.128)
mientras que
r"(s0) = T'(s0) = r(s0)N(s0) (1.5.129)

y por las formulas de Frenet
r"(s0) = (kN)' (s0) = #'(50)N(s0) — £%(s0)T(s0) +  (s0) 7 (s0) B(s0) ~ (1.5.130)

Sustituyendo las expresiones anteriores en la expansion de Taylor s y tomando As = s—sg
y Ar = r(s) —r(sg) para simplificar las notacion se obtiene

K2(s k(s (s
A e ((25) = 5 (29)") Tloo) + (M52 (497 + 2690 (8" NGso) (oo
+n(so)67(so) (AS)3 B(So)

Hay dos formas de describir un plano: a través de un vector normal al plano o especifi-
cando dos vectores directores sobre el plano. Para evitar confusion con la nomenclatura
y por 1.5.131 es més ttil describir los planos especificando un punto y dos vectores sobre
el plano.
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1.5.3.5.1. El Plano Osculador Ya se habia mencionado antes el plano osculador. El
plano osculador que pasa por el punto r(sg) es el plano generado por los vectores T(sg)
y N(sp). Es claro de 1.5.131 que en general r(s) no esta sobre el plano osculador del
punto r(sp). Sin embargo, de la misma expansion de Taylor, se observa que dos de los
tres términos en la suma anterior si estan sobre el plano osculador, las partes

((As) - @ (As)3> T(so) + (%‘90) (As)? + @ (As)3> N(so)  (1.5.132)

Ahora bien, en cada punto el vector tangente y normal son perpendiculares y unitarios
por lo que para efectos de una representacion grafica se puede tomar T(sg) como el eje
y N(sg) como el eje y. Si se ignora (As)® y se toma sy = 0 se estarfa graficando (s, %32)
lo cual se ve como

\ 4

Figura 1.5.7: Plano Osculador

Ahora bien, de 1.5.131 se observa que todos los términos de orden (As)2 0 menor estan
contenidos en el plano osculador por lo que

del plano es
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El plano osculador en el punto r(sg) es el plano generado por los vectores T (sg) v N(sp).
Es el plano que mejor aproxima la curva en el punto r(sg), de la misma manera en que la
recta tangente es la mejor recta que aproxima la curva en un punto. La ecuaciéon normal

(x,y,2) - B(so) = B(so) - r(so) (1.5.133)
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1.5.3.5.2. El plano normal El plano normal es el plano generado por los vectores
N(so) v B(sp). De 1.5.131 se observan que los términos que estan dentro del plano
normal son

("5 @92+ e 297 ) NGso) + PO (a7 BG) (1503

Manteniendo el término de menor orden en cada caso, se ve que localmente la grafica es
de la forma (K(EO)SQ, ”(SO)GT(SO)33> o bien

Figura 1.5.8: Plano Normal

Como el vector normal al plano normal es el vector tangente y el vector tangente es
la direccion sobre la cual se mueve la curva en cada punto, la curva “atraviesa” el plano
normal en forma perpendicular, de ahi su nombre.

El plano normal en el punto r(sg) es el punto generado por los vectores N(sg) y B(sp).
Es el plano perpendicualar (normal) a la curva en el punto r(sg). La ecuacién normal
del plano es

(z,y,2) - T(s0) = T(s0)-r(so) (1.5.135)

1.5.3.5.3. El plano rectificante El plano rectificante es el plano generado por los
vectores T(sp) y B(sp) . De 1.5.131 se observa que los términos del plano rectificante
son

<(As) - @ (As)3> T(s0) + M (As)® B(so) (1.5.136)

por lo que localmente la gréafica se ve como (s, %sﬁ o bien
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Y

Figura 1.5.9: Plano Rectificante

Note que cerca del origen el vector tangente es casi cero, por lo que sobre el plano
rectificante la curva se aplana, de ahi su nombre.

El plano rectificante en el punto r(sp) es el punto generado por los vectores T(sg) y
B(sp). Es el plano que se acerca méas a hacer la curva una linea recta en el punto r(sg).
La ecuacién normal del plano es

(z,y,2) - N(sg) = N(sg)-r(so) (1.5.137)

Ejemplo 20. Calcule la parametrizacién de la hélice en funcién de la longitud
de arco, asi como la torsién y la curvatura con respecto a la longitud de arco.
Ya se habia visto antes que la parametrizacién de la hélice era

r(t) =acos(t)i+ asin (t)j + btk
v(t) = —asinti+ acostj + bk (1.5.138)

a(t) = —acosti — asintj

v que los vectores tangente, normal y binormal con respecto a t eran

_ asint s acost s b
T(t) - \/a2+b21 + \/a2+b2‘] + \/a2+b2k
N(t) = —costi — sintj (1.5.139)

b

b e s a
Ve St = T costi + gk

Primero hay que calcular la longitud de arco. Para eso observe que

v=|v(t)] = Va®+b? (1.5.140)

B(t)
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por lo que
ds = vdt = \/a® + b2dt (1.5.141)

En principio la hélice esté definida para —oo < t < co. Para que la longitud de arco sea
finita, se restringira a una parte finita de la hélice, por ejemplo, para 0 < t < 27. Luego

t
s :/ v(T)dr = Va?+ bt (1.5.142)
0

O bien
1

—S
N

De esta forma la parametrizacion de la hélice en funciéon de la longitud de arco es

s s b
= aCOS | ———— i+asin —_— '+7S
r(s) (m) (m)J N

t= (1.5.143)

k (1.5.144)

Luego

b
T(s) =r'(s :—Lsin<#>i+LCOS< 5 )'—l— k
() =r(e) a2+ b2 a2+ b2 a2 + b2 ari) ?2+b2)
1.5.145
Y

/ _ a S . a . s .
T(s) = =53 cos <m> i s (W) j (1.5.146)
La curvatura seria segtin 1.5.55
a
w(s) = T'(9)| = o3 (1.5.147)

El vector normal se calcula segtn 1.5.56
T'(s) < s > < s )
N(s) = =—cos| ——=]i—sin| ——— ] 1.5.148
)= VTP Vi) (1.5.148)

Luego el vector binormal es simplemente

b s b s a
B(s) = T(s)xN(s) = ————5sin i— cos i+ k
(1.5.149)
Luego

b s b s
/ _ . . ; .
B'(s) = pra— coS ( = b2> i+ pra—s sin <7a2 n b2> j (1.5.150)
Es claro que
b

(o) —
y por las formulas de Frenet se concluye que
b
7(8) = 533 e (1.5.152)
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2.1. Limites y Continuidad de Funciones

2.1.1. Topologia del Espacio

Las curvas tienen la ventaja de que dependen de un solo pardametro por lo que en
realidad no habia que introducir ninguna técnica nueva de calculo. Ahora se quiere con-
siderar funciones que dependan de méas de una variable. Esto trae nuevas complicaciones
por la siguiente razén: cuando se estudian funciones de una variable, estas funciones
basicamente estan definidas sobre un intervalo finito como (0,1) o bien sobre toda la
linea recta R, es decir, las funciones de una variable estan definidas sobre segmentos de
recta o rectas.

En cambio, en varias variables las regiones en las cuales puede estar definida una fun-
cién pueden ser mas complicadas, por ejemplo, pueden estar definidas sobre un circulo,
un cuadrado, una regién que tenga huecos, etc. Como se verd méas adelante la region
sobre la cual esta definida una funciéon tendréd muchas consecuencias.

Por esta razon hay que estudiar primero la topologia o forma del espacio. Por razones
de simplicidad, solo se consideraran ejemplos en el plano y en el espacio.

Primero hay que recordar que si se denotan dos puntos Py @ como P = (z1,¥1,21)
y @Q = (x2,y2, 22) entonces su distancia es

d(P,Q) = ‘1@‘ =|Q—P|= \/(902 —21)’ + (g2 —1)° + (22 — 21)? (2.1.1)

En el caso mas sencillo en el que P = (z1,y1) y Q = (x2,y2) la distancia es

d(P,Q) = \/(902 —21)’ + (12 —m)” (2.1.2)
Ahora bien, en el plano y el espacio el analogo de un intervalo abierto y cerrado son las
bolas abiertas y cerradas y de forma més general los conjuntos abiertos y cerrados.

La bola abierta centrada en el punto P de radio R son todos los puntos () a una distancia
menor estricta que R de P, es decir,

B(P,R)={Q: d(P,Q) < R} (2.1.3)

En el plano R? las bolas abiertas se ven como un disco sin el borde mientras que en el
espacio R? las bolas abiertas se ven como una esfera sin borde

107



2 Diferenciacion y Optimizacién de Campos Escalares

Figura 2.1.1: Bola abierta en el plano y el espacio

La bola cerrada centrada en el punto P de radio R son todos los puntos @) a una distancia
menor o igual que R de P, es decir,

B(P,R)={Q: d(P,Q) < R} (2.1.4)

En el plano R? las bolas abiertas se ven como un disco con el borde mientras que en el
espacio R? las bolas abiertas se ven como una esfera con borde

Figura 2.1.2: Bola cerrada en el plano y el espacio

Un conjunto U es abierto si para cada punto P del conjunto es posible encontrar alguna
bola abierta centrada en P totalmente contenida en U
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Figura 2.1.3: Conjunto Abierto

La idea detras de un conjunto abierto es que como para cada punto hay una bola
abierta que lo contiene entonces uno puede acercarse al punto desde todas las direcciones
posibles, y esto ultimo va a ser muy importante para el concepto de diferenciabilidad.

Claramente toda bola abierta es un conjunto abierto. Algunos conjuntos abiertos que

no son bolas abiertas son:
> Un cuadrado de lado 1 que excluya los bordes, por ejemplo U = {(3:, yYWeER?: 0<z<1l 0<y< 1}
= Si U y V son dos conjuntos abiertos, la unién de U con V' también es abierto

> Si U y V son dos conjuntos abiertos, la interseccion de U con V' también es abierto

Un conjunto U es cerrado si su complemento, es decir, los puntos que no estan en U,

forman un conjunto abierto

Figura 2.1.4: Conjunto Cerrado
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Claramente toda bola cerrada es un conjunto cerrado. Algunos conjuntos cerrados que
no son bolas cerradas son:
=> Un cuadrado que incluye los bordes, por ejemplo U = {(ac, y)ER?: 0<x <1 0<y< 1}
> Si U y V son dos conjuntos cerrados, la unién de U con V también es cerrado
> Si U y V son dos conjuntos cerrados, la interseccién de U con V también es cerrado
> Una curva es un conjunto cerrado

> Una superficie es un conjunto cerrado

La frontera topologica de un conjunto U son aquellos puntos P sobre U cuyas bolas
abiertas centradas en P intersecan tanto a U como a su complemento, es decir, las bolas
de un punto sobre la frontera siempre tocan U y su complemento

Figura 2.1.5: Frontera topolédgica del conjunto U

Un conjunto U es acotado si es posible encontrar una bola centrada en algin punto que
lo contenga completamente
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Figura 2.1.6: Conjunto Acotado

Un conjunto U es compacto si es cerrado y acotado I

Los conjuntos compactos serdn muy importantes para hallar maximos y minimos de
un funcién. En particular:

> Un segmento finito de curva es un compacto

> Una region finita de una superficie es un compacto
> Las bolas cerradas son compactos

> Un cuadrado con sus bordes es un compacto

> Un rombo con sus bordes es un compacto

2.1.2. Limite de una Funcién

El concepto de limite para una funcion de varias variables es anédlogo al de una variable.
Por facilidad solamente se va a dar la definicién para funciones que estén definidas en un
subconjunto de R3 pero la definiciéon se dara de forma que no dependa explicitamente
de R3.
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Suponga que U es un subconjunto de R3, es decir, U C R?. Considere una funcién
f:U — R, es decir, a cada punto @ € U, f le asigna un numero real f(Q). Entonces
se dice que el limite de f cuando ) tiende a P es [, denotado

1i i =1 2.1.5

Jim, (@) (2.1.5)

Si para cada € > 0 es posible encontrar una bola abierta centrada en P de radio R(e, P)

de manera que si @) estd tanto en la bola B (P, R(e, P)) como en U, es decir, Q €

UNB(P,R(e,P)) y Q # P entonces la distancia de f(Q) a [ es menor que €. Escrito
mas formalmente

Ve >03R(e,P) siQeUNB(P,R(¢,P)) yQ # P entonces |f(Q)—1] <e (2.1.6)

Es necesario hacer algunas aclaraciones:

= La notacion R (e, P) significa simplemente que el radio que se halle puede depender
tanto de € como del punto P donde se esta analizando el limite

=> Al igual que en una variable, no es importante el valor de la funcién sobre P, de
hecho, ni siquiera tiene que estar definida en P, de ahi el requisito de que ) # P

= Como en principio el conjunto U no es abierto, no necesariamente la bola B (P, R(e, P))
esta totalmente contenida en U, de ahi que se pida que Q € U N B (P, R (e, P))

Ejemplo 21. Estudie el limite
2,2
lim Y
(z,y)—(0,0) T —Y

(2.1.7)

Primero hay que encontrar el dominio de la funcién, es decir, el conjunto U en el cual
esta definida la funciéon. Como la funcién no esta definida solo cuando x = y entonces

U={(z,y) eR*: 2z #y} (2.1.8)
Luego dado que se puede suponer x # y observe que

2’ —y* _ (z-y)(z+y)
T~y T~y

=4y (2.1.9)

De lo anterior es claro que el limite deberia existir y ser cero, puesto que la tinica forma
en que (z,y) tienda a (0,0) es haciendo que z tienda a cero y y tienda a cero. Para
utilizar 2.1.6 tome € > 0. Observe que si se considera la bola centrada en P = (0,0) de
radio R (e, P) = § entonces si Q = (z,y) € B (P, R) se tiene que |z| < { y que |y < §
por lo que en 2.1.6 con | = 0 se tiene que

€ €
F@) =l =le+yl <z +]yl < 3+ <e (2.1.10)
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por lo que se cumple la condicién del limite y se puede concluir que

lim

—0 (2.1.11)
(2.9)—(00) T =Y

Ejemplo 22. Estudie el limite

TYyz

i —_ 2.1.12
(m,y,z)in(0,0,0) 2 + y2 + 22 ( )

Observe que el el conjunto donde esta definida la funcion es
U= {(@,9,2) : (2,,2) # (0,0,0)} (2.1.13)

Antes de intentar calcular el limite observe que el numerador es de orden 3 en el sentido
que se comporta como una potencia cibica' u? mientras que los términos del denomi-
nador son de orden cuadrado, es decir, se comportan como una potencia de la forma
u? por lo que al tomar el cociente se tendria una potencia de orden Z—z = u por lo que
al tender la funcién al origen se tiene que la funcién deberia tender a cero, es decir, se
tomard [ =0

Como cualquier punto excepto el eje z tiene coordenadas esféricas, se va a estudiar el

limite anterior sobre el eje z y luego en coordenadas esféricas
x=rsinfcosy y=rsinfsing z=rcosh (2.1.14)

Sobre el eje z se toma (x,y,2z) = (0,0, z) con z # 0 y luego es claro que

TYZ 0

pey e Rl s Al (2.1.15)
por lo que sobre el eje z la funcién tiende a 0.
En cualquier otro caso
3 2 ] 0 :
5 +xy2z+ 5 = [ o T eos 5 CORPENY _ 1 sin2 0 cos O cos psin (2.1.16)
2+ Yyt +z r
Observe que
—1 <sin?@cosfcospsinp < 1 (2.1.17)
por lo que
TYz
< " < 2.1.18
e (2.1.18)

y cuando (z,y,z) — (0,0,0) se tiene que r — 0 por lo que en efecto el limite es cero.

L Aqui u es una variable muda para indicar el comportamiento de las variables
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Ejemplo 23. Estudie el limite

.%'32/

1f 7 2.1.19
(29) (0,0 76 + 2 ( )

Observe que el dominio es

U={(z,y): (z,y) # (0,0)} (2.1.20)

Nuevamente el numerador se comporta como u* mientras que el denominador se com-

porta comou® o u? dependiendo de la direccién en la que uno se acerque por lo que el
cociente se comparta como u~2 o u? y de esa forma se espera que no deberia existir el
limite.

Para establecer mejor esto, suponga que uno se acerca al origen a lo largo de una linea
recta de pendiente m. Entonces se toma (x,y) = (z,mx) y de esta forma

3 4 2

r’y omw . omw
PRy Rl prapees e R S — 0 (2.1.21)

cuando z — 0
En cambio si se toma y = 3 se tiene que
3 6

1

it ° (2.1.22)

x6 + 12 T 6146 2

Luego, dado que el limite debe ser independiente de la direccién en que uno se acerca al
punto, se concluye que no puede existir el limite anterior

Una funcién f: U — R es continua en el punto P € U si

Jim £(Q) = £(P)

Ejemplo 24. Analice la continuidad de la funcién

Yo (x, 0,0
f(x,y) =3 v (z.9) # (0,0) (2.1.24)
0 (z,y) = (0,0)
La continuidad en este caso se estudia de forma muy similar al ejemplo anterior.
Si y = max entonces
y ™ " (2.1.25)
y+a22 mrz+a? m+tx
Por lo que en este caso
|f(xz,mx) — f(0,0)] » 0 (2.1.26)

y de esta forma la funcién no es continua en el origen.
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= Si f: U — R esta definida sobre un conjunto compacto U, entonces f alcanza su
maximo y su minimo.

= Si f: U — R3 es una funcién se puede escribir f en funcién de sus componentes

f (‘rvyv'z) - (fl (‘Lyz) 7f2 (‘Lyz) 7.](‘3 (‘Tvyvz)) (2127)

Por ejemplo, si f(x,y,2) = (w +y,2? —y, 20+ z) entonces fi (z,y,2) = = + y,
fo(z,y,2) = 22 —y, f3(z,y,2) = 20 + 2z y se dice que [ es continua si cada una
de sus funciones componentes fi, f2, f3 lo son como funciones de U en R

2.2. Derivadas Direccionales y Gradiente de un Campo
Escalar

2.2.1. Visualizacion de Campos Escalares

En céalculo en una variable se estudiaban funciones de la forma f : R — R, es decir,
funciones que a cada punto x le asignaban un valor f(x). La particularidad de estas
funciones es que podian graficarse muy facilmente ya que se podia escoger el dominio de
la funcién como el eje x y el codominio de la funcién como el eje y.

En lo que sigue se estudiaran funciones de la forma f : U — R donde U puede ser
un subconjunto de R? o R3. Como se vera a continuaciéon solo en el primer caso puede
visualizarse la funcion a través de su grafica ya que si la funcion depende de tres variables
o méas la grafica ocuparia representarse como mas de tres ejes perpendiculares, lo cual
escapa la capacidad de ser visualizado.

2.2.1.1. Grafica de una funcién de dos variables y curvas de nivel
Considere una funciéon de la forma

h:R? —R

h(z,y) = 10 — 22 — y? (2.2.1)

Dado que depende de dos variables, es posible interpretar la funcién de la siguiente
forma: en cada punto (z,y) de R?, h(z,y) es la altura que se levanta una regién sobre
el punto (x,y). Asi, si h(z,y) > 0 la region se veria como una montana, mientras que si
h(z,y) < 0 la region se ve como un valle. Esto permite usar el eje z como el eje en que
se grafica la altura del terreno tal como se indica en la siguiente figura:?

2En la figura siguiente también se grafica plano zy para observar mejor cuales puntos son valles y cuales
montanas
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eje x

ejey
Figura 2.2.1: Gréfica de la funcion h(z,y)

En anticipacién con las funciones de tres variables, hay que buscar otras formas de
representar una funcion. Siguiendo con el mismo ejemplo, suponga que uno quiere un
mapa de la region anterior. Claramente el mapa debe ser dos-dimensional por lo que
la figura anterior no seria muy tutil. Una opcién mas sensata es dibujar sobre la hoja
algunas curvas de nivel del mapa, es decir, aquellos valores del plano donde la altura de

la region es contante. Por ejemplo, si uno quisiera saber todos los puntos (x,y) que estan
a altura 6, entonces se ocuparia graficar

h(z,y) =6 (2.2.2)
que es equivalente a graficar sobre el plano zy la region
2?24yt =4 (2.2.3)

por lo cual el circulo de radio 2 centrado en el origen corresponderia a todos los puntos
que estan a altura 6. En general, la curva de nivel h(z,y) = c es de la forma

P +y*=10—c (2.2.4)

116



2 Diferenciacion y Optimizacién de Campos Escalares

Figura 2.2.2: Curvas de nivel de h(zx,y)

2.2.1.2. Representacion de un Campo Escalar

Cuando una funcién depende de tres variables es necesario encontrar una interpreta-
cion mas adecuada para la funcion y tal interpretacion se encuentra en el concepto de
campo escalar.

= Un campo escalar independiente del tiempo es una funcion 7' : R? — R. Aqui
T(z,vy,z) se puede interpretar de distintas formas, por ejemplo, la temperatura en
el punto (z,y, z), el potencial eléctrico en el punto (z,y,z) (en cuyo caso es mas
comun usar la notacion V' (z,y, 2)) o la densidad de masa de un sélido (z,y, z) (en
cuyo caso es mas comun la notacion pp(z,y, 2)).

= Un campo escalar dependiente del tiempo es una funciéon T : R* — R. Aqui
T(x,y,z,t) se puede interpretar como la temperatura en el punto (z,y,z) en el
instante ¢ y de manera similar para los otros ejemplos.

Suponga por ejemplo que

T(z,y,2) =2° —3y* + 2 (2.2.5)

es la temperatura en el punto (x,y,z). Si se quisiera construir la grafica de T'(z,y, 2)
se ocuparian 4 ejes perpendiculares lo cual no puede representarse en un espacio tres
dimensional. Por ende, la siguiente mejor cosa es graficar las superficies de nivel de T,
es decir, aquellos puntos (z,y, z) que tienen temperatura constante. Por ejemplo, si se
desea saber cuales puntos estdn a una temperatura de 50 grados, se debe resolver

T(x,y,z) =50 (2.2.6)
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o bien
z =50 — 2% + 3y (2.2.7)

lo cual es un paraboloide hipérbolico.

85
80
75
70
65

ejez

60
55
50
45
40

-1
3 _
-3 2

eje x ejey

Figura 2.2.3: Superficie de nivel de la temperatura

2.2.2. Derivadas Direccionales y Gradiente de un Campo Escalar

Suponga que se tiene un campo escalar T'(x,y, z). Al igual que el caso de una funciéon
de una variable, es importante saber como cambia el valor de T conforme uno se va
moviendo a través de distintos puntos del espacio. El problema es que ahora hay muchas
direcciones en las que uno se puede mover, por lo que la forma en cambia T dependera
del recorrido que se haga de la regién en si.

Suponga que uno se encuentra en el punto Py = (z0, %0, 20) y comienza a moverse en
la direccion @ =uq1i+ usoj + usk. Aqui se supone que el vector 11 es unitario. Dado que el
vector es unitario, la linea recta que pasa por P, parametrizada por su longitud de arco
tiene por ecuacién vectorial

(r,y,2) = Py+ su (2.2.8)

Luego los valores que toma 7" a lo largo de tal recta es
T(x,y,z) =T(Py+ su) =T (zo + sui, Yo + sua, 20 + sus3) (2.2.9)

Dado que el punto Py y la direccién u estan fijados en realidad se puede considerar que
se esta trabajando con una funcién de una variable

Tpo7ﬁ:R — R

TPo,ﬁ(S) =T (PO + sﬁ) (2210)

Como T'p, 5 es una funciéon de R en R puede ser difereciable o no. En caso afirmativo, se
define lo siguiente
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La derivada direccional de T en el punto Py en direcciéon del vector unitario U es la
derivada de la funcion asociada T'p, & y se denota DgT'(F), es decir

DoT(Pp) = lim T (wo + s, Yo + sz, 20 + sus) — Tz, Yo, 20)

s—0 S

(2.2.11)
En el caso en que se toma 1 = 1, j, k se tienen quizas las tres derivadas direccionales mas
importantes, las derivadas parciales

9T (x0,Y0,20) T (x0+5,90,20) —T(20,%0,20)

ox = lims 0 s
OT (x0,y0,%0) ., T (z0,Y0+5,20) =T (20,Y0,20)
—ay lim,__o (2.2.12)

0T (x0,Y0,%0)

S
0 T (z0,y0,20+$)—T(z0,Y0,20)

e limg__, .

En la practica se calculan las derivadas parciales con respecto a una variable como si
las demés variables fueran constantes. Por ejemplo, si

f(z,y,2) = 2%ye* + sin(z2) (2.2.13)
entonces
ofey.2) 2xye® + zcos (rz)
af(g;Jy7Z) — $2€Z (2214)
of (z,y,2)

S22 — g?ye” 4 x cos (x2)

Cuando la funciéon depende tnicamente de dos variables, por ejemplo, h = h(z,y)
entonces la interpretacion de h como la “altura” sobre el plano zy facilita otra inter-
pretacién geométrica de las derivadas parciales % y g_Z' 3 Por ejemplo, si la funcion

es
h(z,y) =9 — 2% — 92 (2.2.15)

entonces su grafica se ve como

3las siguientes imagenes fueron construidas con el codigo en la péagina
http://msemac.redwoods.edu/~darnold /math50c/matlab /pderiv/index.xhtml
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siey Ejex
Figura 2.2.4: Funcion h(z,y)

Si se quisiera calcular la derivada parcial con respecto a z en el punto Py = (1,1)
entonces utilizando 2.2.12 para el caso de dos variables se tiene (la variable del limite es
muda por lo que se toma ¢ en vez de s)

Oh(L,1) _ . h(1+t1) —h(1,1)

ox t—0 t

(2.2.16)

para interpretar lo que significa el limite anterior, como el valor de y no varia y es igual
a 1, se puede considerar el plano y = 1 junto con la grafica de la funcién.

siey ejex

Figura 2.2.5: Funcion h(z,y) y plano y =1
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Para evaluar la derivada parcial % la hormiga se est4 moviendo sobre la recta en

el plano zy (z,y) = (1,1)+¢(1,0). Ahora bien, esa recta sobre el plano xy se “levanta” a
una curva sobre la grafica de h(z,y), en la figura es la curva que resulta de intersecar el
plano y = 1 con la grafica de h(z,y). Tal curva posee una recta tangente correspondiente

al punto (1,1) y ila pendiente de la recta tangente es precisamente %! De hecho, un
célculo sencillo muestra que % = —2 por lo que la pendiente es negativa tal como

se observa en la figura.

Bjex

Figura 2.2.6: Funcion h(z,y), plano y = 1 y recta tangente

Si h(z,y) es una funcion de dos variables entonces su gréfica se visualiza como la altura
sobre el plano zy. En tal caso

= La derivada parcial con respecto a x en el punto (x¢, ), es decir, W se in-

terpreta como la pendiente de la recta tangente a la curva que resulta de intersecar
la grafica de h(z,y) con el plano y = yo
= La derivada parcial con respecto a y en el punto (zg, ), es decir, %‘;’yo) se in-
terpreta como la pendiente de la recta tangente a la curva que resulta de intersecar
la grafica de h(x,y) con el plano = = x

Regresando a funciones o campos de tres variables T'= T'(z,y, z), es posible expresar
la derivada direccional a lo largo de u en funcion de las derivadas parciales ‘g—z;, %—Z, %—Z.

Para hallar tal relacién, se va a utilizar el teorema de Taylor de una variable. Este
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establece que si f es diferenciable entonces

f(w) = flwo) = f'(wo)(w — wo) + h(w) (w — wo) (2.2.17)

donde la notaciéon anterior significa que limy, ., h(w) =0
Primero que todo

T (wo + su1,yo + suz, 20 + suz) — T'(zo, Yo, 20) =
[T (zo + sui,yo + suz, 20 + sug) — T'(zo + su1, yo + Suz, 2o)]
+ [T(zo + suy,yo + sug, 20) — T'(xo + su1, Yo, 20)]
+ [T(xo + su1, Y0, 20) — T(20, Y0, 20)]

(2.2.18)

Observe que se puede analizar cada término en paréntesis por aparte y ademéas que por
la forma en que se separ6 la funcién T solo se mueve en una direccién a la vez. Por lo
tanto, se puede ver como el cambio en una funcién de una variable y de esta forma por
2.2.174

T (20 + su,yo + sug, 20 + suz) — T'(xo + sur, yo + sug, 2p) =

2.2.19
orT ) )
(roJrsma’z?’JOJﬁ"“2 20) (su3) + ha(sus) (su3) ( )
Para el segundo paréntesis
T(xo + su,yo + suz, z0) — T'(xo + su1, Yo, 20) = (2.2.20)
; 2.
L0 s1.90) (5uy) + hy (sus) (sus)
Y en el dltimo paréntesis
T(x0_|_3u1,y0,20) _T(xO)y(]?ZO) = (2 2 21)

7%(3:03’50’20) (suy) + hy (suy) (suq)

Como se quieren reemplazar estas tres expresiones en 2.2.11 observe que al dividir por s

T(zo+su1,yotsuz,zo+sus)=T(z0,y0,20) _ aT(ﬂfo,ymzo)u1 + hy (sup) ug+

s 2.2.22
8T(xo—é—;u1,yo)u2 + hy (SUQ) U + 8T(xo+su18,§/0+su2,zo)u3 + hg(SUg)Ug ( )

: : : or 9T IT : :
suponiendo que las derivadas parciales -, By 92 son funciones continuas entonces to-

mando s —» 0 se tiene que
DaT (0,90, 20) = VT'(20,90,20) - 0 (2.2.23)

donde VT'(zg,y0, 20) es el gradiente del campo escalar en el punto (zo, yo, 20)-

“Por ejemplo, defina f(w) = T (xo + su1, yo + suz, 20 + w) para el primer paréntesis.
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=> El operador diferencial nabla V es el operador

.0 .0 0

> El gradiente VT' de un campo escalar es el campo vectorial

k

aT(:fc,y,Z)i+ 8T(w,y,Z)j L Ty, 2)

T —

> La derivada direccional en la direcciéon @1 cumple
DaT (20,90, 20) = VT (20, 90,20) - @

= Si h = h(x,y) es una funciéon de dos variables entonces

Oh(xo,y0) Oh(z0,0)

Dah(zo,y0) = Vh(zo,y0) -0 = uy + U

ox y
donde el gradiente de la funcién h es

oh(xz,y). Oh(x,y).
Vh(z,y) = E%J)H (ayy).l

(2.2.24)

(2.2.25)

(2.2.26)

(2.2.27)

(2.2.28)

Ejemplo 25. Suponga que se tiene un campo escalar T'(z,y,z) = zy + 2> sin z.
Calcule VT'(z,y,z) y la derivada direccional a lo largo del vector u :%i— %j—k

2k en el punto (1,1,0).

NG

Primero se calculan las derivadas parciales

78T(x;y’z) =y + 3z?sin z
M (zyz) _

0
5T(L%Z§ — 23 cos »
0z

Por lo tanto

VT(x,y,z)= (y + 32?%sin z) i+ zj+ 23 cos zk

Como

[ull =

3
V5

se normaliza el vector director para obtener

. u 1, 2'+2k
ua=— =1 — —
lu 3 3 3
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La derivada direccional en (1,1,0) a lo largo del vector u se calcula con 2.2.26

1 2 2 1
DgT(1,1,0) = VT(1,1,0) -a=({1+j+k)- <§1 — §j + §k> =3 (2.2.33)
eje x eley
Figura 2.2.7: ejemplo gradiente
De 2.2.26 y la definicién del producto punto se tiene que
DﬁT(xO,yO,ZO) = |VT($0,y0,Zo)| cos ¢ (2234)

donde 0 es el angulo entre VT (zg,yo,20) y @. Primero que todo, DgT (¢, yo, 20) es el
cambio del campo escalar en la direcciéon . Dado que el coseno siempre esta entre —1
y 1, tal cambio es mayor cuando el dngulo es 0, es decir, cuando @ y VT (x0,yo, 20)
apuntan en la misma direccién, de ahi que

= Si T(z,y,z) es un campo escalar, entonces V7'(x,y, z) es un campo vectorial que
en el punto (z,y, z) indica la direccion en el cual el campo escalar crece mas rapido.

= El campo escalar a su vez decrece en cada punto (x,y,z) més rapidamente en la
direccion —VT'(z,y, 2)

= El campo escalar no cambia si uno se mueve en cada punto (x,y, z) en un direccion
ortogonal a VT (z,y, 2)
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Como ejemplo de la interpretacion del gradiente anterior, suponga que una fuerza
tiene un potencial asociado, es decir, se puede escribir como
F=-VV (2.2.35)

(por ejemplo, si F = —mgj entonces V' = mgy) . La interpretacion del gradiente significa
que la fuerza que experimenta una particula en el punto (x,y,z) es en la direccién en
que el potencial decrece mas rapidamente.

Ejercicio 26. Si w = 22 + zy + y? — z calcular en el punto (1,1,3) la derivada
direccional maxima de w y el vector a lo largo del cual ocurre
Aqui el campo escalar es

w(z,y,2) =2 +xy+y* — 2 (2.2.36)
por lo que
Vu(z,y, ) = (20 + )i+ (2 +2)j — k (2.2.37)

Luego la direccion en la que se tiene la derivada direccional maxima en el punto (1,1, 3)

es
Vw(1,1,3)  3i+3j-k

u(l1,1,3) = = 2.2.38
L L3) = (G, 1, 3) V10 (2.2.38)

Y el valor de la derivada direccional en ese punto es
Daw (1,1,3) = |[Vw(1,1,3)| = V19 (2.2.39)

2.2.3. Vectores Base en Coordenadas Curvilineas

Cada sistema de coordenadas viene acompanado de un juego de vectores base. Por
ejemplo, las coordenadas cartesianas x,y, z vienen acompanados de los vectores base
i,j,k. Cada vez que se tiene una base cualquier vector puede expresarse entonces como
combinacién de los vectores base, por ejemplo,

v = v1i+ vaj + vsk (2.2.40)

Ahora bien, jcoémo se encuentra los vectores bases de los otros sistemas de coordenadas?
La forma mas sencilla es la siguiente. Suponga que

r(z,y,z) =zi+yj+ zk (2.2.41)

representa el vector de posicién con respecto a la base cartesiana y que se tiene otro juego
de coordenadas {u,v,w}. A su vez, se conoce la transformacion de una coordenadas a
la otras, es decir,

r=z(u,v,w) y=yluv,w) z=z(uv,w) (2.2.42)
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Por ejemplo, en el caso de coordenadas cilindricas {u,v,w} = {p, ¢, 2} y
xr=pcosp y=psing z=z (2.2.43)
La idea de hallar los vectores bases es la siguiente:
= Considere el punto P = (z,y, 2)

> Considere una curva que pase por P en la cual dos de las tres coordenadas de
las coordenadas {u,v,w} estan fijadas. Por ejemplo, en el caso de las coordenadas
cilindricas, se podria considerar como curva el circulo que pasa por el punto P y
que yace en un plano paralelo al plano xy. En tal caso las coordenadas p, z estan
fijas mientras que el ¢ varia

=> El vector asociado a la coordenada que varia en el inciso anterior es el vector tan-
gente de la curva en el punto. Como se puede escribir r = z(u, v, w)i+y(u, v, w)j+
z(u,v,w)w entonces se define los vectores base como

or or or
é.(P) = @| é,(P) = |$| é,(P) = |%_§g| (2.2.44)
ou ov ow

= Es importante notar que tales vectores bases (en manera anéloga con el triedro
{T,N,B}) dependen del punto por lo que no son constantes

Por ejemplo, para las coordenadas cilindricas se tiene que
r = pcos i+ psingj+zk (2.2.45)

por lo que sus vectores base son

o C
e,(pcosp,psinp, z) = %  _ COSSDT—FS?HSD‘! = €0s pi + sin ¢j (2.2.46)
‘@‘ |cos i + sin pj|
dp
s —psin pi 4 pcos ¥
ey(pcos,psinp, z) = O — p. @, P ('0‘? = —sin i + cos pj (2.2.47)
‘ﬂ‘ |—psin pi + pcos ¢j|
Oy
r  k
e.(pcosp, psinp, z) = gj’ = K| =k (2.2.48)
0z

Es facil verificar que los vectores {e,,e,, e} es un sistema ortonormal de mano dere-
cha.
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Figura 2.2.8: Vectores base coordenas cilindricas

Para las coordenas esféricas se tiene que

r = rsin 6 cos pi + 7 sin 0 sin pj+r cos Ok (2.2.49)

por lo que sus vectores base son (por espacio se omite la dependencia en el punto)

% sin @ cos i + sin 0 sin @j+ cos Ok

pu— f— — M 0 3 . 0 . . ek
e, |% [5in 6 cos i + sin 0sin i+ cos OK| sin 0 cos i + sin 6 sin pj+ cos
(2.2.50)
Oor . . . .
00 cos § 0 —r sin Ok
€0 = R s (‘0} o reos s?n @ rs?n = cos 0 cos pi + cos 0 sin pj— sin Ok
!% |rcos 0 cos pi + 7 cos 0 sin pj—r sin OK|
(2.2.51)
o —7sin 0 sin @i + 7 sin 0 cos ©j
€y, = ¢ — N N SO. - (70-! = —sinfsin Spi + sin 0 cos SOj (2252)
g_l“ |—7sin 6 sin i + 7 sin 0 cos ¢j|
©

Es facil verificar que los vectores {e,,ey,e,} es un sistema ortonormal de mano dere-
cha.
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Figura 2.2.9: Vectores Base Coordenas Esféricas

En el ejemplo, de antes,

w(z,y,2) =2 +zy+y° — 2 (2.2.53)
se habia hallado que
ow ow ow
ow _, W oy 2.2.54
ox Ty oy T2y 0z ( )

Como las derivadas parciales son funciones por su propia cuenta, alguien podria volver
a derivarlas parcialmente, por ejemplo,

0 [Ow 0 [ow 0 [ow
%(%)‘2 a—y<£>—1 5(%)— (2:2.55)
0 [ow 0 [ow 0 (Oow
%<6_y>:1 8_y<8_y>:2 §<8_y>: (2:2.56)
0 [Ow 0 [ow 0 [ow
%(E)ZO a@(&)zo &(&)ZO (2.2.57)

Comparando las derivadas parciales, se puede observar que en este caso no importa el
orden en que se toma las derivadas parciales, es decir,

O 0w\ _ 0 () 0 (dw\ _ 0 (o) 0 (w0 (0w .
oy \ oz ) 0z \ dy 0z \0x) 0Ox \0z oy \ 0z ) 0z \ 0y o

Una pregunta natural es si esto siempre se puede hacer, la respuesta es que si mientras
se garantice ciertas condiciones de continuidad
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Si w (,y, z) es un campo escalar y es de clase C?, es decir, posee derivadas de segundo
orden continuas, entonces

O (0w _ 0 (o) b (w0 (0u) B (w0 (o) oo
oy \0x ) 0z \ Oy 0z \O0x ) Ox \ 0z oy \ 0z ) 0z \ 0y o

2.3. Diferencial y Derivada de un Campo Escalar

2.3.1. Derivada de un Campo Escalar

Atn cuando se han estudiado las derivadas parciales, no es claro que significaria la
derivada de un campo escalar y que relacion habria entre tal derivada y las derivadas
parciales. Para intentar construir la derivada de un campo escalar, hay que recordar la
definicion de derivada para una funcion f(t). En tal caso se tenia que

) — 1 T = FO

2.3.1
h—0 h ( 3 )

Ahora bien, para un campo escalar T'(x, y, z) habria que reemplazar ¢ por r y luego para
hacer la suma r + h habria que tratar A como un vector. Pero si h es un vector no podria
aparecer en un denominador pues no es posible dividir por un vector. Para corregir esta
situacion observe que si f es derivable en t entonces el limite anterior puede escribirse

como ,
) 5~ F O
h—0 h

=0 (2.3.2)
y como el valor absoluto es una funcién continua el limite anterior es equivalente a

fE+h)— ) — f'{t)h

i = 2.3.
i, i ’ 259
Como ‘%{ = % la forma mas conveniente del limite anterior es

_ _ !

h—0 ‘h’

Ahora bien, visto de esta forma, el denominador deja de ser problematico, pues podria
sustituirse por |h|, el cual puede aparecer en un denominador por ser un nimero. Ahora
el numerador se ve como T (r +h) — T (h) — 7’(r)h. Lo tnico que falta por interpretar
es que cosa deberfa ser T’ (r). Para que la resta en el numerador tenga sentido 7" (r) h
deberia ser un nimero. Como h es un vector, es conveniente representarlo como un vector

columna 3 x 1 y para producir un nimero bastaria pedir que 7" (r) sea un vector fila
1 x 3.
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Si T :R3 — R es un campo escalar, se dice que es derivable en el punto r = (z,v, 2) si
existe un vector 3 x 1 denotado DT (r) de forma que

o [T+ h) — T(r) - DT (1) by

=0 (2.3.5)

h—0 |h‘

Ahora falta investigar cudl es la relacion entre la derivada de una funciéon y las deri-
vadas parciales. Por cuestiones notacién se puede escribir

DT (I') = (DT1($,y,Z),DT2($,y, Z),DT3($,y, Z)) (236)
y si
hq
h=| hs (2.3.7)
hs
entonces
DT (I') h = DTl(:Uaya Z)hl + DTQ(w,y’ Z)h2 + DT3(San7 Z)h3 (238)

Suponga que se toma en el limite anterior la direccion h = hi, entonces en 2.3.74 se tiene
que
. |T(:U+h’y’z) —T(:anaz) —DTl(CU,y,Z)h|
lim
h—0 |h|

=0 (2.3.9)

Comparando con 2.2.12 y por la discusién anterior de como reescribir la definicién de la
derivada es claro que DT (z,y, z) cumple el mismo papel que g—r‘g(x,y, z). Haciendo lo
mismo para los demés casos, se concluye que

Si un campo escalar T es derivable en el punto T'(x,y, z) entonces

DT(r) = <8T(gf”z), 8T(zjyy’z), aT(“g;y’Z)> = VT(z,y,2) (2.3.10)

Por lo que la derivada de un campo escalar es su gradiente.

Ahora bien, si las tres derivadas parciales g—g, %—Z, %—Z existen no deberia esperarse que

T sea derivable puesto que las existencia de las derivadas anteriores seria solo en tres
direcciones mientras que la existencia de la derivada involucra que el limite exista en
infinitas direcciones. Sin embargo, si las derivadas parciales son continuas, podria darse
un argumento similar al que se utilizé para las derivadas direccionales y concluir que

Si T es un campo escalar y las derivadas parciales parciales 2L 9L 9T oyisten y son
p y p p x> Dy’ Oz y

continuas en (z,vy, z) entonces T es derivable en (z,y, 2).

La derivada de un campo vectorial tiene muchas propiedades similares a las de la
derivada de una funcién. Algunas de las mas importantes son:
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Si f(z,y,2)y g(z,y,2) son dos campos escalares derivables entonces:

> La suma de los campos f+cg donde ¢ es una constante es diferenciable nuevamente

y
V(f+cg)=Vf+cVyg

D (f +cg) (r) = Df (r) + cDg (r) (2.3.11)

> El producto de campos fg es diferenciable y se tiene la regla del producto

Vi(fg)=(Vfg+[f(Vg)
D (fg)(x) = (Df (r)) g(r) + f (r) (Vg (r)) (2.3.12)

=> Si el grandiente de un campo siempre es el vector nulo, es decir,

si VI'(z,y,z) =0 paratodo (z,y,2) (2.3.13)

entonces T es constante

Por tltimo, suponga que se tiene un campo vectorial, es decir, una funcién F : R? —
R3 que a cada punto r del espacio le asocia un vector F(r). Como F(r) es un vector, se
puede escribir como

Fr)=F (r)i+ F(r)j+ F(r)k (2.3.14)

Luego se dice que F es derivable si cada una de sus componentes lo son y en tal caso su

derivada seria
oFy  OF  9F

0
oF, oy OF
DE@) =| ‘2 ‘2 5 (2.3.15)
OF3 9F3 0OF3
ox oy 0z

2.3.2. Regla de la cadena

Suponga que se tiene una funcién F : R? — R? derivable y una funciéon g : R? — R
también derivable. De hecho, se puede considerar F como funcién de las variables u, v, w,
F = F(u,v,w) mientras que g se considera como funcion de las variables z,y,z, g =
g(z,y, 7). Entonces tiene sentido considerar la composicion h = go F : R® — R.
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F(u,v,w)

/—\ g(x,y,z)

\//

h(u,v,w)=g o F(u,v,w)

Figura 2.3.1: Composiciéon de Funciones

Al considerar la composicién, h se piensa como una funcién de u, v, w, es decir,
h = h(u,v,w) (2.3.16)
Por otro lado si se escribe F(u,v,w) = (F} (u,v,w) , Fy(u,v,w), F3(u,v,w)) entonces

h(u,v,w) = (g o F) (u,v,w) = g (F(u,v,w)) = g (F1 (u,v,w) , Fa(u,v,w), F5(u,v,w))
(2.3.17)
por lo que una forma de ver la composicién es que se ha escrito las variables z,y, z en
funcién de u, v, w segin
r = Fi(u,v,w) y=F(uv,w) z=F;(uv,w) (2.3.18)

Luego, la regla de la cadena establece lo siguiente:

Suponga que se tiene una funcién F : R?> — R3 derivable y una funciéon g : R®> — R
también derivable. R3. Considere la composicién h = go F : R3> — R. Entonces h es
derivable y

Dh (u,v,w) = Dg (F(u,v,w)) DF(u,v,w) (2.3.19)

donde Dg (F(u,v,w)) significa la derivada de g calculada en el punto F(u,v,w) y se
calcula a través de 2.3.10 mientras que DF (u, v, w) se calcula con la ayuda de 2.3.15. El
producto anterior corresponde al producto matricial.
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Ahora hay que expresar la regla de la cadena en una forma mas util. Primero que
todo, el lado izquierdo de 2.3.19 es por 2.3.10 (por razones de espacio se omite el punto
de evaluacion lo cual es una practica comin).

Oh Oh Oh
Dh(u,v,w) = Vh(u,v,w) = (%’ 50’ 8_w> (2.3.20)
El primer término del lado derecho por medio de 2.3.10
99 0Oy Oy
Dg = ===, = 2.3.21
y el segundo término con la ayuda de 2.3.15

OFL % OFy
DF = ﬁ% ok 3% (2.3.22)

S O 9K

ou ov ow

Luego realizando el producto matricial e igualando entrada por entrada con 2.3.20 se

tiene que
Oh _ 09 0F, | 990F,  0g0F;

T
Oh _ 99 0F | 990F, | 99 0F3
ov — Oz Ov + Oy v + 9z v (2.3.23)
Oh _ 099k | 090F, | 0gdFs
ow — Ox dw oy dw 0z Ow
Usando 2.3.17 y 2.3.18 generalmente se escribe lo anterior como
99 _ 099z | 990y | 090z
gu - g:v ou gy gu gz ou
g _ 990z | 099y 090z
ov — ozov T dyav T 9z v (2.3.24)
99 _ 090z | 090y | 0Og 0z
ow — Oz dw oy Ow 0z Ow

que se puede aprender con el siguiente diagrama.

Figura 2.3.2: Diagrama del arbol
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Ejemplo 27. Si w = f(z,y) donde = = €"cosf, y = €"sinf demostrar que se
verifica la identidad ‘?;715 + %QT%} =e % (%277“2” + %%)
Se utiliza el siguiente diagrama

w
ow

ow ow
Ox @

Figura 2.3.3: Diagrama del arbol

Usando la notacion

ow ow
etc, se tiene que
Wy = Waky + WyYy (2.3.26)
luego
— B(Wx$3i-wny) = Wyr Ty + Wy Lo + wyT’yT‘ + wny‘T‘ (2327)

ow . . L.
para hallar w,, = 85’;}5 Y Wy = 5L se tratan wy, w, como funciones en su propio mérito

por lo que se ponen en la cima del diagrama. Luego

Wyp = WrzXy + WaryYr

2.3.28
Wyp = Wy Ty + WyyYr ( )

De esta forma

Wyyr = (wxa:xr + wxyyr) Ty + Wy Xy + (wyazxr + wyyyr) Yr + WyYrr (2-3-29)

como la forma en que r, # aparecen en el diagrama es completamente simétrica para
hallar wgy se utilizar la misma expresion anterior solo que cambiando r por 8. De esta
forma se tiene

Wyy = (wxa:xr + wxyyr) Tr + W Zpp + (wyazxr + wyyyr) Yr + WyYrr

(2.3.30)
wog = (WzzTo + WayYs) To + Welgs + (WyaTo + WyyYa) Yo + WyYee
sustituyendo con la relacion x = e cos 6, y = e” sin € se obtiene
Wry = (Weaze” cos @ + wyye” sinf) e” cos § + wye” cos (2.3.31)

+ (wyze" cos @ + wyye” sinf) " sin O 4+ wye” sin O
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weg = (—Wgze” sin b + wyye” cos B) (—e’ sinf) — wye” cos

+ (—wyge” sin @ + wy,e” cos ) (e cos ) — wye” sin b (2.3.32)
sumando ambas ecuaciones y recordando que wg, = wy, se tiene
Wrr + wog = €% (Wag + Wyy) (2.3.33)
o blen *w  P*w o [(O*w 0w
Gt g = (W n W) (2.3.34)

que era lo que se buscaba.

Ejemplo 28. Si z = F(u,v,w) y w = g(u,v) donde F'y g son dos veces derivables,

» 2 » . . .
obtener una férmula para % en términos de las derivadas parciales de F'y

g.
En este caso el diagrama es

Figura 2.3.4: Diagrama del arbol

Aqui hay que tener cuidado con la notaciéon por lo que se va a utilizar explicitamente
las variables de las cuales estén dependiendo las funciones

zu (U, v) = 2y (u, v, W) + Fy(u, v, w)wy, (u,v) = Fy(u,v,w) + Fy(u, v,w)g, (u,v) (2.3.35)

derivando una segunda vez

OF,(u,v,w) n OFy, (u,v,w)
ou ou

ahora se utiliza el hecho de que F, y F,, son funciones de u,v,w para ponerlas en la
cima del diagrama. De esta forma

Zuw (U, v) = gu(u,v) + Fyy (u, v, w) gyu(u, v) (2.3.36)

F,
%Z’”) = Fuu(u, v,w) 4+ Fyy (u, v, 0) gy (u, v) (2.3.37)
w = Fouu (1, v, W) + Fu(u, v, w) gy (u, v) (2.3.38)
u
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De esta forma,

Zuu(u7 U) = Fuu(u7 v, w) + Fuw(u7 v, w)gu(u7 U)+

(P (4, 0, 0) 4 Fpuy (1,0, ) g (11, 0)) gua (1, 0) + Fop (11, 0, 0)) Gu (w0, 0) (2.3.39)

Una forma alternativa de resolver el problema anterior es la siguiente: se introduce
una variable adicional (ficticia) ¢ = u para ver el diagrama como

Y4

Figura 2.3.5: Diagrama alternativo

De esta forma no hay que tener en cuenta la dependencia explicita de la funcién y
puede escribirse

Zu = Zity + ZwWy = 2t + ZwWy (2.3.40)
0(z 0(z
Zuu = a(ut) + éuw)wu + ZwWuu (2.3.41)
como 8 ()

z

a—ut = Zppty + ZppWy = F1tt + Ewgu (2342)
0(z

% = Zwity + ZwwWy = Fut + Fuwgu (2.3.43)

finalmente se reemplaza t por w para obtener
Zuu = Fuu + Fuwgu + (qu + Fwwgu) Ju + nguu (2344)

que concuerda con el calculo realizado a partir del otro diagrama.

Ejemplo 29. Sea W = @ donde f es dos veces diferenciable, r = /22 + 2 + 22
FPwW _ 2w 4+
o2 T 0x?

y la variable ¢t no depende de las variables z,y, z. Mostrar que
2w + 2w
Oy? 022

Si se define u = ¢t — r y la funcion g(u,r) =
utilizar el siguiente diagrama

f(w)

T

entonces W = g(u,r) y se puede
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Figura 2.3.6: Diagrama del arbol

Primero que todo
Wt = Wuut = JuUt (2345)

Luego
Wit = Guittt + Gutist = Gut (2.3.46)

Para g,: se pone g, en la cima del diagrama

'

r

Gut = Guult = Guu (2347)

por lo tanto

th =

! ”7{“) (2.3.48)

Para hallar Wy, Wy,,, W.. basta calcular una de las tres pues el papel de las variables
x,1, 2z es el mismo en el diagrama y las funciones.

Wy = Wyuy + Werg (2.3.49)
Derivando de nuevo
Wae = Waate + Wyllye + Wigry + Wity (2.3.50)
las funciones W,,, W,. se ponen en la cima del diagrama

_ _ _=z z
Wye = Wty + Wty = _FWuu + FWur

2.3.51
Wrx = Wruuaz + WT?"T$ = _% ru T %Wrr ( )
por lo tanto
x T
Wao = = (War = Waw) e + Wattag + - (Wer = Wra) 10 + Wiraa (2.3.52)
como
X
P (2.3.53)
T
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por la regla del cociente

Luego

por lo que
¢ —x
T =
T T3

Hay que calcular las derivadas parciales

0° (f(u) f'(u)
Ww_(?r@u( r >__ r2
_ 0 [ _2f(w)
Wrr_a,r <_ r2 >_ 3
W, = f"(w)
,
Sustituyendo en la expresion 2.3.52 se tiene
Wie = — 25 <_f;<,;t> _ f”7§u>) n <f/£u)> $2§2)
+’£—§ <2J;(3u) 4 f;(;)) _ fﬁz;) <,n2;%$2>

Agrupando los términos segun la potencia de r

x2f’;(U) | 3fMwe? = fiw)r® | 3f(wa? - flu)r?

Wy = .
T T

Por simetria se tiene

2 ¢l ! 2 p 2 2 2
Wy = L2 | BICP — F? | 35k flar
2 N / 2 / 2 2 2
W,e = 2000 | 310 Fr” | 572" — S

Al sumar las tres ecuaciones queda

2 e / 2_qpr 2 2_ 2 "
Wos + Wy + Wap = P00 4 372370 | 3/ —3f(r® _ 1)

T

por lo tanto tal como se queria verificar.

W _ 2PW |, 8PW |, W
2 — 022 T gz T a2

(2.3.54)

(2.3.55)

(2.3.56)

(2.3.57)

(2.3.58)

(2.3.59)

(2.3.60)

(2.3.61)

(2.3.62)

(2.3.63)

(2.3.64)
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Ejemplo 30. Sea z = F(u,v) = f(r,y) donde = = y y = uv para u > 0.
Calcular la segunda derivada F,, en términos de las derivadas parciales
f:vafy,fmmafmyafyy'

Primero que todo la condiciéon & = y no significa que la funcién f se vuelve de una
variable, sino mas bien que va a evaluar la funcién sobre la recta x = y. Sin embargo,
al igual que en una variable, se deriva primero y luego se evaltia. Por ejemplo, %63 =0

mientras que %em = e3. Lo mejor es siempre evaluar todas las relaciones funcionales

=3
hasta el final. El dimagrama en este caso es

Figura 2.3.7: Ejemplo Diagrama

_8,2 0z0x 0z0y % @
= ou  Oxdu * oyou Ja ou iy ou (2.3.65)

Luego se consideran f,, f, como funciones que dependen de u, v a través de z,y, es decir,
fz, fy irfan en la partir de arriba del diagrama a la misma altura que z. Luego aplicando
la regla del producto

Fus= & Fu=5 (LB + 13 2366
(%) &+r38+ (f’fy) L+ £, 5% h
Por el diagrama del arbol
?;: oz +f$y3u (2.3.67)

_fyx +fyy

Ahora bien, ahora que se han realizado todas las derivadas parciales se evalia en la
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condiciéon x = y = uv por lo que

o, B o, P
3u_v ou? 8u_v Ou?

-0 (2.3.68)
Suponiendo que f;y = fy, se reemplaza 2.3.67 y 2.3.68 en 2.3.66 para obtener

Fuu = (feav + f:vyv) v+ (f:vyv + fyyv) v = (foz + 2fuy + fyy) (2.3.69)

2.3.3. Diferencial de un Campo Escalar

Suponga que se tiene un campo escalar T (z,y,z). Si uno se mueve del punto r =
(z,y,2) al punto r + Ar = (z + Ax,y + Ay, z + Az) entonces el campo ha cambiado su
valor segtin

AT =T(x+ Ar)—T (r) (2.3.70)

Igual que para el célculo de la derivada direccional se puede descomponer la diferencia
como

AT =T(x+ Dz, y+ Ay, 2+ Nz) = T(x + Az, y + Ay, 2)
+T(x+ Azx,y+ Ay, z) — T(z + Ax,y, 2) (2.3.71)
—|—T($ + Am, Y, Z) - T(x? Y, Z)

Luego se realiza una expansiéon de Taylor ignorando los términos de orden cuadréatico, es
decir, despreciando términos como (Az)”, Az/Az etc por lo que en la expresion anterior
se tiene que

T (x + Ax,y + Ay, 2) Azt T (z + Ax,y, 2) Ay + T (z,y, 2)

AT ~
0z oy oz

Az (2.3.72)

Esto puede escribirse como

T (x,y,z) T (x + Ax,y,z) 0T (x 4+ Ax,y+ Ay, 2)

AT ~
< oxr y 0z

) Dz, Ay, Az)

(2.3.73)
igual que antes se toma Az — 0, Ay — 0,/Az — 0 y se supone que las derivadas
parciales son continuas. Ahora bien, el limite anterior significa que se pueden despreciar
los términos de orden superior y 2.3.73 se vuelva una igualdad y no solo una aproximaciéon
sin tomar Ax = Ay = Az = 0. Tal proceso al “limite” se llama un diferencial .
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= Si T =T(x,y,z) es un campo escalar, su diferencial es la expresion (formal por el

momento)
dT = VT - dr (2.3.74)
© bien or  or,  or
AT = G da+ 5 dy + o dz (2.3.75)

= De la misma forma si T = T'(z,y, z,t) es un campo escalar que depende del tiempo
entonces su diferencial es

dT = (89_de g—Tdy a—sz + a—Tdt (2.3.76)
T

0z ot

Por el momento el diferencial es una expresién formal que resulta tutil para encontrar
relaciones entre las derivadas parciales de un campo escalar y aplicar la regla de la
cadena. Si se quiere, puede pensarse en un diferencial como un objeto que va a ser
integrado, es decir, un diferencial es algo que esta esperando ser integrado.

Algunas reglas de los diferenciales son:

= Si f = f(u,v,w), es decir, f es funcion de las variables u, v, w, que pueden ser las
coordenas cartesianas o no, entonces
of of of

“Ldu 4 ==dv + =—dw (2.3.77)

df = ou v ow

=> El diferencial es lineal: d (f + g) = df + dg

= El diferencial satisface la regla de Leibniz: d (fg) =gdf + fdg

Ejemplo 31. Halle el gradiente VT en coordenadas cilindricas

La idea es aprovechar el hecho de que 2.3.74 debe ser una expresion valida sin importar
las coordenadas en las que se exprese. Asi, si se escribe el campo escalar como funcién
de las coordenadas cilindricas, se tiene que T' = T'(p, p, z) y luego

dT = 8_pdp + %dgo + gdz (2.3.78)
Como en coordenas cilindricas el vector posicion es
r = pcos i+ psinpj + zk (2.3.79)
por la regla de Leibniz
dr = (cosdp — psin pdyp) i (2.3.80)

+ (sin @dp + pcos pdyp) j + dzk
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Primero se agrupan los mismos diferenciales
dr = (cos i + sin @j) dp + (—psin pi + pcos pj) de + dzk (2.3.81)

Ahora hay que escribir dr con respecto a los vectores base en coordenadas cilindricas.
Comparando con 2.2.46, 2.2.47 se puede escribir

dr = dpe, + pdype, + dzk (2.3.82)

Luego como VT es un campo vectorial se puede escribir en funcién de los vectores base
en coordenadas cilindricas como

VT = ap (p7 ¥, Z) ep + aép (p7 ¥, Z) eSO + az (P, 2 Z) k (2383)

donde el indice se escribe arriba para que no se confunda con la notacién de derivadas
parciales. Luego
VT -dr = aPdp + pa®dp + o® (2.3.84)

E igualando 2.3.78 con 2.3.84 se obtiene que
oT oT oT

——d —d dz = ald “d o 2.3.
op p+630 SDJrazZ @dpt patdpta (23.85)
por lo tanto
or 10T or
p_T g g 2.3.86
a ap a pagp a E)z ( )

y reemplazando esto en 2.3.83 se obtiene que

oT 10T oT
T=— - —
\Y% ep+pa@e@+ 5,

5 (2.3.87)

Por lo que el operador diferencial nabla en coordenadas cilindricas es

1
0 0 12 (2.3.88)

V:epa—p—f—;e@% 92

Suponga que se tiene un campo escalar T'(z,y, z,t), que se interpretara como la tem-
peratura en el punto (x,y, z) en el tiempo t. Por 2.3.76 se tiene que

oT oT oT oT
dl' = —dr+ —dy + —dz + —dt 2.3.89
02T oy Wt 9. T (2:3.89)
Ahora imagine que una particula se mueve a través del espacio y se quiere saber como
varia la temperatura experimentada por la particula conforme se mueve por el espacio.
Parametrizando la trayectoria de la particula con el tiempo, si v(t) = v1(¢)i + va(t)j +
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v3(t)k es la velocidad de la particula entonces las componentes de la posicion de la
particula satisfacen
dr = vidt dy = vedt dz = vsdt (2.3.90)

y sustituyendo esto en el diferencial se tiene que

oT oT orT oT
T — il - —_— 2.3.91
d o7 v1dt + oy vodt + 92 vsdt + ot dt ( 3.9 )

por lo que lo anterior sugiere definir la derivada material de la particula como

DT oT

Observe que si la temperatura no depende explicitamente de ¢, es decir %—:tp = 0 entonces

%7; = VT - v por lo que % coincide con DT'(r)v.

2.3.4. Derivadas Parciales Sujeta a Restricciones

En el mundo real es comin que la distincién entre variables dependientes e indepen-
dientes no sea tan clara. Por ejemplo, la ecuacién de estado de Van der Waals establece

que
nRT n2a

V-nb V2
y dependiendo del contexto podria considerarse la presiéon como la variable dependiente
del volumen y la temperatura, o bien el volumen como variable dependiente de la presién
v la temperatura, etc. Por ejemplo, si se considera la presién como funcién del volumen
y la temperatura entonces se tiene que P = P(V,T') y de 2.3.93 se tiene que

P:

(2.3.93)

oP nRT 2n2a
—_— = — 2.3.94
VWV (23.94)

Ahora bien, también se sabe que en este caso la energia interna es

3 n2a
por lo que puede escribirse en 2.3.93
p_ 1 2 U+@ _n_2a: 2U +2n2aV_1(V—nb)_1_n_2a
V —nb \3 v V2 o 3(V —nb) 3 V2
(2.3.96)
y luego se puede escribir P = P(V,U) y en este caso se tiene que
oP 2U 2n2a 2n%a
7 VXV —ab) vV - b_2) A (9397
R el QUL (V—nb)?) + T (2:3.97)
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simplificando un poco la expresién anterior se obtiene que

oP 2U 2n2a 2n2a 2n2a
_ — =3 — 5+ =3 (2.3.98)
ov 3(V — nb) 3V2(V —nb) 3V(V —nb) Vv

reemplazando U se llega a que

oP nRT 2 n’a 2na 2n’a 2na
— =— 5+ 5 5 — 573 — 5+ (2.3.99)
oV (V — nb) 3V(V —nb) 3V2(V —nb) 3V(V —nb) V3
que puede simplificarse para obtener finalmente que
2 2
or _ nRT 2n“a n 2na (2.3.100)

vV (V—nb)?® 3VEHV-nb) V3

Ahora bien, comparando 2.3.94 con 2.3.100 pareciera ser que se ha llegado a una con-
tradiccién, pues jpor qué diferieren las derivadas parciales de la presiéon con respecto al
volumen? La razén de esto es muy sencilla, las derivas parciales se tomaron en contextos
distintos, en 2.3.94 se considera la presién como funcién del volumen y la temperatura
mientras que en el segundo caso se considera la presion como funcion de la energia in-
terna y el volumen, por lo que en principio las derivas parciales no deberian ser iguales
pues se tratan de situaciones distintas. Para enmendar este error, es comin indicar en
la derivas parciales con respecto a cuales variables se esta considerando la funcién. Por
ejemplo, 2.3.94 se escribirfa

P T 2n?
(a ) __ R na (2.3.101)
T

v V) VP

donde la notacién anterior indica que se considera la presion como funcion del volumen
y la temperatura y que se esta derivando con respecto al volumen. En 2.3.97 la notacién
seria

= = — 2.3.102
v + (2.3.102)

oP 2U _ 2n2a _ 2na 2n2a
v 3(V—nb)? 3VEV —nb) 3V(V-nb? V3

Con esta notacion, se puede derivar la siguiente relacion que resulta muy util:

@), 00,60, e

Observe que aqui es indispensable la notacién anterior, pues si se omitiera la dependencia
explicita de la funcién una aplicacién ingenua haria pensar que por la regla de la cadena
el producto deberia ser 1 en vez de —1.

Para obtener la relacion 2.3.103 se reescribe 2.3.93 como

[PV, T)=0 (2.3.104)
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donde f(P,V,T) =P — ‘;Li{b + % Sin embargo, va a ser claro que lo Gnico importante
es que P, V,T cumplan una restriccion de la forma 2.3.104, no asi que tenga que ser la
ley de Van der Waals.

Tomando el diferencial en 2.3.104 se obtiene que

of of of .. _
o5 AP+ 5dV + ondT = 0 (2.3.105)

Para hallar el primer término de 2.3.103 se toma d7T' = 0 y se obtiene que

of
<3P> =9V (2.3.106)
T

I e
ov oL

Para el término del medio se toma dP = 0 y se obtiene que

of
<8v> = (2.3.107)
P

- —57
oT ra

Finalmente, para el tercer término se toma dV = 0 y se obtiene que

8T> oL
=) =-2 (2.3.108)

Es claro que al hacer el producto de los tres términos anteriores se verifica 2.3.103

2.3.5. El Plano Tangente de una Superficie

Suponga que se tienen las superficies z = 22 — 3y y 22 + 1% — 322 = 5. Estas superficies
se pueden escribir como ¢ (z,y,2) = 0 donde g(x,y,2) = z — 22 + 3y y g(x,y,2) =
22 +y?—32%2 —5 respectivamente. De hecho, la mayoria de superficies de intéres siempre se
pueden escribir de esta forma. Por ejemplo, T'(z,y, z) = ¢ se interpreté como la superficie
que esta a temperatura T, de igual manera, V(x,y, z) = ¢ se puede interpretar como la
superficie equipotencial, es decir, la superficie que se encuentra a un potencial constante
c. En ambos casos, las superficies equipotenciales se pueden escribir como g(z,y,z) = 0
donde se toma g(z,y,2) = T(z,y,2) —cy g(z,y,z) = V(x,y, z) — c respectivamente.

Por lo tanto, se supondra que se tiene una superficie de la forma g(x,y,z) = 0. La
aproximacion local de una curva en un punto es su recta tangente, y esta recta era
especificada por la derivada de la funcién en el punto. Para una superficie, dado que uno
puede moverse en dos direcciones, tiene sentido aproximar la superficie por un plano, y
este se puede dar de dos formas, o bien con dos vectores directores o bien con un vector
normal al plano. Por el momento se usara la segunda versién, es decir, especificar el
vector normal a la superficie.

Para construir el plano tangente en un punto, se consideran las curvas sobre la su-
perficie que pasan por el punto donde se va a constuir el plano. Tales curvas se pueden
considerar como particulas que se mueven sobre la superficie y que pasan por el punto.
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El plano tangente en el punto se puede considerar como el plano formado por los vectores
velocidades de tales particulas. Primero que todo, como

g(z,y,2) =0 (2.3.109)
tomando diferenciales a ambos lados se tiene que

dg dg dg .
&rdx + ayaly + aZdz =0 (2.3.110)

Si la particula se mueve con velocidad v, igual que con la derivada material se puede
escribir la ecuacién anterior como

(Vg) - v=0 (2.3.111)

lo cual significa que el gradiente de la superficie es un vector perpendicular a todos los
vectores velocidad.

Figura 2.3.8: Plano Tangente a una Superficie

Si g (x,y,z) = 0 es una superficie entonces Vg es un vector normal a la superficie. Si el
punto P = (zg, Yo, 20) estd en la superficie entonces la ecuacion del plano tangente a la
superficie en el punto P tiene por ecuacién normal

(z,y,2) - Vg (zo,v0, 20) = (0, Y0, 20) - Vg (w0, Yo, 20) (2.3.112)

Ejemplo 32. El punto P = (2,1,5) pertenece al paraboloide z = 22+ . Calcule
la ecuacién del plano tangente al paraboloide en el punto P.
Se define
glz,y,2) = 2 — x? — 3 (2.3.113)

Luego
Vg=—-2xi—2yj+k (2.3.114)
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Por 2.3.112 se tiene que
(l’, Y, Z) ’ (_4a -2, 1) = (2a L, 5) ’ (_4a -2, 1) (23115)

o bien
—4dx—2y+z2=-5 (2.3.116)

ejey
eje x

Figura 2.3.9: Plano Tangente

Ejemplo 33. El punto P = (0,0,0) pertenece al paraboloide z = 2% + 3% + 2 + 2y
y al plano z = 3z — 4y. Determine un vector tangente en P a la curva de
intersecciéon de ambas superficies

Suponga que g1 (z,y,2) = 22 4+ y?> + 2 4+ 2y — 2 = 0 representa la primera superficie
y g2(x,y,2) = 3x — 4y — z = 0 representa la segunda superficie. Ambas superficies se
intersecan en una curva C. Como C' esta en la primera superficie el vector tangente a C
en el punto P, es decir, el vector velocidad de P, es perpendicular a Vg;(P). De forma
analoga el vector tangente a C' en el punto P es perpendicular a Vgo(P). Como

Vor=2zx+1)i+2y+2)j—k Vg =3i-4j—-%k (2.3.117)
entonces en el punto P = (0,0,0)
Vg1 (P)=i+2j—k Vg (P)=3i—-4j—-k (2.3.118)
Si v representa un vector tangente a C en P por lo anterior

v-Vgi(P)=0 v-Vg(P)=0 (2.3.119)
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como no pueden haber a la vez mas de tres vectores linealmente independientes eso
quiere decir que v puede tomarse como el producto cruz, es decir,

v=Vg(P)x Vg (P)=(i+2j—k)x (3i—4j— k) = —6i —2j — 10k (2.3.120)

Mt
\“"i‘? ".ﬁ‘.i .

Figura 2.3.10: Interseccion superficie plano

2.3.6. Teorema de la Funcién Implicita

Considere la ecuacion del circulo
2?4yt =1 (2.3.121)

De la grafica del circulo surge la tentacion de querer verlo como dos funciones, por
ejemplo,
y==+vV1-—2a2 (2.3.122)

Si se hace esto, no siempre es posible garantizar que esas funciones sean diferenciables,
por ejemplo, como se puede ver en 2.3.122 no se podria derivar en x = +1. Esto se puede
ver al definir

g(z,y) =2* +y* -1 (2.3.123)

y percatarse que g—g = 0 en los puntos (1,0) y (0,1). El teorema de la funcion implicita,

establece que mientras se esté lejos de los puntos donde las derivada parcial se anule, es
posible ver una superficie como una funcién de x,y en analogia con lo que hizo para el
circulo.
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Suponga que f(z,y, 2) = 0 representa una superficie en R? y que en el punto (o, yo, 20)
se tiene que W # 0 . Entonces la variable z estéa definida implicitamente en
funcion de z,y, es decir, existe un abierto U en el plano z,y de forma que (zg,y9) € U
y un abierto V en el eje z de forma que 29 € V' y en el cual 2z se puede escribir como
funcion de x,y, es decir, z = h(z,y) para alguna funcion h : U — V. En tal caso

= = = fj (2.3.124)

i (%0, Y0, 20)
]

Figura 2.3.11: Teorema Funciéon Implicita

Ejemplo 34. La funcion z = h(z,y) queda determinada por la ecuacién z> +
0z

293 + 23 — 3xyz — 2y + 3 = 0. Halle Zy ay
Se define
flz,y,2) =23+ 2% + 23 — 3wyz — 2y + 3 (2.3.125)
Observe que
of
5, =32 — 3wy (2.3.126)

y la derivada parcial se anula cuando
22 =y (2.3.127)

En los deméas puntos se puede aplicar el teorema de la funcién implicita que establece
que z = z(z,y). Primero que todo, tomando el diferencial de f
of of of

“Lda + Z=dy + 2=dz =0 (2.3.128)
X

0 oy 0z
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Como z = z(x,y) se tiene que

0z 0z
= — — 2.3.12
dz axdac—i- 8ydy (2.3.129)
Por lo que
af of of [0z 0z
Z A i = = 2.3.1
6mdm+ aydy+ 92 (axdx—i- aydy) 0 (2.3.130)

Igualando el coeficiente de dx con cero y el coeficiente de dy con cero se tiene

0z g—_ﬁ_ 3x2—3yz_yz—x2

— = = 2.3.131
Ox % 322 —3xy 22—y ( )
y of
0z oy 622 — 3xz — 2
~Z -9 __= = = 2.3.132
Jy % 322 — 3zy ( )

Ejemplo 35. Sea z una funciéon determinada por la ecuaciéon z2 + y? + 22 =
F(ax 4 by + cz) donde F es una funcién diferenciable y a,b,c son constantes.

Demostrar que (cy — bz) % + (az — cx) g—; =bx — ay

Si se define u = ax + by + cz entonces la ecuacion que define a z puede escribirse como
22+ 9% + 2% = F(u) (2.3.133)
tomando diferenciales a ambos lados
2zdr + 2ydy + 2zdz = F'(u)du = F'(u)(adz + bdy + cdz) (2.3.134)
agrupando segun el diferencial
(22 — aF'(u)) dz + (2y — bF'(u)) dy + (22 — cF'(u)) dz =0 (2.3.135)
como se quiere z = z(x,y) se toma dz = zdx + zydy y de esta forma se llega a
(22 — aF'(u) + 25 (22 — cF'(v))) dz + (2y — bF'(u) + 2, (22 — cF'(u))) =0 (2.3.136)

por lo tanto se iguala cada término a cero, y se obtiene

aF'(u)—2x

2z—cF’

i) (2.3.137)
Py = 2z—cF'(u)

Zy =

De esta forma

(cy — bz) % + (az — cx) %
_ (cy—b2)(aF" (u)—22) +(az—ca) (bF (w)—2y) (2.3.138)

2z—cF’(u)
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desarrollando los productos se tiene

acyF'(u) — 2cxy — abzF'(u) + 2bxz 4+ abzF'(u) — 2ayz — bex F' (u) + 2cay

5% — cF'(u) (2.3.139)
simplificando un poco se tiene
acyF'(u) 4+ 2bxz — 2ayz — bex F' (u) _ 2z(bx — ay) — (bx — ay) cF'(u) (2.3.140)
2z — cF'(u) 2z — cF'(u)
factorizando y cancelando con el denominador se obtiene que
(cy — bz) % + (az — cx) g—; =br —ay (2.3.141)

tal como se queria. Si se hubiera desado usar el teorema de la funcién implicita sin
recurrir a diferenciales se define f(z,v,2) = 22 + 4% + 22 — F(ax + by + c2) y se aplica
2.3.124 de una vez.

Ejemplo 36. Si h (f, %) = 0 para alguna funcién diferenciable i, demostrar
que x% + yg—z =z

Nuevamente se puede usar diferenciales o el teorema de la funcién implicita. Definiendo
U = f yov= % entonces se tiene

h(u,v) =0 (2.3.142)
tomando diferenciales a ambos lados
hydu + hydv =0 (2.3.143)
como . )
du = z"'dx — z %zdz
dv = z7tdy — 2 2ydz (2:3.144)
entonces
hay (zild:v — 2 %xdz) + h, (zildy — 2 %ydz) =0 (2.3.145)

como se quiere z = z(x,y) entonces dz = z,dx + z,dy por lo que

(huz*1 — 22 2%2,hy — yz*Q,zwhv) dx + (hv,f1 — zfzyzyhv - xz*Q,zyhu) dy=0

(2.3.146)

por lo tanto se iguala cada coeficiente a cero

hyz hyz
=— =— 2.3.147
o hyx + hyy v huox + hyy ( )
luego
xhyz + yhyz

=7 U7 _ 2.3.148
T+ Y2y hu5C + hvy ‘ ( )

como se queria mostrar.
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Ejemplo 37. Resuelva la ecuacion diferencial y% — a:g—z = 0 con el cambio de

variable u = z, v = 22 + 3/?
Se utiliza la regla de la cadena con z,y

0z O0z0u 0z0v Oz 5 0z

s 2 = 2.3.149
Oxr Oudx + Oovoxr Ou * T ( )
0z 0z0v 0z
— = —— =2y— 2.3.150
dy Ovdy Y0 ( )
sustituyendo en la ecuacién original y% — Cﬂg—; = 0 se tiene
0z 0z 0z
— 4+ 2xy— — 2zxy— = 2.3.151
y8u+ TY 5~ 28Y5 0 (2.3.151)
lo cual se reduce a
9z (2.3.152)
ou o

por lo tanto, como la derivada parcial con respecto a u se anula, esto significa z es
dnicamente una funcién de v, es decir,

2= f(v) = fz* + %) (2.3.153)

dicho de otra forma, la dependencia de z en las variables x,y es siempre mediante la
combinacion z2 + y2.

. . 2 2 .
n diferencial xQ% — y2§—y§ = 0 mediante el

(e}

Ejemplo 38. Resuelva la ecuaci
cambio de variable u=zy v =

En este caso se aplica nuevamente la regla de la cadena. Para ir méas rapido se haran
las sustituciones de una vez.

< |8

1
Zp = Zyly + ZpUsp = Y2y + ;zv (2.3.154)
_ 1 _ 1
Zrx = YZuz + gzvm =Y (Zuuu:v + Zuvvm) + v (Zvuu:r + Zvvvzv)

o 1 (2.3.155)

= Y 2yu + 220 + y_QZvv
Zy = ZylUy + ZpVy = T2y — %zv (2.3.156)
Zyy = TZyy + i—gzv — y—:’ézvy = = (Zuuly + ZuwVy) + 2z, — y—:’“; (Zoulty + Zupuy) (2.3.157)

_ 2 x? 2z x
=T Zyu — 2y_22uv + ?ZU + y_42vv
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. . 2 2 .
sustituyendo en la ecuaciéon :UQ% — ng—yg = 0 se tiene

9 o 1 N x? 2z x?
7 Y 200 + 2200 + EZUU —y° | 22 — QEZUU + sz + EZW =0 (2.3.158)

simplificando la ecuacién anterior se llega a

422 2y = Q—xzv (2.3.159)
Y
o bien usando que 22 =uwv y v = % se llega a que hay que resolver
Uy = 2o (2.3.160)
para intentar encontrar una solucién observe que la ecuaciéon se puede escribir como®
% Inz, = % (2.3.161)

e integrando con respecto a u se tiene que
1
Inz, = 3 Inu+ f(v) (2.3.162)

donde en este caso f(v) funciona como una constante de integracién pero que ahora
puede ser una funciéon de la variable con respecto a la cual no se integr6. Luego se
exponencia la ecuacién anterior y se tiene

2 = e/ (2.3.163)
llamando g(v) = ef (¥) se integra la ecuacién anterior nuevamente y se obtiene

z= \/ﬂ/g(v)dv + h(u) (2.3.164)

donde ahora h(u) es una constante de integracion que puede ser funciéon de u.

Example 39. Determine la solucién de la ecuacién diferencial 42 émm’y) +391 éz )
0 si f(x,0) =sinz para todo z
La ecuacién diferencial puede escribirse como
of of

4,3)- | =—,=— | =0 2.3.165

@3- (55 ) (2.3.165)
Si se escribe v = @ entonces la ecuacién puede escribirse como

Vf-v=Dgf =0 (2.3.166)

Sobviamente no todas las soluciones cumpliran las suposiciones implicitas que estan por realizarse por
lo que esta forma de resolver la ecuacién no va a dar todas las soluciones posibles a la ecuacion
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es decir, la derivada direccional de f en la direccién v se anula. Esto sugiere cambiar
los ejes x,y por dos ejes que estén en la direcciéon de v = 4i + 3j y un vector ortogonal
a este, por ejemplo, u = 3i — 4j. De hecho, haciendo el cambio de variable

u=3r—4y
v =4z + 3y (2.3.167)
se tiene que
fy = fuuy + fovy = —4fu + 3 f0 (2.3.169)
por lo que la ecuacién original 4f, + 3f, = 0 se convierte en
12f, + 16 fy, — 12, +9f, =0 (2.3.170)
o bien
fo=0 (2.3.171)
esto significa que
f=gu) = g3z — 4y) (2.3.172)

para alguna funciéon g. Como debe cumplirse la condicion f(z,0) = sinz lo anterior
implica que

sinx = g (3x) (2.3.173)
por lo que
. (T
g (z) =sin <§> (2.3.174)

y de esta forma la solucién al problema es

f(z,y) = sin (39” 3 4y> (2.3.175)

2.3.7. Ejercicios Adicionales Primer Examen

Ejemplo 40. Hallar la ecuaciéon del cilindro cuya directriz es la elipse de
ecuaciones paramétricas x = cosf, y = sinf, z = cos#+sinf y cuyas generatrices
son perpendiculares al plano que contiene dicha elipse

1. Si Py = (x0,y0, 20) estéa sobre la curva entonces el punto es de la forma

Py = (x0,Y0,20) = (cos,sin b, cosf + sin ) (2.3.176)

2. Los puntos sobre la elipse cumplen que z = x+y por lo que el plano que contiene la
elipse es simplemente z+y—z = 0. Luego como las generatrices son perpendiculares
al plano anterior la direccién de las generatrices se puede tomar como el vector
normal al plano, es decir, v = (1,1, —1).
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3. La recta que pasa por Fy en direccion de v es

r=(z,y,2) = Py+tv=_(x0+t,y0+t,20—1t) (2.3.177)

4. Hay que resolver el sistema de ecuaciones

(aco = cosf
Yo = sinf
zog = cos 6 + sinf (2.3.178)
T =ux0+1 o
y=yo+t
z=2zy—t1
por lo que en realidad hay que resolver el sistema
x=cosf+t
y=sinf +1¢ (2.3.179)
z=cosf +sinf —t
de las primeras dos ecuaciones se tiene
cos =z —t sinf =y —t (2.3.180)
por lo que en la tercera ecuaciéon
r=x—t4y—t—t (2.3.181)
o bien .
x -z
t= + (2.3.182)
por lo que sustituyendo en 2.3.180
2@ — — 2
cos§ = %W sinf = % (2.3.183)

para eliminar @ se utiliza que cos? @ +sin?§ = 1 por lo que la ecuacién del cilindro
es
(20 —y+2)°+(—z+2y+2)2=9 (2.3.184)
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@y-x+z)"2+(2'x-y+2z)"2=9

Figura 2.3.12: Ejemplo cilindro

Ejemplo 41. Halle la superficie de revolucién que se obtiene al girar la curva

2’ +2z=1y x—y+2=0 alrededor del eje % =¥ = =%

1. La recta de giro viene dada en su forma simétrica. De aqui se concluye que un
sobre la recta es P(0) = (0,0,0) y un vector normal es n = (2,1, —1). Por lo tanto,
cualquier punto sobre la recta es de la forma

P(t) = P(0) +tn = (2t,t, ) (2.3.185)
2. La ecuacion del plano normal que pasa por P(t) con vector normal n es
(x,y,2) -n=P(t)-n (2.3.186)

o bien
2e4+y—z=~6t (2.3.187)

3. Tome un punto Q(t) = (xg, Yo, z0) que esté tanto en el plano anterior como en la
curva. Como esté en el plano

2x0 + yo — 29 = 6t (23188)
y como esta sobre la curva

w24 roz=1 zo—yo+2=0 (2.3.189)

4. La distancia entre P(t) y Q(t) es

R(t) = /(w0 — 26> + (yo — 1)* + (20 + 1)° (2.3.190)
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5. La esfera centrada en P(t) con radio R(t) es
(=2 +(y—t)2 + (z+ )% = (wo— 20> + (yo — t)* + (0 + 1) (2.3.191)
6. Hay que resolver el sistema de ecuaciones

(2x+y—z:6t
2 2 2 _ 2 2 2
(x—20)"+ (y—t)° + (z+1)" = (z0o — 2t)° + (yo — t)° + (20 + 1)
2x9 + yo — 20 = 6t (2.3.192)
x%—l—xozozl

(Zo— Yo+ 20=0

7. De la primera y tercera ecuaciones en 2.3.192 se tiene

2wty —z 2 ~
t= x+6y - x°+é/° =0 (2.3.193)

y sustituyendo estas dos expresiones para t en la segunda ecuacion se tiene (se uti-
liza comtn denominador 6 y como todos los términos tienen 62 en el denominador
se puede cancelar para obtener

(62 — 22z +y — 2))* + (6y — 2z +y — 2))° + (62 + (2x +y — 2))* =

(620 — 2(270 + 50 — 20))” + (6y0 — (20 + yo — 20))* + (620 + (270 + Yo — 20))°
(2.3.194)
simplificando un poco se obtiene

(20 — 2y +22)* + (=224 5y + 2)° + 2z + y 4+ 52)° =

2 ) ) (2.3.195)
d{xzo—yo+20) + (—2w0+5yo+ 20)" + (220 + yo + 520)
—_——

el primer término del lado derecho es cero por la quinta ecuacién de 2.3.192 por lo
que se obtiene

(20 — 2y +22)* + (=22 + 5y +2)° + 2z +y +52)° =

(=20 + 5y0 + 20)” + (220 + yo + 520)° (2:3.196)
De la quinta ecuacién en 2.3.192 se tiene
Yo = To + 20 (2.3.197)
por lo que en 2.3.196
(22 — 2y + 22)* 4 (—2z +5y + 2)? + (22?2+ y+52)% = (2.3.198)
9 (zo +220)" + 9 (w0 + 220)
Usando 2.3.193 y yo = xg + 2 se tiene
2x +y — z = 3z (2.3.199)
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por lo que en 2.3.198 se tiene

(22 — 2y +22)* + (=22 4+ 5y + 2)° + (2x +y + 52)* =22z + y — 2 + 62)°
(2.3.200)

luego de la cuarta ecuacion en 2.3.192 se tiene

1—a2 9—(2 —2)?
_ 1o 9-Qety-—2) (2.3.201)
xo 32z +y—=2)

20

por lo que 2.3.200 se convierte en

2
18 —2(2x+y —2)°
20 — 2y + 2224 (=22 + 5y + 224+ +y+ 52 =222+ 4y — 2 +
( Yy +22)"+( y+2)"+(22 +y+52) Y Cr—

(2.3.202)
es decir
2
(20 4y — 2)? <(2x — 2+ 22 + (22 +5y+ 22+ 2z +y+ 5z)2> =2 <18 -2z +y— z)z)
(2.3.203)

(18*x"2 + 18*y"2 + 18*2/2)*(2"x +y — 2)"2 + 36" (2'x +y — 2)"2 - 4*(2*'x +y - z)M - 324 =0

4
4
34 Yy
4 /
4 7
Y, /
7 7
2 A 91
Parr o
Pesi: il
ey, W
== i
=) 1%
=5 o
14 S 87 5
S K
= 5
~ 0 RS =g
55 s =
(%54 B oS
[
—14 0 o> =
sl oS ———
499 ) — ——
o e =
% 8% S —
i iee24 <
i 5o =
§ 77 o=
-2 ) By &
f 7 S
f i
j %
G
3
-3 // 1 2
-3 o 3 0
0 1 2
2 3 -3

Figura 2.3.13: Ejemplo superficie de revolucién

Ejemplo 42. Hallar una parametrizaciéon para la curva C definida como la
intersecciéon de las superficies 22 — 2z + > =0y z+y—2z=1
Completando cuadrados en la primera ecuaciéon se tiene

(x—1)*+4%=1 (2.3.204)
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por lo que se puede tomar
x—1=cosp y=sing 0<¢<2rm (2.3.205)
reemplazando en la segunda ecuacion
cosp +sinp =z (2.3.206)
por lo que una parametrizacion de la curva es

r(p) = (x,y,2z) = (1 + cos g,sin p, cos ¢ + sin ¢) (2.3.207)

Figura 2.3.14: Curva como interseccion de superficies

Ejemplo 43. Calcule la superficie de revoluciéon que se obtiene al girar el
circulo (y —2)*+ 22 =1 1z =0 alrededor del eje z

1. Los puntos sobre el eje z son de la forma (0,0, z) por lo que puede tomarse
P(t) =(0,0,t) n=1(0,0,1) (2.3.208)
2. La ecuacion normal del plano que pasa por P(t) es
(x,y,2) -n=P(t) - n (2.3.209)

o bien
z=1t (2.3.210)
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3. Si Q(t) = (zo, Yo, 20) esta sobre la curva y el plano anterior entonces
2, .2
zo=1 (yo—2)"+25=1 x0=0

4. La distancia entre P(t) y Q(t) es

R(t) = /23 + 43 + (20— )°
5. La esfera centrada en P(t) con radio R(t) es
2+ 4 (2 =) =af + g + (20— t)°

6. Por lo tanto debe resolverse el sistema

z=1

22+ (-t =ad 2+ (20— t)?
zo=1

g =20

(Wo—2°+2=1

(2.3.211)

(2.3.212)

(2.3.213)

(2.3.214)

utilizando la primera, tercera y cuarta ecuaciéon en la segunda de 2.3.214 se tiene

24y’ = yg

(2.3.215)

Para eliminar yy de la primera y tercera ecuacién se tiene que zgp = z por lo que

de la quinta ecuacién
(yo—2)*=1-7°

Yo =24 1— 22

de esta forma 2.3.215 se convierte en
24yt =4+4V1 224122

para eliminar el &+ se reescribe la ecuaciéon como

o bien

2+ 4+ 22 -5 =441 — 22

(2.3.216)

(2.3.217)

(2.3.218)

(2.3.219)

y elevando al cuadrado se obtiene la ecuacion de la superficie de revolucion (llamada

toro)
(x2+y2+z2—5)2 = 16(1—22)
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(X2 +y"2 + 22 - 5)"2 + 16*z2"2 - 16 =0

Figura 2.3.15: Toro

Ejemplo 44. Dada la curva C : r(t) = <10g t,\/2t, %) con t > 0, a) calcular

en el punto Fy = (07 V2, %) las componentes tangencial y normal del vector
aceleracién, la curvatura y los vectores unitarios T,N. b) Determinar las
ecuaciones parameétricas de la recta tangente a C en Fy. ¢) Determinar la
ecuacion del plano normal a C' en Py

a) Primero se determinara los vectores T,N. Para hallar T se tiene primero que

v(t) = (%\/5 t) a(t) = (—%2,0, 1) (2.3.221)

Luego
vl \/1+2+t2 t+1 : t+1 ik (2.3.222)
V= |V| = —_— = — = —_ = .
12 t t t
por lo que
v 1 Vot o 12
T(t)=—= 2.3.223
®) v <t2+1’t2+1’t2+1> ( )
luego
dT 2t V2(2+1) = V2t (2t) 2t (¢ +1) — 12 (2t) (2.3.224)
@+ 1¥ (t2 + 1) ’ (t2 +1)* -
simplificando un poco se tiene que
dT 2t 2(1—t? 2t
e 2,\/—( 2), - (2.3.225)
dt (t24+1)° (t2+1)° (t2+1)
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por lo tanto

‘d \/4752—1-2 1—12)% 4 412 1/2t4+4t2 V2

2.3.226
(t2 4+ 1)2 (t2 41)* RS ( )
por lo tanto
dT 2
S 2t 1—t 2t
N(t) = 4 (— , ) ) 2.3.227
(t) = ] V22 4+1) 2 +1 212 +1) ( )
como el punto Py = ( %) corresponde al valor ¢ = 1 se tiene que

2272 2777 2

a(l) = (-1,0,1) T(1) = <1,Q,1> N(t) = <—Q o,@> (2.3.228)

En general se tiene que

a=arT +anyN (2.3.229)
por lo que
1 v2 1
(=1,0,1) = arp (5, \/7—, 5) + an ( \/_ , 0, \/7—> (2.3.230)

para hallar las componentes ar,ay se puede tomar el producto punto en la ecuacion
anterior con T(1) y N(1). Por ejemplo, para hallar ar se toma el producto punto con
T(1)

1\f1 1 v2 1 1\f1 V2 V2 1 v21
(=1,0,1)- <2 9 2) aT(i’?’i)’(z 9 2>+GN< 2’0’7)(5’7’5)

(2.3.231)
por lo que
ar(1) =0 (2.3.232)
de manera similar se halla que
2
an(l) = — 2.3.233
La curvatura en funcion de t es
dT 2t
K= V2 T (2.3.234)
dt (t2 +1)
por lo que
2
k(1) = % (2.3.235)
b) La recta tangente a C' en Py pasa por Py en direccion de T(1) por lo que tiene
ecuacién vectorial
1 1 v2 1
r= (x,y’ Z) = <0a \/§,§> +t (5,%,5) (2.3.236)
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y en forma paramétrica se tiene las ecuaciones

/3

t 2
= — =V2+it—
x 5 Y \/_—i— 5 z

DO =

+ (2.3.237)

N |

c¢) El plano normal a C' en Py tiene por vector normal a T (1) y pasa por Py por lo que
Su ecuacion cartesiana es
(z,y,2) - T(1) = Py - T(1) (2.3.238)
o bien .
T+ V2t 2= 5 (2.3.239)

Ejemplo 45. Verifique que la curva C que resulta de la intersecciéon de las
superficies 22 +2y? — 22 + 3z = 1 y 222 + 432 — 222 — 5y = 0 se encuentra sobre
un plano
Para realizar esto se debe encontrar una parametrizaciéon de la curva y ver que la
torsion de ella es cero, o bien, utilizar las dos ecuaciones que definen la superficie para
encontrar una ecuacion de la forma ax + by + cz = d que seria la que satisfaceria el plano
sobre el que yace la curva. Por ejemplo, multiplicando la primera ecuaciéon por —2 se
tiene
—22% —4y® +22° — 6 = —2 (2.3.240)

y sumandola con la segunda ecuacién se obtiene
—6x — by = —2 (2.3.241)

Por lo tanto, el plano que contiene a la curva es —6x — 5y = —2 por lo que la curva esta
sobre el plano anterior. La otra forma (mas dificil) es encontrar la parametrizacion. Se
tiene que

2—-6 2
y=2""T_2(1_31) (2.3.242)
5 5
reemplazando en la primera ecuacién se tiene
8
a? + o (1= 62+ 92%) — 2* + 3z =1 (2.3.243)
o bien
2522 + 8 — 48z + 7227 — 2% + 32 = 25 (2.3.244)
agrupando los términos
972% — 452 — 22 =17 (2.3.245)

o bien 45 1 17
22 — 2
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completando cuadrados se obtiene

45\* 1 , 17 45 )
T R S A 2.3.24
(m 194) o077 o7 T~ ¢ (2:3.247)

donde se ha tomando
17 452

o7 " o2
Luego se puede tomar (aqui solo se parametrizara una de las dos “ramas” que aparecen
pues la otra se hace de forma similar)

C= (2.3.248)

45
z — — = (Ccosht

104 = C'sinht (2.3.249)

N

de esta forma la parametrizacion de la curva es

r(t) = (z,y,2) = (Ccosht—{— 15 2 (1 —3Ccosht + @> ,C¢97sinht> (2.3.250)

194’5 194
Luego
6
v(t) = (C sinht, —gC sinh ¢, vV97C cosh t) (2.3.251)
6
a(t) = <C cosh t, —gC cosht,v97sinh t) (2.3.252)
da
= = v(t 2.3.253
B vy (2.3.253)

Ahora bien, por 1.5.125 en la férmula para la torsion aparece en el denominador el triple
producto escalar v x (a x a). Tal producto representa el volumen del paralelepipedo con
lados v, a, a pero como en este caso & = v el volumen de tal paralelepipedo es cero por lo
que la torsiéon es cero. Luego, dado que la torsiéon es cero se sabe que el movimiento ocurre
en un plano. Para encontrar un vector normal a tal plano, se puede tomar n =v x a o

bien
2
n=C? (%ﬁ, V7T, 0) _ oo (—6,—5,0) (2.3.254)

5

por lo tanto se puede tomar como vector normal (—6, —5,0) tal como se encontrd ante-
riormente.

Ejemplo 46. Determine la proyeccién de la curva 22 4+ 2y> 4+ 322 =27y —a? +
242 + 22 = 9 en cada uno de los planos coordenados
Primero se va a parametrizar la curva. Sumando ambas ecuaciones se tiene

4y® + 42% = 36 (2.3.255)
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por lo que puede tomarse
y=3cose z=3sinp 0<¢p<2r (2.3.256)

Sustituyendo en la segunda ecuaciéon se tiene que

2(9 cos? ©) + 9sin® p — 9 = 22 (2.3.257)
o bien
9cos? p = 22 (2.3.258)
por lo tanto la parametrizaciéon es
r(¢) = (z,y,2) = (£3cosp,3cos p,3siny) 0<¢ <27 (2.3.259)

Luego las proyecciones de la curva son:
1. En el plano zy, es decir, z = 0: (£3 cos ¢, 3 cos ¢, 0)

2. En el plano xz, es decir, y = 0: (3 cos ¢, 0, 3sin ¢)

3. En el plano yz, es decir, x = 0: (0,3 cos ¢, 3sin ¢)

2'yA2 - x"2+2/2-9=0

Figure 2.3.16: Proyecciones de la curva: azul-curvas, xy-rojo, xz-verde, yz-magenta

Ejemplo 47. Calcular la derivada direccional de f(z,y,2) = e®*+v°=2" en el
punto P = (1,1,1) a lo largo de la curva C obtenida de la intersecciéon de las

165



2 Diferenciacion y Optimizacién de Campos Escalares

superficies #2+y%— 2?2 =1, y—2 = 0 recorrida de modo que la primera entrada
del vector tangente en el punto sea positiva.
En este caso se utiliza el hecho de que si 1 es un vector unitario entonces

Dyf(P)=Vf(P)-u (2.3.260)
Primero que todo
Vf = 22e” t 2] 4 oye H0I 2y _ 0pem HYP 2K (2.3.261)
por lo tanto
Vf(P)=2ei+ 2¢ej —2¢ek (2.3.262)

Para hallar un vector tangente a la curva se podria buscar una parametrizaciéon. Otra
opcién es utilizar el concepto de gradiente. Dado que las superficies g(z,y,z) = x2 +
y?—22—1=0y h(x,y,2) =y — = = 0 tienen gradientes

Vg=2xi+2yj—22zk Vh=—-i+] (2.3.263)

como la curva esté en ambas superficies los gradientes son perpendiculares a los vectores
tangentes a la curva, lo cual significa que el vector tangente debe ser paralelo al producto
cruz de los gradientes, es decir,

i j k
v=(Vg) x(Vh)=| 2z 2y —2z |=2zi+2zj+ 2z +2y)k (2.3.264)
-1 1 0

por lo tanto el vector tangente en P es
v=2i+2j+4k (2.3.265)
Ahora se normaliza el vector

= —=i+—=j+ =k (2.3.266)

De esta forma la derivada direccional es
1 1.

Dof(P) = Vf(P) - = (2ei + 2¢j — 2¢k) - <%i Ao %k

> =0 (2.3.267)

Ejercicio 48. Si D, f (zo,yo) representa la derivada direccional de la funcion

f(z,y) en la direccién del vector unitario u = (a,b) evaluada en el punto
(z0,90) ¥ si Duf(3,2) =1y Dyf(3,2) = v/8 calcular Dy, f(3,2) cuando u = (%, %),
—(v2 _¥2 — 1 2
S e ()
Primero que todo
Dwf(3,2) =Vf(3,2) - w (2.3.268)
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si se escribe w en términos de u, v, es decir,
W = ciu + v (2.3.269)
se tendria por distributividad del producto punto

Vi(3,2) - w=c1Vf(3,2) - utcaVF(3,2) v =c1Duf(3,2) +c2Dyf(3,2) = c1 + V8es

(2.3.270)
por lo tanto el problema se ha reducido al de encontrar las constantes ci,co. Para esto
hay que resolver el sistema

3 V2 1
2e1 + Lo = ——
{Z IR (2.3.271)
2c1 — %o = =
5 2 NG
que tiene por solucién ¢y = é , Cy = —2—V710. Por lo tanto
5  2v/80
Do f(3,2) = 4 - = (2.3.272)

Ejemplo 49. La ecuacién z +y + 2z = F (e/(*72) e9+2)) determina a z = h(z,y)

donde F, f, g, h son funciones diferenciables. Hallar % y g—; y verificar que se

cumple % + g—z =-1
Defina
u= el gy = 9+3) (2.3.273)
se tiene que
x4+ y+2z=F(u,v) (2.3.274)
tomando diferenciales a ambos lados
oF oF OF [0Ou ou OF ([ 0Ov ov
dr+dy+2dz = —du+—dv=— | —d —d — | —d —d 2.3.275
Tray+ece ou u+3v YT <3x x+8z Z>+8v <8y y+32 Z) ( )
Como
% = ef($+z)f/(x + Z) — ef(x+z)f,(aj + Z)

3 (2.3.276)

a—Z e eg(y+z)g/(y + Z)

du
gz
8_2 = eg(y+z)g/(y + Z)

por lo tanto como z = z(x,y) se tiene que

dr+dy+2z,dx+2z,dy = Foe’ @2 f1(242) (dx + zpdz + zydy)—i—Fveg(erz)g/(y—i—z) (dy + zpdx + zydy)
(2.3.277)
o bien igualando los coeficientes con dz, dy

1422, = Bl @40 fl(a 4 2) (1 + 2,) + Fued02) g/ (y + 2)z,

142z, = Fef @2 f/(z 4 2)z, + F,e9W 2 g/ (y + 2)(1 + 2,) (2.3.278)
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finalmente se obtiene que

0z el @+ 2) - (2.3.279)
Or ~ 2— Foel @2 fl(z + 2) — Fye y+z)g’(y +2) o
i FoelV gy +2) — 1 (2.3.280)
QY 2— Fuel @) fi(z + 2) — Fed 2 g/(y + 2) o

De lo cual es claro que % + 3_5 =-1

Ejemplo 50. Sea F(z,y,z) =a"f (%, %) Demuestre que xam + yay + zaz =nF
Sea

=2 w=Z (2.3.281)
x x
Por lo tanto se tiene que
Fy=na"'f +a2"f, F,=2"f, F,=2a"f, (2.3.282)
Luego por regla de la cadena
z
T T
1
fy = fuuy + fvvy = fu <;> (23284)
1
[z = fuuz + fovz = fu <5> (2.3.285)

De esta forma

eFy+yFy+2F, = nx" f+z" <fu (__y2> + fo < : >>+m"fu —HU”fv =na"f=nF
x x2 x
(2.3.286)

Ejemplo 51. Dado el campo escalar f(z,y,z) = zyzy lacurvar (0) = (66 cos B, e’ sin6, 66)
con 0 < 0 < 27. Halle el valor maximo de la derivada direccional de f a lo largo
de la curva C en la direcciéon del vector tangente unitario T(f) y determine
los puntos donde tal maximo se presenta.

Primero que todo hay que recordar la formula de la derivada direccional Dg f(x,y, z) =
Vf(z,y,z) - @ por lo que hay que calcular el gradiente del campo. Es facil verificar que

Vi(z,y,z) = (yz)i+ (xz)j+ (zy) k (2.3.287)

como direccion se quiere tomar aquella que determina el vector tangente, es decir, @(f) =

T (0). Dado que

v(0) = (60 cosf — ¢’ sinf, e’ sin @ + e cos b, 66> (2.3.288)
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su norma o rapidez es

v=e¢ \/(cos 0 —sin ) + (cos O +sin0)* +1 = eV/3 (2.3.289)

el vector tangente se encuentra normalizando la velocidad

1
T () = —= (cos — sinf,sinf + cos b, 1) (2.3.290)

V3

De esta forma la derivada direccional en cada punto (ee cosf,e’siné, 69) es

Daf (ee cosf, e’ sin 6, 69) = sin 6, €?? cos 6, e?? cos O sin 9) -(cosf —sinf,sinf + cos b, 1)

% <e29

(2.3.291)
629
= 7 (sinf cos 6 — sin? § 4 cos fsin 6 + cos” § + sin 6 cos 9) (2.3.292)
e (3
-3 (5 sin (260) + 1 — 2sin? 9> (2.3.293)

Para hallar los puntos en que se alcanza el maximo (o minimo) se deriva la expresion
anterior con respecto al pardmetro y se iguala la derivada a cero, es decir,

2629 3 . . 9 620 .
% 2 sin (20) + 1 — 2sin“ 6 | + 7 (3cos (20) — 4sinfcosfh) =0 (2.3.294)

como la exponencial siempre es positiva la expresién anterior puede simplificarse en

3sin (20) + 2 — 4sin? 6 + 3 cos (20) — 2sin (20) = 0 (2.3.295)
usando la identidad sin? @ = 1_%5(26) al final hay que resolver
sin (26) + 5cos (20) =0 (2.3.296)
Observe que si #y cumple la igualdad anterior entonces
e?fo /3
Daf <e‘9° cos O, €% sin 6y, 690) = — <— sin (20p) + 1 — 2sin? 90> (2.3.297)
V3 \2
e2fo (15 13200
= ——cos (260y) + cos (20 > =— cos (20 2.3.298
(7 cos (280) + cos (280) ) = == cos 2) (28209

para que el valor sea un maximo se ocupa que cos (26p) < 0 por lo que 26y debe en-
contrarse en el segundo o tercer cuadrante, es decir, 7 < 0 < BQT” o bien %’T <0< %r.
Luego los angulos que funcionan (en grados) son 67 ~ 50,65 y 02 = 230,65 y los puntos
correspondientes son r (61) y r (62) (aqui habria que pasar primero los angulos a radianes
para evaluar).

Por ejemplo, como en radianes 61 = 0,88 y 03 = 4,02, Dgf (61) = 4,20 y Dgf (62) =
2245,60 el segundo angulo es el candidato para el maximo. Sin embargo, hay que revisar
también los valores en los extremos del intervalo. Como Dgf (0) = 0,57 y Daf (27) =

16555 eso significa que el maximo se alcanza en 2.

169



2 Diferenciacion y Optimizacién de Campos Escalares

Ejemplo 52. Un punto se mueve en el espacio segin la ecuacién vectorial r(t) =
4costi+ 4sintj 4+ 4costk. Probar que la trayectoria es una elipse y encontrar
la ecuacién del plano que la incluye.

Para ver que la curva es una elipse se utiliza la idea de que una elipse es la intersec-
cién de un elipsoide con un plano. Para encontrar el elipsoide observe que cada punto
(,y,z) = (4cost,4sint, 4 cost) sobre la curva cumple la ecuacion del elipsoide

2 2

Sy =16 (2.3.299)

y cada punto cumple a su vez la ecuaciéon del plano
x—z=0 (2.3.300)

por lo que la curva es una elipse.

Ejemplo 53. Determinar la longitud de arco de la siguientes curva: x = 3sin 2¢,
y = 3cos 2t, z = 8t desde (0,3,0) hasta (0, 3,8)

Dado que r(t) = (3sin 2t,3 cos 2t, 8t) se tiene que v(t) = (6 cos2t, —65sin 2t,8) por lo
que su rapidez es

v = V/36 cos? 2t + 36sin% 2t + 64 = 10 (2.3.301)

luego el diferencial de longitud de arco es
ds = vdt = 10dt (2.3.302)

el punto (0,3,0) corresponde a t = 0 mientras que (0, 3,87) corresponde a t = 7 por lo
que la distancia recorrida es

5= / 10dt = 10 (2.3.303)
0

Ejemplo 54. Considérese la superficie representada por la ecuaciéon z = xy +
23 —y. a) Calcular la derivada direccional de z en el punto (0,1) en la direccién
paralela al vector r = —i+2j. b) Calcular los planos tangentes a esta superficie
en los puntos (1,1,1) y (0,2,—4). c¢) Encontrar el angulo que forman dichos
planos tangentes. d) Calcular la pendiente de la recta tangente a la curva
z=axy+ax3—y, y =2z en el punto P = (1,2,1)

a) Para calcular la derivada direccional se calcula el gradiente (en dos dimensiones)

Vz=(y+3a®z—1) (2.3.304)

Para la direccién hay que normalizar el vector

£ = |—r| = (-% %) (2.3.305)
r
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por lo que

Dez(0,1) = (V2(0,1)) - = (1,—1) - <_% %) _ _% (2.3.306)

b) La superficie es g(z,y, 2) = 2y + 2 — y — z por lo que su gradiente da
Vg=(y+32®,2—-1,-1) (2.3.307)

como Vg(1,1,1) = (4,0,—1) la ecuacion del plano tangente en ese punto es
(z,y,2)-(4,0,—1) = (4,0,—1) - (1,1,1) (2.3.308)

o bien
4r —2=3 (2.3.309)

como Vg (1,2,1) = (5,0,—1) la ecuacion del plano tangente en ese punto es
(z,y,2) - (5,0,—1) = (5,0, —1) - (1,2, 1) (2.3.310)
o bien
br —z =4 (2.3.311)

c¢) El angulo entre los planos tangentes es el dngulos entre los vectores normales co-
rrespondientes, es decir,
(4,0,—1) - (5,0,—1) 21

s = = 2.3.312
co TG i (2:3.312)

por lo que (en grados)
0 =2,72 (2.3.313)

d) Para calcular la pendiente se regresa a la interpretacion de z = xy + 23 — y como
una superficie que se “levanta” sobre el plano xy.
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Figura 2.3.17: Pendiente de la recta tangente

en tal caso la pendiente debe ser la derivada direccional de z a lo largo de un vector

que indique la direccién de la recta y = 2x, es decir, G = <%, %) Por lo tanto
Daz(1,2) = V2(1,2) - i = (5,0) (1 2) > (2.3.314)
az(1,2) =Vz(1,2)-a=((5,0-| =, — | = — .3.
" V5 V5] VB

Ejemplo 55. Las tres ecuaciones F'(u,v) =0, u = 2y, v = /22 + y> donde F es

diferenciable, definen una superficie en R3. Determinar un vector normal a

esta superficie en el punto (1, 1, \/§) si se sabe que %_5 (1, \/5) =1y %—f(l, V2) =2
La superficie bien definida por

9(z,y,2) = F <:vy Va? + y2) =0 (2.3.315)

Por regla de la cadena
0y _OFOu OFOv_OF | OF
dr  oudr  ovor ou’ o \/x2 4 2
dg O0FOu OFOJv OF oF Yy
=t —— = — —_—— 2.3.31
oy 8u8y+82}8y 8ux+8v,/m2+y2 (2:3.317)
9g

Claramente 57 = 0y cuando z = 1,y = 1 se tiene u = 1 y v = V2 por lo que se toma
como vector normal

n:Vg(l,l,\/ﬁ) = (1-1+2-ﬁ>i+<1-1+2-ﬁ>j: (%) (i+3J)
(2.3.318)

(2.3.316)
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Ejemplo 56. Suponga que F(z,y,z) = 0 define implicitamente a z = f(x,y).
| Foa(F2)? =2 Fo Fo+ Foa(Fr)®

Muestre que z,, =

(F:)°
Primero que todo por el teorema de la funcién implicita se tiene que
F,
2y = — Lx(@9,2) (2.3.319)
Fi(x,y,2)

Para calcular z,, se utiliza el siguiente digrama donde se introducen artificialmente las
variables t =z, s =y

Figura 2.3.18: Diagrama Implicita

de esta forma se escribe temporalmente

E(t7 S, Z)
= — 2.3.320
T T E(ts,2) (2:3:320)
Por lo que
9L p, — 9L
Zow = — (5 F E ) (2.3.321)
(F:)
por regla de la cadena
8F1t Ft Ftth B F1tzF1t
— = Fyt, + F; =Fy—F,—=—"—"— 2.3.322
B ttte + Liz2z tt . I ( )
OF F, F,F,—F,.F
8; = Fouly + Faozg = Fuy — Fft = % (2.3.323)
z z
de esta forma ) )
o _Ftt (Fz) - thFth - -gthth + Fzz (Ft) (23324)
(F:)
finalmente se regresa a la notacién original para obtener
Yoy = _F:m: (Fz)2 - 2szF:sz ‘|‘Fzz (F:v)2 (23325)

(F2)°

tal como se buscaba.
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Ejemplo 57. Halle los valores de las constantes a, b, c para los cuales la derivada
direccional de la funcién f(z,y,z) = axy® + byz + cz22® en el punto P (1,2,—1)
tenga el valor maximo 64 en direccidén paralela al eje z

Primero que todo el gradiente la funcion es

Vf(2,y,2) = (ay® + 3cz*2%) i+ (2azy + bz) j + (by + 2cz2”) k (2.3.326)
por lo que en el punto (1,2,—1)
V£(1,2,—1) = (da+3c)i+ (da—Db)j+ (2b—20) k (2.3.327)

por hipotesis la derivada direccional debe ser méxima en la direccién paralela al eje z.
Como la direcciéon maxima es la del gradiente, esto significa que

4a+3c=0 4a—b=0 (2.3.328)

por lo que
Vfi1,2,-1)=(2b—-2c)k (2.3.329)

Luego, también debe cumplirse que la direccién méxima es +k (pues el problema solo
dice que debe ser paralela al eje z)

D f(1,2,-1) = £Vf(1,2,-1) - k = £(2b — 2¢) = 64 (2.3.330)

o bien
b—c= 432 (2.3.331)

de esta forma hay que resolver el sistema de ecuaciones

4a+3c=0
4da—b=0 (2.3.332)
b—c=432

las primeras dos ecuaciones dicen que b = —3c por lo que en la tercera ecuacion se tiene

—4c¢ = 432 o bien ¢ = F8. De esta forma b = +24 y a = +6.

Ejemplo 58. Suponga que la expresion F (¢(z),¢(z),y*) =0 con F : R* — R,
p,1 : R — R diferenciables, define implicitamente una funcién diferenciable
y = f(z). Determine f'(z).

Sea u = ¢(z), v = ¥(x), w = y3. Tomando diferenciales a ambos lados

OF oF oF
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0 bien OF OF OF
vE Y el 2 —
50 ¢ (x)dz + 5 ' (z)dx + 5 3y“dy =0 (2.3.334)

como y = f(x) se tiene que dy = f'(x)dx por lo que
(Fu (z) + Ft/ (z) + 3Fuy* f'(z)) dz = 0 (2.3.335)
o bien

Fuy'(z) + Fyi' (z)
3y?Fy

fl@) =~ (2.3.336)

Ejemplo 59. Sea F' : R — R la funcién definida por F (z1,22,... z,,) = f (21,21 + 22, -

donde f: R"™ — R es una funcion diferenciable. Si Vf(1,2,--- 'n) = (1,2,--- ,n)
determine VF(1,1,---,1).

Primero se define w1 = z1,u2 = 1 + 22, ,up = 1 + T2 + -+ + x, . Tomando
diferenciales a ambos lados
oF oF oF af of af
—d —d v+ ——dx, = —d —d e+ ——d 2.3.337
11 Ty + 0o T2 + + ot Iy uy u1 + s U + + o, Up, ( )
claramente
du; =dx1 dus =dxy +dxy du, =dzry +dre + - +dz, (2.3.338)

luego igualando “coeficientes”

OF _0f [0f |, 0f oS
dry  Oup  Ous ou, — ou; (2.3.339)
OF,  Of Of = 0f
B O H 2.3.34
6902 8UQ + + aun Z; auz ( 33 0)
(2.3.341)
OF, _ 0§ {01
o = B = > (2.3.342)

8ui

i=n

VF(1,1,---,1) = <iziz iz) (2.3.343)

i=1 =2 i=n

de esta forma
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22 —ycos (uv) + 22 =0
Ejemplo 60. El sistema de ecuaciones { 22+ y2 — sin (uv) + 222 =2 define

ry —sinucosv+ 2z =0

x,y,2z como funciones de u,v. Calcular las derivadas % y % en el punto

r=y=1lLu=35,v=0,2=0.

Las tres ecuaciones anteriores pueden escribirse como f1(z,y, z,u,v) = 0, fo(z,y, z,u,v) =
0, f3(z,y, z,u,v) = 0 donde f; = 2% — ycos (uv) + 22, fo = 2% + y? — sin (uwv) + 222 — 2,
fs = xy — sinucosv + z. Tomando diferenciales en cada ecuacion

2zdx — cos (uwv) dy + 2zdz + yv sin (ww) du + yusin (uv) dv = 0
2xdx + 2ydy + 4zdz — v cos (uv) du — u cos (uv) dv =0 (2.3.344)

ydx + xdy + dz — cos ucos vdu + sinu sinvdv = 0

usando que x = z(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v) se tiene dr = xydu + z,dv , dy =
Yudu + yydv, dz = z,du + z,dv por lo que el sistema de ecuaciones se convierte en

(224 — cos (uv) Yy + 222y, + yvusin (wv)) du + (2zx,, — cos (uv) Yy, + 222, + yusin (uv)) dv =0
(2xxy + 2yyy, + 422y — veos (wv)) du + (2xxy + 2yyy, + 422, — ucos(uv)) dv = 0
(yxy + Yy + 24 — cosucosv) du + (Y, + Yy + 2y + sinusinv) dv =0
(2.3.345)
como interesan los valores de las derivadas en el punto z =y =1, u= 5, v=0, 2 =0
se sustituye en el sistema anterior y hay que resolver

(224 — yu) du + (2z, — y,) dv =0
(23 + 2yy) du+ (22 + 2yy — 5) dv =0 (2.3.346)
(Tu + Yu + 2u) du + (T + Yo + 20) dv =0

igualando cada coeficiente a cero hay que resolver

Yu = 214 Yo = 2Ty
Yu = —Ty Ty + Yo = % (2'3'347)
Tyt Yu+ 20 =0 Ty + Yo+ 20 =0

de las ecuaciones anteriores se concluye que

s
xuzo yu:O ZUZO Ty =75 Yo =

2.3.348
3 ( )

T ™
6 T

Ejemplo 61. Sea F' una funcién real de dos variables reales tal que las de-

rivadas parciales D1 F y D>F son siempre no nulas. Sea u otra funcién real
de dos variable reales tal que las derivadas parciales % y g—; estan ligadas

por la ecuacion F <%, g—;‘) = 0. Demuestre que existe una constante n tal que

2, 52 2 n .
%273 = <a‘15‘y> y determine el n
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Definiendo t = % ys= g—;‘ se tiene que F'(t,s) = 0. Tomando diferenciales a ambos
lados

oF oF
—dt + —ds = 2.3.34
En + 55 S 0 (2.3.349)
como
dt = Upedx + Ugydy  ds = Ugyds + uyydy (2.3.350)
por lo que
(Fiuge + Fougy) dr + (Frugy + Fsuyy) dy =0 (2.3.351)
o bien P 7
u tUu
Upy = _—‘};y Uyy = ——F:y (2.3.352)
de aqui es claro que
Uty = (Ugy)? (2.3.353)

por lo que n = 2

2.4. Teorema de Taylor

El teorema de Taylor es una herramienta muy poderesa para hacer calculos que invo-
lucran funciones que no se conocen. En la practica es comun utilizarlo para “truncar” la
funcién, es decir, aproximar la funcién por su polinomio de Taylor de primer o segundo
grado. Antes de presentar el teorema de Taylor, se va a hacer una motivacién con un
campo escalar T'(z,y). Suponga que se quiere el valor de T (x + Az, y + Ay) en funcion
de T'(z,y). Entonces igual que las veces anteriores

T(z+ Aw,y+ Ay)—T(x+ Aw,y) +T(x + Az,y) — T(z,y) (2.4.1)

~~

1 2)

Primero se va a analizar (1) pero ahora la diferencia va a ser que se van a considerar
términos cuadraticos. Luego,

2
(1) ~ oT (z —gyAw, Y) Ayt 10°T(z + Aw, y)

5 3 (Ay)? (2.4.2)

Como interesa aproximar la funcion con respecto a (z,y), las derivadas parciales deberian
. sz T (z+Az,y)
estar evaluadas en (x,y) por lo que se realiza una expansion de Taylor para —

?*T(z+Az,y) T (z+Az,y)
dy? ox

y para . Como hay un factor Ay frente a es suficiente expandirla

a primer orden, es decir

0@+ Avy)  OT(wy)  OT(xy)
Oy Oy 0x0y

Az (2.4.3)
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?*T(z+Ax) . sz
Luego, para —gy7  ©s necesario solo hacer una expansiéon de orden cero pues hay un

factor (Ay)? frente a él
OPT(x + Dayy)  O°T(x,y)

o - (2.4.4)
Sustityendo 2.4.3 y 2.4.4 en 2.4.2 se obtiene que
oT (x,y 0*T (z 32T T,y
Para (2) se hace algo similar
oT(x,y 10°T(x,y
(2) ~ %m 5#) (Az)? (2.4.6)
Sustituyendo 2.4.5 y 2.4.6 en 2.4.1 se tiene
A A 3T($7?J)A aT(il%y) A
T(z+ Az,y+ Ay) ~T(x,y) + e TRV 2.4.7)

+2 (3 T(Ivy) (Ax) 8 T(l‘ y)AxAy + o2 T(l‘ Y) (Ay) >

El caso en que el campo escalar depende en tres variables se puede encontrar de forma
similar:
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Sea T'(z,y, z) un campo escalar y Ar = (Ax, Ay, Az). Suponga que T es de clase C?,
es decir, tiene derivadas parciales de al menos tercer orden continuas. Entonces

T(x+ Az, y+ Ay, z+ Az) =T(x,y, 2)
_’_dT(g::;y,z) Az + dT(mq;y.z) Ay + 8T(:p,y,z) Az

2 xr z T,Y,z xT,Y,z e N
+% (a Tég;:éy, ) (Aw)z 92 Tég . ) (Ay)z a Téﬂy ) (Az)2> (2.4.8)

+1 (20 P Ng Ay + 22ED pg 4 2%@&) + Ry (Ar)

donde R (A
Ifm M =0 (2.4.9)
Ar—0 ‘AI“
En forma maéas compacta,
T(r+ Ar)=T(r)+ VT (r) Ar + = (Ar) 7 (r) Ar 4+ Ry (Ar) (2.4.10)
Donde se ha escrito Ar como vector columna
Ax
Ar=| Ay (2.4.11)
Az
y Hrp (r) es el Hessiano del campo escalar
o’r  9*r 9T
0r?  Oxdy Oxdz
Hp=| 2L 27 2T (2.4.12)

Observe que el Hessiano es una matriz simétrica.

2.5. Optimizacion de Campos Escalares

Al igual que en el caso de una variable, es importante saber cuando un campo escalar
alcanza valores maximos o minimos. Al igual que en una variable, muchas veces esos
valores son locales, es decir, no representan un maximo o minimo global del campo
escalar, sino simplemente son un méximo o minimo con respecto a puntos vecinos.
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= Si T'(x,y, z) es un campo escalar, se dice que el punto P es un maximo relativo si
existe un bola abierta B tal que P € B y para cualquier punto ) € B se tiene

T(P) > T(Q) (2.5.1)

= Si T(z,y,z) es un campo escalar, se dice que el punto P es un minimo relativo si
existe un bola abierta B tal que P € B y para cualquier punto ) € B se tiene

T(P) < T(Q) (2.5.2)

> Un punto P es critico si

VT(P) =0 (2.5.3)

Suponga que se sabe de alguna forma que P es un méximo relativo, entonces existe
una bola abierta B que contiene a P como en la definicién anterior. Como se esta dentro
de una bola, se puede considerar el segmento de recta que pasa por P en direcciéon v
como

Q(t) = P +tv (2.5.4)

Observe que no toda la recta va a estar contenida en la bola B, sino solo un segmento de
la recta, pero esto es suficiente para lo que sigue. Suponiendo que el segmento contenido
dentro de la bola incluye el intervalo de tiempo (—4, ) entonces como P es un maximo
y P = Q(0) se tiene

T(Q(0)) > T(Q(t)) Vt € (—6,0) (2.5.5)

La ventaja ahora es que como se esta viendo el valor de T a lo largo de una curva el
problema es de una dimensién y por célculo en una variable se sabe que los méximos de
una funcion f(t) requieren que f'(t) = 0, aqui el analogo de la derivada es la derivada

direccional, por lo que
D;T(P)=0 (2.5.6)

pero por 2.2.26
(VT(P)) ¥ =0 (2.5.7)

Como el vector v es arbitrario debe tenerse
VT(P)=0 (2.5.8)

es decir, P debe ser un punto critico. Como el razonamiento es el mismo en el caso de
que el valor sea minimo, se concluye que

Si P es un méximo o minimo relativo, entonces P debe ser un punto critico, es decir,

VT (P) = 0.
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2.5.1. Criterio de la Segunda Derivada

En analogia con el criterio de la segunda derivada para funciones de una variable,
existe un criterio de la segunda derivada para campos escalares. Por comodidad se va a
estudiar primero la version para campos de dos variables T'(z,y). La idea es tomar la
expansion de Taylor 2.4.7

T(z+ Az,y+ Ay) ~T(z,y) + aTégf:’y) Ax + 8Tg;,y) Ay

L (.2 . (2.5.9)
+ (T3 (Ba)? + 255 Aty + S50 (M)’

Como se menciond antes, los méximos o minimos deben ser puntos criticos, por lo que
el gradiente se anula y la expansién puede escribirse como

1 8T;(:§,y) 328T(57y) A
T(z+ Az, yAy) ~T(x,y) + 3 (Lz Ay) 9T (2.1) BQT(g?{y) < Ay ) (2.5.10)

0zx0y oy
De lo anterior se observa que el problema de maximos y minimos se reduce al de investigar
el comportamiento del Hessiano de T', es decir, estudiar

(2.5.11)

oT?(z,y)  O?T(x,y) )

_ Ox2 0z0y
Hr (z,y) = ( P*T(ay) P*T(ry)
0xdy oy?

Aqui el punto (z,y) debe considerarse como fijo, por lo que puede escribirse el Hessiano
como

Hrp(z,y) = ( Z g ) (2.5.12)

Luego, por Algebra Lineal se sabe que existe un cambio de coordenadas a través de una
matriz ortogonal () que diagonaliza un matriz simétrica. Es decir, el cambio de variables

( ﬁ:}‘ > = Q( iz > (2.5.13)

8T2(9§7y) O*T (x,y) Ax
convierte ( Ax Ny ) 32%(6@;/) 8287?86%@;) < Ay > o

Ozdy Oy?
AL (Au)? 4 Ao (Av)? (2.5.14)
donde Aj, Ay son los valores propios de Hp(x,y).
Es decir,
1
T(x+ Az,y+ Ay) —T(x,y) = 3 <)\1 (Au)? + Xy (Av)2> (2.5.15)
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De aqui se puede observar lo siguiente: el problema de determinar méximos o minimos
se reducen al de estudiar los signos de los valores propios del Hessiano. Como para una

matriz dos por dos se tiene que sus valores propios cumplen las siguientes dos relaciones:®
det Hp(x,y) = ac — b* = A\ o (2.5.16)
trHr(z,y) =a+c= A1 + A2 (2.5.17)

= Si ambos valores propios son positivos dado que (Au), (Awv) no pueden ser ambos
nulos a la vez (pues en tal caso se compararia los valores en el mismo punto) de
2.5.15 se ve que T(x + Azx,y + Ay) > T(x,y) lo cual significa que T'(x,y) es un
minimo relativo. Por 2.5.16 y 2.5.17 se ve que pedir A\; > 0y A2 > 0 es lo mismo
que pedir ac —b?> >0y a+c > 0.

= Si ambos valores propios son negativos de 2.5.15 se ve que T'(z + Ax,y + Ay) <
T(z,y) por lo que T(x,y) es un maximo relativo. Por 2.5.16 y 2.5.17 se ve que
pedir A\; <0y Ay < 0 es lo mismo que pedir ac —b*> >0y a+ ¢ < 0.

©> Si los valores propios tienen signos distintos entonces de 2.5.15 se ve que depen-
diendo de los valores de Au y Awv podria tenerse que la diferencia entre T'(z +
Ax,y+ Ay) y T(z,y) sea positiva o negativa, por lo que T'(x,y) no es ni maximo
ni minimo, sino un punto de ensilladura, es decir, dependiendo de la direccién en
la que uno se acerque el valor T'(x,y) es un maximo o un minimo, pero no es un
maximo o un minimo para todas las direcciones posibles, que es lo que se pide en
la definicién de minimo y méaximo relativo. El que los valores propios tengan signos
distintos es equivalente a ac — b* < 0.

> Si uno de los valores propios es cero, por ejemplo, A\; = 0 entonces en 2.5.15
se tiene que T(z + Az, yAy) — T(z,y) = I (Av)?. Luego, como (Av) > 0 en
general se tendria nada mas T'(x + Az,y + Ay) > T(z,y) pero aqui el criterio
no es concluyente pues los términos adicionales en la expansién de Taylor podrian
convertir la desigualdad en una desigualdad estricta. Como el que un valor propio
sea 0 es lo mismo que ac — b?> = 0 se tiene que el criterio de la segunda derivada
no es concluyente en este caso.

En resumen se tiene,

La traza de una matriz es la suma de los valores sobre la diagonal
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Para hallar los maximos y minimos relativos de un campo 7T'(z,y)

1. Se hallan primeros los puntos criticos de T, es decir, los puntos donde g—g =0y
=0
2. Para cada uno de esos puntos se considera el Hessiano
OT?(zy)  0%T(z,y)
Hr (z,y) = < o) PO ) (2.5.18)
Oy Oy?

3. Si el determinante del Hessiano es positivo y la traza es positiva entonces (z,y)
es un minimo relativo. Esto es equivalente a T, T, — (Tgcy)2 > 0 y verificar que
Tpe >0

4. Si el determinante del Hessiano es positivo y la traza es negativa entonces (z,y)
es un maximo relativo. Esto es equivalente a T, T, — (7. xy)Q > 0 y verificar que
Tew <0

5. Si el determinante del Hessiano es negativo el punto (z,y) es un punto de ensilla-
dura, es decir, es un maximo o un minimo dependiendo de la direccién en que uno
se acerque al punto.

. Si el determinante del Hessiano es cero el criterio es no concluyente.

Ejemplo 62. Clasifique los puntos criticos de f(z,y) = e?**3¥ (83:2 — bzy + 3y2).
Primero se calculan las derivadas parciales de f

of

o= 2% (827 — 6zy + 3y?) + > (162 — 6y) (2.5.19)
xr

d

B_ZJ; = 3T (827 — 6zy + 3y?) + T (—61 + 6y) (2.5.20)

Luego, los puntos criticos ocurren cuando ambas derivadas parciales son cero por lo que
debe resolverse el sistema

2e273Y (822 — 6y + 3y?) + €277 (162 — 6y) = 0
) , RO (2.5.21)
3e27T3Y (822 — 6y + 3y?) + 2773 (—6x + 6y) = 0
que es equivalente al sistema
822 — 6 3y>+ 8z — 3y =0
v omy Sy (2.5.22)
8x° — 6xy +3y* — 2z +2y =0
Restando ambas ecuaciones se tiene
102 = 5y (2.5.23)

183



2 Diferenciacién y Optimizacién de Campos Escalares

o bien
2e =y (2.5.24)
y sustituyendo en la primera ecuacion del sistema se tiene
822 — 1222 + 1222 + 8z — 62 = 0 (2.5.25)
que tiene puede factorizarse como
z(8x+2)=0 (2.5.26)
quedaz=00x=—7 y como 2z = y los puntos criticos son (0,0) y (—%, —%)
Ahora hay que hallar el Hessiano. Como
gf = 2e%+3Y (822 — 6zy + 3y? + 8z — 3y) (2.5.27)
f = 3e*3Y (822 — 6xy + 3y* — 2z + 2y) o
Se tiene
Q = 4e2r+3y (8:6 — 6zy + 3y? + 8z — 3y) + 4€** T (8z — 3y + 4)
i = 6e27 3 (822 — Gy + 3y + 8z — 3y) + 6XH (—20 + 2y — 1) (2.5.28)
2
gy{ = 9e*3Y (822 — 6zy + 3y* — 2 + 2y) + 9e** TV (=22 + 2y + 2)
Por lo tanto el Hessiano es

Ho(z,y) 4e** T3 (822 — 6xy + 3y* + 162 — 6y + 4)
PEI = 6623 (822 — 6y + 3y® + 62—y — 1)

Para el punto critico (0,0) se tiene

Hy (0,0) = ( i% _66 > (2.5.30)

Como det H;(0,0) =60 y trH7(0,0) = 22 se concluye que (0,0) es un minimo relativo.
Para el punto critico }l, 5)

L1y (e ()
Hy <_Z’_§> (6@—2( 5 9e72 (1) ) (2.5.31)
Luego det Hy(—1, -3y =¢7* (-

(—60) < 0 por lo que el punto es un punto de ensilladura

6e* 3 (822 — 6xy + 3y* 4 62 —y — 1)
9e2r+3y (8:62 — 6y + 3y% — dx + 4y + %)

(2.5.29)

Ejemplo 63. Determine y clasifique los extremos de la funcién f(z,y) = 22
zy + % + 3z — 2y + 1 definida sobre el rectangulo -2 <z <0, 0<y <1

>~ > Uy >~ >~ 1.
Aqui se tiene definida la funcién tnicamente sobre el recténgulo. Dado que un rectan-
gulo es un compacto, la funcién siempre va a alcanzar un méaximo y minimo. A su vez
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para los puntos sobre la frontera del rectangulo, es decir, para los cuatro lados del rec-
tangulo, no es posible acercarse desde todas las direcciones, por lo que el procedimiento
va a tener que distinto en esa situacién.

\

Figura 2.5.1: Regién de optimizacion

Primero, para los puntos en el interior del rectangulo, se tiene que

af _ af _
D 20 —y+3 9y T+ 2y —2 (2.5.32)

Por lo que hay que resolver el sistema

2r—y+3=0 (2.5.33)
—z4+2y—2=0 o
que tiene como solucién (—%, %) Como
0% f 0% f 0% f
x2 Oxdy Oy? ( )

El Hessiano de la funcion es

Hy <—§é> = ( _21 _21 ) (2.5.35)

Como det Hy = 3 y trH; = 4 el punto critico es un minimo relativo. Observe de paso
4 1\ _ 4
que f(=3.3) = —3
Ahora hay que analizar el comportamiento de la funcion sobre los lados del rectangulo.

1. Lado -2 < 2 <0 y = 0: Aqui f(x,0) = 22 + 3z + 1 por lo que ahora se tiene
una funcion de una variable definida sobre [—2,0]. Observe que de forma similar
al rectangulo se analiza f sobre —2,0 y sobre el intervalo abierto (—2,0). Primero

—2,0)=—-1y ,0) = 1. Sobre el intervalo (—2, = = 2z + 3 el punto
2,0) = —1y f(0,0) = 1. Sobre el i lo (—2,0) 20 — 94 4 3 el
T = —%, y = 0 seria un candidato para el maximo o minimo absoluto de la funcién

sobre el rectangulo. Observe que f (—%, O) = —%
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2. Ladoz =0 0 <y <1:Aqui f(0,y) = y> — 2y + 1. Primero f(0,0) = 1y
f(0,1) = 0. Luego se analiza el comportamiento sobre el intervalo (0,1). Como
%(;,y) =2y — 2 el punto z = 0,y = 1 ya fue considerado.

3. Lado 2 <z <0 y=1: Aqui f(z,1) = 22 + 2z. f(~2,1) = 0y 22D — 95 4 9
y f(i]w 1) =-1

4. Lador = -2 0<y<1:Aqui f(-2,y) =y>—1. %@f’y) = 2y y ya fue analizado
el punto (—2,0).

Finalmente, la lista de todos los puntos que son candidatos para maximos y minimos
absolutos son

| (zy) [ flzy)

(—3.3) | —3
(—2,0) | —1
(0,0) 1
(—3.0) | -3

(0,1) 0
210 ] 0
C1,1) | -1

De aqui es claro que el maximo absoluto ocurre en el punto (0,0) y el minimo relativo
coincide con el minimo absoluto y es en el punto (—%, %)

Es importante considerar el problema general de encontrar los méaximos y minimos
de una funcion que dependa de mas de dos variables f(z1,x2, 23, ,x,). Primero, con
un razonamiento anilogo al caso de dos variables, el punto debe ser un punto critico, es
decir, se deben anular las derivadas parciales en el punto. Segundo, podria hacerse una
expansion de Taylor de segundo orden y el problema se reduciria a estudiar el Hessiano

2 r o o
Bm% Ox10x2 0x10Tn_1 O0x10xn
o o )

Or20x1 : 0x20Tn

Hy = : : : : (2.5.36)
0%f : . . 0%f
8177LT181171 ’ . ) 817n—‘1817n

9% f 9% f o 9% f A% f

O0rn0T1 OxpnOxo Oxp0Tn_1 ox2

Nuevamente el Hessiano es una matriz simétrica y por Algebra Lineal se puede diago-
nalizar y el problema de méximos y minimos se reduce al de estudiar los signos de los
valores propios del Hessiano.

=> Si todos los valores propios son estrictamente positivos el punto corresponde a un
minimo
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=> Si todos los valores propios son estrictamente negativos el punto corresponde a un
maximo

=> Si algunos valores propios son positivos y otros negativos (pero ninguno es cero) el
punto corresponde a un punto de ensilladura, es decir, dependiendo de la direccién
en que uno se acerque el punto se veria como un maximo o un minimo

> Si algiin valor propio es cero el criterio no es concluyente

El problema se ha reducido al de hallar los valores propios del Hessiano. En general
habria que hallar las raices del polinomio caracteristico, sin embargo, como en realidad
no interesan los valores propios en si, sino dinicamente sus signos, el problema se facilita
mucho.

La técnica necesaria son los menores principales de una matriz. Si A es una matriz
n X n, el menor principal A, es el determinante de la submatriz k£ x k formada al tomar
las primeras k entradas de las primeras k de filas de la matriz. Por ejemplo, si

1 3 0 1
2 4 0 -3
A= 12 9 9 (2.5.37)
0O 0 0 5
Entonces
Al = det (1) =1
1 3
Ag—det<2 4>——2
1 3 0
Nzg=det| 2 4 0 =4
1 92 92 (2.5.38)
1 3 0 1
2 4 0 -3
Ay = det 1 2 92 9 = —-20
0O 0 0 5
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Para hallar los maximos y minimos de f(z1,---,2y)

1. Se hallan primero los puntos criticos de f, es decir, los puntos donde

9 g0

=0 .- 2.5.
Py Bz, 0 (2.5.39)

2. Se evaliia el Hessiano en los puntos criticos P.

3. Si det H¢(P) = 0 entonces el criterio no es concluyente.

4. Si Ap(P) > 0 para k=1,--- ,n entonces el punto P es un minimo relativo

5. Si (—1)k Ap(P) >0 para k=1,--- ,n entonces el punto P es un maximo relativo

6. Si no se cumple ninguno de los tres casos anteriores el punto P es un punto de
ensilladura, es decir, es un maximo o un minimo dependiendo de la direccién en
que se acerque al punto P.

Ejemplo 64. Clasifique los puntos criticos de f(z,y, z) = —2? —2zy—y>+423—12z.
Se calculan primero las derivadas parciales:

of of of 2
- 9y — ) 1 =12z — 12 2.5.4
ox Ty oy o 0z i (2.5.40)

Luego hay que resolver el sistema

—2x—-—y=0
—2 -2 =0 (2.5.41)
1222 -12=0

Los puntos criticos son P; = (0,0,1) y P» = (0,0,—1). Luego el Hessiano es

2f  o*f 9%

852 8&:2831 8J:282 -2 -1 0
— o°f o°f o°f —
»?f o f 9% 0 0 24z

0x0z  Oyoz 922

El Hessiano en P; es

-2 -1 0
Hi(P)=| -1 -2 0 (2.5.43)
0 0 24
y los menores principales son A1 = =2 Ay =3 Az =72y se puede observar que P;

tiene que ser un punto de ensilladura.
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El Hessiano en P es

-2 -1 0
Hi(P)=| -1 =2 o0 (2.5.44)
0 0 -—-24
y los menores principales son A = =2 Ay =3 Az = —T72y se puede observar que

P, tiene que ser un maximo.

2.5.2. Multiplicadores de Lagrange

A veces es necesario minimizar o maximar una funcién sujeta a ciertas restricciones o
condiciones de ligaduras. Por ejemplo, suponga que se quiere construir una caja rectangu-
lar con el volumen més grande posible. Si se alinearan los ejes de la caja con los ejes x,y, 2
el problema serfa el de maximizar el volumen V(z,y,z) = xyz. Si no hubiera ninguna
condicion sobre la caja, es claro que el problema no va a tener solucién porque siempre
se podria hacer la caja més grande para incrementar el volumen. Para que el problema
tenga alguna solucién realista, habria que imponer alguna condicién como que el area de
la caja debe ser 1000 metros cuadrados, es decir A(x,y,z) = 2 (xy + zz + yz) = 1000.
Entonces hay que maximizar f(x,y,z) = V(z,y,2) sujeta a la condicion (restriccion)
g(x,y,2) = A(z,y, z) — 1000 = 0.

El caso més sencillo por tratar entonces es el anterior: maximizar o minimizar f(x,y, z)
sujeto a g(z,y,z) = 0. Suponga que el punto P corresponde a tal maximo o minimo.
Como P debe cumplir g(P) = 0 esto significa que P debe estar en la superficie que define
g(x,y,z) = 0. Luego, igual que antes, se consideran las curvas que pasan por P en la
direccion v. La tunica diferencia es que ya no todas las direcciones son admisibles, pues
la curva debe estar sobre la superficie, por lo que las direcciones v deben pertenecer al
plano tangente que define la superficie g(z,y, z) = 0. Se llegaria a la condicion de que

(Vf)-¥=0 (2.5.45)

lo cual significa que V f(P) debe ser perpendicular a los vectores del plano tangente al
punto P. Sin embargo, ya existe un vector que es perpendicular al plano tangente en P,
que es el vector Vg(P), y como no puede haber mas de una direccion perpendicular al
plano, tales vectores deben ser paralelos, es decir,

Vf(P) = A\Vg(P) (2.5.46)

donde el numero A se llama el multiplicador de Lagrange.

Para hallar los puntos criticos de la funcion f(x,y, z) = 0 sujeta a la condicion g(z,y,z) =
0 se resuelve el sistema de ecuaciones

{Vf =AVy (2.5.47)

g(x,y,2) =0
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Ejemplo 65. Calcule los puntos criticos de f(z,y,z) = 2x 4+ 3y + z sujeta a
g(z,y,2) = 42 + 3y? + 2% — 80
Se calculan los gradientes de f y g

Vf=2i+3j+k (2.5.48)

Vg = 8xi + 6yj + 2zk (2.5.49)

Por 2.5.47 hay que resolver el sistema

2= )\8z
3=MX6

Y (2.5.50)
1=MX\2z

422 4 3y% + 22 =80

Observe que A # 0 para que halla solucién por lo que de las primeras tres ecuaciones

_ 1 _ 1 _ (2.5.51)
T YT fT .
y sustituyendo esto en la tltima ecuacién se tiene que
1 3 1
—+-—+-— =280 2.5.52
4)\2 * 4)\2 + 4)\2 ( )
o bien 5
AN = — 2.5.53
por lo que
1
A= ig (2.5.54)

y los puntos criticos son (2,4,4) y (—2,—4,—4).

Ahora hay que clasificar los puntos criticos del problema 2.5.47. Primero que todo,
observe que la condicion V f(P) = AVg(P) puede escribirse como

V(f—=Xg)(P)=0 (2.5.55)
lo cual sugiere definir la funcién auxiliar
Ly=f—\g (2.5.56)
y asi 2.5.55 se puede reescribir como
VLy=0 (2.5.57)

Observe que la condicién para Ly es la misma que la de encontrar los puntos criticos de
una funcién sin estar sujeta a condiciones de ligadura lo cual sugiere estudiar el Hessiano
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de L). Sin embargo, todavia hay que tener en cuenta la condiciéon g(z,y,z) = 0 por lo
que en realidad hay que estudiar la restriccion de Hp, restringida al plano tangente del
punto critico.

Para clasificar los puntos criticos del problema de maximizar f(x,y, z) sujeta a la con-
dicion g(z,y,2) =0

1. Se encuentran los puntos criticos resolviendo el sistema

(2.5.58)

Vf=AVyg
g(z,y,2) =0

2. Para cada punto critico P se construye el Hessiano Hp,, (P) de la funcion auxiliar
Ly=[f—-Xg

3. Si v es un vector del plano tangente a g(P), se calcula la forma cuadratica
q(v) =vTHL, (P)v (2.5.59)
donde el vector v se ha escrito como columna

4. Se asocia una matriz simétrica A a la forma cuadrética ¢(v) y se aplica el criterio
de menores principales a la matriz A para hallar sus maximos y minimos

Ejemplo 66. Clasifique los puntos criticos encontrados en el ejemplo anterior.
Se habia encontrado que los puntos criticos de f(z,y,z) = 2z + 3y + z sujeta a
g(z,y,2) = 42? + 3y? + 22 — 80 eran P; = (2,4,4) y Py = (=2, —4,—4).
Ahora bien, la funcion auxiliar es

Ly =2z +3y+2z— X (42® + 3y + 2* — 80) (2.5.60)
y sus derivadas parciales son
oLy 0Ly 0Ly
—= =2-8\ ——=3—-6\y —==1-2\ 2.5.61
ox o oy Y "o : ( )
Y 2L, &L, 9%Ly
927 Oxdy  0z0= -8\ 0 0
_ | 82L, 8L, 9L _
Hp, = 8$Bg/\/ ay; 8%/8; = 0 —-6A O (2.5.62)
02L, 8L, 9°L, 0 0 —2X
0xdz  Oyoz 022
Como el punto critico P = (2,4,4) corresponde a A = % se tiene que
-1 0 0
Hp,(P)=| 0 -3 0 (2.5.63)
0o o0 -1
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Como Vg = 8zi+ 6yj + 2zk se tiene que Vg(P;) = 16i + 24j + 8k los vectores del plano
tangente en P; son formados por dos vectores perpendiculares y linealmente indepen-
dientes a Vg(P;); se pueden tomar vi = i — 2k y v = j — 3k. Luego cualquier vector
del plano tangente se puede escribir como

v =tvy + svg = (t, s, —2t — 3s) (2.5.64)
por lo que
-1 0 0 t
gv)=(t s —2t—3s) 0 -2 0 s = —2t% — 3ts — 35>
0 0 —3 —2t — 3s
(2.5.65)

A= < _3 :é > (2.5.66)

como A1 = -2y Ay = % se tiene que (2,2,4) corresponde a un méaximo relativo.
Como el punto critico Py = (—2, —4,—4) corresponde a A = —% se tiene que
1 00
H,,(P)=[0 3 0 (2.5.67)
00 1
Como Vg = 8zi + 6yj + 2zk se tiene que Vg(P2) = —16i — 24j — 8k los vectores

del plano tangente en P, son formados por dos vectores perpendiculares y linealmente
independientes a Vg(P;); se pueden tomar v; =i— 2k y vo = j — 3k. Luego cualquier
vector del plano tangente se puede escribir como

v =tvy + svay = (t, s, —2t — 3s) (2.5.68)
por lo que
1 0 0 t
gv)=(t s —2t—3s) 0 2 0 s =2t 4+ 3ts + 35> (2.5.69)
00 1% —2t — 3s
v la matriz asociada a la forma cuadratica es
9 3
A= < 3 2 > (2.5.70)
5 3

como A1 =2y Ny = % se tiene que (—2, —2, —4) corresponde a un minimo relativo.
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Para clasificar los puntos criticos del problema de maximizar f(x1,--- ,z,) sujeta a las
m condiciones (m < n) gi(x1, - ,zn) =0, ..., gm(x1, - ,Tn) =0

1. Se encuentran los puntos criticos resolviendo el sistema

Vf = /\1v91 +- )\mv.gm

T1,  ,ZTp) =0
_gl( ' ) (2.5.71)

donde Vf = (5, 2L).

2. Para cada punto critico P se construye el Hessiano Hrp,, (P) de la funciéon auxiliar
L/\ = f - A191 - Amgm

3. Se consideran los vectores v que son perpendiculares a Vgi(P), -+, Vg, (P) y se

construye la forma cuadratica
q(v) =vTHL, (P)v (2.5.72)
donde el vector v se ha escrito como columna

4. Se asocia una matriz simétrica A a la forma cuadratica ¢(v) y se aplica el criterio
de menores principales a la matriz A para hallar sus maximos y minimos

Otra forma equivalente para clasificar los maximos y minimos sujetos a ligaduras es
utilizando el siguiente criterio.
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Para clasificar los puntos criticos del problema de maximizar f(x1,--- ,z,) sujeta a las
m condiciones (m < n) gi(x1, - ,zn) =0, ..., gm(x1, - ,Tn) =0

1. Se encuentran los puntos criticos resolviendo el sistema

Vf = A1v91 +- )\mv.gm
gi\T1, - ,Tp :0

_ ( ) (2.5.73)
gm(xla tU wrn) =0

donde Vf = (5, 2L).

? Oxn
2. Para cada punto critico P se construye el Hessiano Hrp,, (P) de la funciéon auxiliar
L/\ - f - A191 - Amgm
3. Se forma el Hessiano Orlado que consiste en la matriz por bloques

Hp = ( [ o] [Vai ) (2.5.74)

Vo' [Hw]

donde Hp es una matriz (n+m) x (n + m) de forma que el bloque inferior derecho
es el Hessiano de la funcién auxiliar, el bloque superior derecho son los gradientes
de las restricciones escritos en forma de fila, el bloque inferior izquierdo es la matriz
transpuesta del bloque superior derecho y [0] es una matriz m x m de ceros.

4. Si det Hpo = 0 el criterior es no concluyente.

5. Si los dltimos n — m menores principales tienen signos alternados comenzando en
. 1 P
el signo de (—1)™*! entonces el punto es un maximo local.

6. Si los ultimos n — m menores principales tienen el signo de (—1)™ entonces es un
minimo local.

. Sino siguen estos patrones y no son todos cero entonces es un punto de ensilladura.

Ejemplo 67. En 2.5.62 se obtuvo que

—8\ 0 0
H,=| 0 —6x 0 (2.5.75)
0 0 —2A
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y como las restriccion era g(z,y, z) = 422 4 3y? + 22 — 80 el Hessiano Orlado es

0 8z 6y 2z
8z —8A 0 0
Hp = 6y 0 —6A 0 (2.5.76)

2z 0 0 —2X

luego en el punto P; = (2,4,4) asociado al multiplicador A = é es Hessiano Orlado es
0 16 24 8
16 -1 O 0
8 0 o0 -1

comon =3y m =1 se tiene que n —m = 2 por lo que se analizan los dos tltimos
menores principales.

Ag=T68 Ay =—240 (2.5.78)

m+1

luego como (—1) = 1 y los signos son alternados y el primero es positivo se tiene que

corresponde a un méaximo relativo como se habia hallado anteriormente. Para el punto
Py = (—2,—4,—4) correspondiente a A = —3 se tiene que
0 -16 —24 -8

-16 1 0

0
Hp = o4 0 % 0 (2.5.79)
-8 0 o0 i
en este caso
Ng = —-T768 Ay=-240 (2.5.80)
y como tienen el signo de (—1)™ = —1 se tiene que corresponde a un minimo local.

Ejemplo 68. La interseccién del cono 22 = 22 + y? y el plano 3z + 4y + 62 = 11
es una elipse. Usar el método de los multiplicadores de Lagrange para hallar
los puntos de esta elipse mas cercanos y mas lejanos al origen.

Lo que se que se quiere es maximizar y minimizar la distancia de un punto al origen.
Ahora bien, como la distancia lleva una raiz cuadrada es incomodo optimizar esa funciéon
por lo que se utiliza el cuadrado de la distancia, es decir, se toma, f(z,y, z) = 22 +y% + 22
y las dos condiciones que deben cumplir los puntos de f son gi(z,y,2) = 22 — 22 —y? y
g2(z,y,2) =3x + 4y + 62 — 11

Como

Vf =2xi+2yj+ 22k
Vg1 = —2xi — 2yj + 2zk (2.5.81)
Vgo = 3i+4j + 6k

195



2 Diferenciacion y Optimizacién de Campos Escalares

luego hay que resolver el sistema 2.5.71

2r = —2M\1x + 39

2y = —2\y + 44Xy

2z =2\z+ 6 (2.5.82)
22 y2=0

3z + 4y + 6z = 11

De las primeras tres ecuaciones se tiene (observe que para que se cumplan las ecuaciones
ecuaciones se ocupa A\; # *1)

39 29 39
21+ ) 77 T+x (1—=A1) ( :
Luego se sustituye en las dos ultimas ecuaciones
A%( 9 ___ 9 __ 42>:0
(17)\1) 4(1+>\1) (1+)\1) (2584)
Ay < 9 4 8 4 18 ) _qq
2(1+)\1) (1+)\1) (1—)\1)
Nuevamente el sistema de ecuaciones no tiene soluciéon si Ao = 0 por lo que las dos
ecuaciones anteriores se convierten en
36(1+A1)%2=25(1—X\)?
{)\ o 22(1-23) (2.5.85)
2 = B1+11A)
De la primera ecuacion se tiene que A\; = —ﬁ y A1 = —11 por lo que los valores de los

multiplicadores son \; = —1—11 Ay = li‘l yAL=—11 X =44
Antes de sustituir los valores hallados, se va a construir el Hessiano para

Ly=2+y*+22 -\ (22 — 2 - y2) — X2 (3x + 4y + 62 — 11) (2.5.86)
El Hessiano es
2(14+ ) 0 0
0 0 2(1 = Ay)

Como Vg1 = —2xi — 2yj + 22k y Vgo = 3i + 4j + 6k un vector perpendicular a ambos
es vy = (Vg1) X (Vgo) = (—=12y — 82) i+ (12z + 62) j + (—8x + 6y) k y cualquier vector
perpendicular a Vg; y Vgo es de la forma v = tvs por lo que ¢(v) es

I+X\ O 0 —2(3y + 22)
q=28*( —2(3y +22) 32z +2z) —(dz—3y)) 0 1+Xx 0 3(27 + 2)
0 0 1—X\ —(4z — 3y)
(2.5.88)

q(v) = 8t [4 (14 M) By +22)2+9(14+ A1) (22 + 2)2 + (1 — A1) (4o — 3y)2} (2.5.89)
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Ahora que se han simplicado los célculo se van a utilizar los puntos.

Para )\1:—% )\2:%61 punto es
3 4
= — = — :1 2.5.90
N S N 2590

por lo que sustituyendo en 2.5.89 se tiene que

q(v) = 8t [4 <£> <2—52>2 +9 <£> <1—;>2] (2.5.91)

no es necesario terminar de hacer las sumas pues se puede observar que el coeficiente
es positivo y luego el tinico menor es positivo por lo que tal punto corresponde a un
minimo.

Para Ay = —11 Xy = 44 el punto es

r=—— y=—— z=11 (2.5.92)

por lo que sustituyendo en 2.5.89 se tiene que

q(v) = 8t? [4 (—10) (2—52>2 +9(-10) (%)2] (2.5.93)

no es necesario terminar de hacer las sumas pues se puede observar que el coeficiente
es negativo y luego el tinico menor es negativo por lo que tal punto corresponde a un
maximo.

Utilizando el otro método en 2.5.87 se obtuvo que

2(1+ M) 0 0
Hy, = 0 2(1+X1) 0 (2.5.94)
0 0 201 — A1)

2

y la restricciones eran g1 (z,y, 2) = 22 — 22 —y? y go(x,y,2) = 3z +4y + 62 — 11. En este

caso el Hessiano Orlado es

0 0 —2z —2y 2z
0 0 3 4 6
Ho=| —2x 3 2(14+ X)) 0 0 (2.5.95)
—2y 4 0 2(14+X\) 0
2z 6 0 0 2(1 = \q)

comon = 3y m = 2 se tiene que n—m = 1 por lo que solo hay que revisar el tltimo menor
principal, es decir, el determinante del Hessiano Orlado. Primero se va a desarrollar el
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determinante a lo largo de la primera columna (y por propiedades del determinante se
saca un 2 por la primera fila y un 2 por la primera columna)

0 —=z —y z 0 —T —y z 0 —T —y z
4l 0 3 4 6 +y 0 3 4 6 . 0 3 4 6
4 0 2(1+X) 0 3 2(1+Xx) O 0 3 2(14+ M) 0 0
6 0 0 2(1 = \1) 6 0 0 2(1—X) 4 0 21+X1) O
(2.5.96)

ahora se desarrollan los determinantes respectivos a lo largo de la primera columna para
obtener

-z -y z —x —y z -z -y z —x -y z
4 |-z |4] 3 4 6 -6 3 4 6 +y (3] 3 4 6 -6 3 4 6
0 0 2(1—\) 0 2014+A) 0 0 0 2(1—\) 20+XA) 0 0
(2.5.97)
—x —y z —x -y z
+4z (3] 3 4 6|4 3 14 6 (2.5.98)
0 2(1+X) O 2(1+X) 0 0

finalmente se obtiene que el determinante del Hessiano es

42 [8(1 — A1) (—4x +3y) + 12 (1 + A1) (=62 — 32)] + y [6(1 — A1) (—4x + 3y) — 12 (1 + A1) (—6y — 42)]]
(2.5.99)
42 [—6(1 + M) (=62 — 32) — 8 (1 + A1) (—6y — 42)] (2.5.100)

Se puede simplificar un poco para tener

A=z [8(1 = A1) (=42 +3y) = 36 (1 + A1) 2z + 2)] + y [6(1 — A1) (=4 + 3y) + 24 (1 + M) (3y + 22)]]
(2.5.101)
Z[18(1+ A1) 2z + 2) + 16 (1 + A1) (3y + 22)] (2.5.102)

,1) v A= —%, Ao = 1% el determinante es

sl (2) (3)) 5 b () )] o (1) (5) + 0 (51) (5)

(2.5.103)
claramente es positivo y como (—1)™ =1 es un minimo.
Por otro lado, para el punto P = (—?%—3, —%, 11) v A1 = —11, Ay = 44 el determinante
es
33 11 44 22 11 22
41— (=36)(—10) | —— | — — (24) (—10) | —— 11|18 (—10) | —— 16 (—10) [ ——
2w 0(-5) - Fenew(-2) ru s (-F) 0 (-2)]]
(2.5.104)
el determinante anterior es
11 22
4 [<—€> (2376 — 1980) + <_€> (2112 — 1760)] (2.5.105)

claramente el determinante anterior es negativo por lo que en este caso corresponde a
un maximo local tal como se habfa determinado anteriormente.
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Ejemplo 69. Clasifique los extremos de f(x,y) = (x —y)" sujetos a la restric-
cion 22+ y?> =1 donde n > 3

La ligadura es g(x,y) = 22 + 4> — 1. Como Vf = n(z —y)"~
Vg = 2zi + 2yj hay que resolver el sistema

1 n

i—n@—y)" 'jy
n(x— y)"i1 = 2)\x
—n(z—y)" =2y (2.5.106)

Sumando las dos primeras ecuaciones se tiene

Ax = —\y (2.5.107)

Si A =0 entonces x =y = :I:@.
Por otro lado, si A # 0 entonces x = —y = :l:g . 51 se considera r = g y
= —@ entonces \ = 11(\/5)“72 . En cambio, si x = —@ vy = @ entonces

)
A= (=1)""2n(V2) "% Por lo tanto, se tiene la siguiente tabla

| A [ @ [ v |
0 Z | &2
2 2

0 VI 2

n—2 \/52 \35

R RIE A
CO (VR [ 2

Ahora se calcula el Hessiano de la funcion auxiliar Ly = (z — y)" — A (2% + y* — 1)

H, — ( n(n —1)(z —y)" 2 -2z —n(n —1)(z —y)" 2 )

A _n(n _ 1)(1. _ y)n72 n(n _ 1)( _ y)nfz . 2)\y (25108)

Como Vg = 2zi+ 2yj un vector perpendicular al gradiente es vi = 2yi — 2zj y cualquier
vector perpendicular al gradiente es un miltiplo de v, es decir, v =tv; . De esta forma

o) = 4 _x)<n<n—1><x—y>"2—2m —n(n—1)(x — y)"2 >< y >

—nn— 1@ -y - -y -2y )\ -2
(2.5.109)
realizando el producto anterior se obtiene

q(v) =4t* (n(n — 1)(z — )" *(a? + y*) — 2Azy(z +y) + 2zyn(n — 1)(x — y)"?)
(2.5.110)
como z2 4+ y? = 1 la expresion puede simplificarse para obtener

q(v)= 42 (n(n —1)(z — y)"_2 — 2 zy(x +y) + 2zyn(n — 1)(x — y)"_Q) (2.5.111)

Lamentablemente ¢ (v) se anula en los cuatro puntos por lo que no puede utilizarse el
criterio de la segunda derivada. Sin embargo, como la funcién f se estd optimizando
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sobre un circulo el cual es un compacto necesariamente alcanza un maximo y un mini-
mo absoluto y solo pueden estar entre los cuatro puntos anteriores. Un calculo sencillo
permite calcular el valor de f en cada uno de los puntos

| A | =z |y [fay=>E-y"]
0 2|2 0
n—2 n
(72 22
(V)T 2R () (V2)
Por lo tanto, si n es par <§, ) (—72, 72) son maximos absolutos y <§, @)
, <—£ —£> son minimos absolutos. En cambio, si n es impar, (i —i) es el tinico

maximo absoluto y <—§, %) es el tinico minimo absoluto. Como moraleja es impor-
tante notar antes de aplicar el criterio del Hessiano si la restriccion representa o no un
compacto, pues en tal caso se puede intentar una sustituciéon directa antes de comenzar a
calcular Hessianos. Sin embargo, esto sirve para reconocer maximos y minimos absolutos,
si se quieren saber si hay méaximos y minimos locales la compacidad no es importante y
hay que intentar con el método del Hessiano.

Utilizando el otro método, para 2.5.108 el Hessiano era

. n(n — 1)($ — y)n—Q —2)\x —n(n — 1)($ _ y)n—Q
o, = ( —n(n —1)(z —y)"> n(n—1)(x —y)" 2 - 2\y ) (2.5.112)

como la restriccion era g(z,y) = 22 + y? — 1 el Hessiano Orlado es

0 2z 2y
Ho=| 22 nn—1)(z—y)" 2 -2\ —n(n—1)(z —y)" 2 (2.5.113)
2y —n(n-D@-y"?  nn-1r-y)"? =24y

para (72, 5 > v A =0 el Hessiano es

[

V2 V2
0 (2.5.114)
0

0
Ho=| v2 0
V2 0
como n—m = 2—1 =1 solo hay que analizar el determinante de la matriz y claramente
el determinante anterior es cero por lo que el criterio no es concluyente. De esta forma se
ve que ocurre la misma situaciéon que con el otro criterior por lo que habria que analizar

todos los puntos criticos de la forma que se hizo antes. También se puede verificar que
en los otros puntos criticos el criterio no es concluyente.
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Ejemplo 70. Determine y clasifique los puntos criticos ligados de 22 + 3% + 23
sujetoa z '+ y 427l =1

= En este caso f(z,y,2) = 2> + > + 23 por lo que Vf = 32% + 3y%j + 32%k . La
ligadura es g(z,y,2) =2 ' +y ' +271—1porloque Vg = -z 24—y 2j— 2%k
Luego se tiene que resolver el sistema

322 = -z 2
3y2 — _)\y72
2.5.115
322 = -\z72 ( )
r 4y 4l =1
Las primeras tres ecuaciones dicen que
—A=3zt=3y" =324 (2.5.116)
por lo que
tax=4y=+z2 (2.5.117)

donde en principio cualquier combinacién es valida. Por ejemplo,

©> si x = y = z entonces la condicién de ligadura dice que x = y = z = 3 y de esta
forma \ = —3°.

> si se toma * = y = —z entonces la condicién de ligadura dice que t =y =1y
z=—-1lyA=-3

> si x = —y = z entonces la condicién de ligadura dice que z =z=1yy=—1y
A=-3

> si x = —y = —z entonces la condicién de ligadura diceque x = —-1yy=z=1y
A=-3

es facil verificar que cualquier otra combinacién de signos es redundante por lo que los
puntos criticos son

LA [z [y ]=]
-3 3| 3| 3
3] 111]-=-1
31 =111
3] -1l 111

Luego, como Ly = 23 +y3 4+ 23 — A (xfl +y = 1) el Hessiano es

6z — 2\ 3 0 0
Hp, = 0 6y — 2y 3 0 (2.5.118)
0 0 6z — 2\z73
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2 2 2

Como Vg = —27%i — y72j — 272k entonces vi = 2%i — y%j y vo = 2%i — 2%k son dos
vectores linealmente independientes ortogonales al gradiente. Luego, si v = tv] 4+ svy =

22 (t + s)i— y*tj — 2%sk entonces

3z — Ao~3 0 0 22 (t+s)
q(v)=2 ( 2?2 (t+s) —ty? —s2? ) 0 3y — \y~3 0 —ty?
0 0 3z —A\z73 —s22
(2.5.119)

realizando el producto anterior
q(v)=2 (g:4 (t+s)? (3z — )\:U_3) + t2y1 (3y — Ay 3) + 522t (32 — )\2_3)> (2.5.120)

utilizando el hecho de que para todos los puntos criticos —\ = 3z* 324 y

zt = y* = 2% se obtiene

q(v) =12z* ((t +5) x4+ t2y + 322> = 122" ((x + y) t* + 2xts + (v + 2) s?) (2.5.121)

por lo que la forma cuadratica asociada a ¢ es

g(v) =122 ( t s)<x+y v ><t> (2.5.122)

x x4+ 2 S
como el determinante de la matriz anterior es
(x+y)(x+2) —2® =2z +yr +yz (2.5.123)

y primera entrada es
T4y (2.5.124)

se puede utilizar el criterio de la segunda derivada para matrices dos por dos y completar
la siguiente tabla

‘ A ‘ T ‘ Y ‘ z ‘ determinante: xz + yr + yz ‘ primera entrada: x 4+ y ‘ criterio ‘
-3 3| 3] 3 27 >0 6>0 minimo
-3 1 1] -1 —-1<0 no importa ensilladura
-3 1 | -1 1 —-1<0 no importa ensilladura
-3 |-1] 1 1 —-1<0 no importa ensilladura

Utilizando el otro método, en 2.5.118 el Hessiano era

6z — 2 z 73 0 0
Hp, = 0 6y — 2 y 3 0 (2.5.125)
0 0 6z —2X273
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como la restriccion era Vg = —z 721 — y~2j — 272k el Hessiano Orlado es
0 —1‘72 —y72 —2;72
—x7% 6 — 2\ 0 0
Hop = _y? 0 6y — 2y =3 0 (2.5.126)
—z72 0 0 62 —2Xz73
0 _p2 —y2 2
—z7? 2z (3—Az™Y) 0 0
= 2.5.12
—y 2 0 2y (3 —2xy™?) 0 (2.5.127)
—z72 0 0 2z (3—2xz7%)

como n —m = 3 — 1 = 2 hay que analizar los dos tltimos menores principales. Todos
los puntos criticos cumplian que 22 = y? = 22 por lo que se puede escribir

0 —.%'72 —1‘72 —x*2
—z7? 2z (3—Az7?) 0 0
Ho=| _ - 0 2y (3 — 2 z™%) 0 (2.5.128)
—z? 0 0 2z (3 —2Xz™)
para calcular Ag se debe calcular el determinante de
0 —x 2 —z2
—z7? 2z (3—Az?) 0 (2.5.129)
—z2 0 2y (3 —2xz7%)
por propiedades del determinante
0 —r? —x? 0 1 1
—z72 2z (3—Aaz™Y) 0 =271 22 (3- Az
—x2 0 2y (3 —2xz7%) 1 0 2y (3 —2X\z™?)
(2.5.130)
desarrollando por la primera columna se tiene
4| |1 1 1  o—d (g y.—4
v [ ‘0 23— | T| 2w (3=rat) 0| =2 BT (@ty)
(2.5.131)
es decir
Ny=-20"*3- Y (z+y) (2.5.132)

para calcular el determinante del Hessiano Orlado se desarrolla a lo largo de la cuarta
columna

—272 22(3 — M) 0
det Ho = 22| —2~2 0 2y (3—Az™%) | +22(3— 2)\x_4) As (2.5.133)
—z? 0 0
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desarrollando el primer determinante a lo largo de la tercera fila se tiene
det Ho = —4a~* (zy) (3 — )\x*4)2 — 4z 2(z +y) (3 - )\x*4)2 (2.5.134)
de esta forma
Ny=-20"tB- ) (xz+y) Ly=—-do* (3- )\x*4)2 (xy +zz+yz) (2.5.135)

Para el punto (3,3,3) con A\ = —3° se tiene

8
Dy=—g Dy=—48 (2.5.136)
como (—1)™ = —1 y todos tienen el mismo signo corresponde a un minimo.
Para el punto (1,1, —1) con A = —3 se tiene
Ny =—24 A, =144 (2.5.137)

en este caso se alternan los signos pero (—1)erl = 1 por lo que tenfa que empezar en

positivo para ser un méximo. Luego simplemente es un punto de ensilladura.
Para el punto (1,—1,1) con A = —3 se tiene

NA3=0 Ay=144 (2.5.138)

por lo que es un punto de ensilladura como se habia encontrado antes.
Para el punto (—1,1,1) con A = —3 se tiene

NA3=0 Ay=144 (2.5.139)

por lo que es un punto de ensilladura como se habfa encontrado antes.

2.5.2.1. Interpretacion Fisica de los Multiplicadores de Lagrange

Es claro que los multiplicadores de Lagrange A tienen un significado gedmetrico ya
que representan como se descompone el vector Vf en funcién de los vectores Vg, ...,
Vgm. Sin embargo, también se les puede asignar a los multiplicadores un significado
fisico. Antes de dar la interpretacion general, considere como ejemplo el movimiento
de proyectil de una particula de masa m y velocidad inicial vo.,vo, en los ejes x,y
respectivamente.

Figura 2.5.2: Movimiento proyectiles
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En tal caso el tiempo de vuelo es ¢, = Z?y y el rango, es decir, el punto en el que hace
contacto con el suelo es 5
R = UOmtv = —VozVoy (25140)
g
Ahora bien, considere el siguiente experimento. Para un proyectil la energia total
1 2 2
E=Zm (vg + vgy) (2.5.141)

se conserva. Por lo tanto, se puede considerar que el experimento consiste en lanzar
una serie de particulas de masa m y con la misma energia E 2.5.141 pero con dis-
tintas velocidades iniciales vg.,voy para ver cual tiene el mayor rango 2.5.140, es de-
cir, cual llega mas lejos. Por lo tanto, el problema se puede considerar matemética-
mente como: maximizar 2.5.140 sujeto a 2.5.141. Por el método de multiplicadores
de Lagrange, dado que f(voz,voy) = %vowvoy entonces Vf = ﬁvoyi + %vowj y como

9(vog, voy) = %m (vgx + vgy) — FE entonces Vg = mug,i + muog,j y hay que resolver

2
JV0y = AU,

%UOJ: = Mmugy (2.5.142)
%m (US$ + vgy) =F

como interesa el caso en que £ > 0, vo, > 0y vo, > 0 multiplicando las primeras dos
ecuaciones se tiene

4
g_zv()fv()y = )\ZmszxUOy (2.5.143)
por lo que
2
A=+— (2.5.144)
gm

y como se quiere vg, > 0y vgy > 0 entonces solo se toma

A= — (2.5.145)
gm
de aqui se observa que jel multiplicador A no depende de la energfa y sino que solamente
de variables intrinsecas del problema como la masa m y la gravedad ¢! Las velocidades
iniciales cumplen
E
Vor = Voy = A/ — 2.5.146
Ox Oy m ( )
es decir, el proyectil debe lanzarse a 45 grados. Ahora bien, se van a denotar los valores

en los que el rango es maximo con un *, es decir,
* *
v, = — — 25147
Ox Oy m ( )
y ahora el experimento va a cambiar un poco. En vez de mantener la energia constante

a lo largo de todos los experimentos, se va a ir variando la energia, es decir, cada lanza-
miento particular si mantiene una energia constante pero distintos lanzamientos tienen
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distintas energias. Sin embargo, todos estos experimentos se preparan de forma que se
lancen a un rango méximo, es decir, con velocidades iniciales vg,, Vg, por lo que el rango
se convierte en funcién de la energia como

2
2 2 E 2
R* = —vj, v, = = — | =—F (2.5.148)
g g m gm
es decir,
2
R*(E)=—FE (2.5.149)
gm
un céalculo sencillo muestra que
dR*
\ = 2.5.150
5 ( )

es decir, jel multiplicador en este caso es el incremento del rango méximo con respecto a
la energia, o bien, el incremento de la cantidad por optimizar con respecto a la condiciéon
de ligadura

Con el ejemplo del proyectil como motivacion, se va a determinar ahora si los multipli-
cadores en el caso general cumplen la propiedad anterior. Suponga que se quiere maximi-

zar la funcion f (zq,z9, -+ ,z,) sujeta a las condiciones de ligadura g; (z1,x2, - ,Zn) =
0,7 =1,--- ,m. Por el método de los multiplicadores hay que resolver el sistema de
ecuaciones g, (x1,--+ ,xy) =0

V=MV ++ AnVom

gi(x1, - ,xn) =0
_1( ! n) (2.5.151)

gm(xly'” ,fEn) =0

Al igual que en el caso del proyectil, se quiere variar el valor que puede tomar las res-
tricciones (en el proyectil consistia en variar la energia) por lo que en vez de considerar
unicamente g; (z1, 22, ,x,) = 0 se considera g; (1,22, -+ ,z,) = ¢; donde ¢; va va-
riando. Por lo tanto, tiene sentido considerar la funcién

hi (21,22, ,Tn, ¢) = Gi (T1, 2,7+, Tn) — ¢ (2.5.152)

y como en cada problema especifico ¢; no cambia en realidad la tinica diferencia es que
ahora se resuelve el problema

VF=MVg+ + AnVom

g1\, -+ ,Tp) = C1
( n) (2.5.153)

gm(xlf o 7-%'71) =Cm
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Al igual que en el caso de los proyectiles, se denota como z7,z5,--- ,z} los valores que
corresponden al punto que se obtiene con valores particulares de A1, Ao, -+, Ay, Observe
que en principio tales multiplicadores y los puntos z7, x5, - - ,z) pueden ser funcién de
las constantes ¢y, --- , ¢, que se escogieron durante el problema por lo que la solucién
de 2.5.153 se puede escribir como

vf(r*(cla T 7Cm)) = )\1(017 T 7cm)vgl (I‘*(Cl, te 7Cm)) +---+ )‘m(cla T 7cm)v9m (I‘
g(r* (i, ,em)) =1
gm(r*(cl, te 7Cm)) =Cm
(2.5.154)
donde
r(c1, yem) = (@)(er, - yem), - xn(c1, - em)) (2.5.155)

Ahora bien, igual que para los proyectiles, interesa el valor de la funcién en el punto en
que alcanza un méaximo o minimo, es decir, hay que definir

F(ci, - ,em) = f(r*(cr, - yem)) (2.5.156)
ahora bien, el lado derecho de 2.5.156 se puede escribir como f(x},z5,--- ,z}) por lo
que

F(Cl,"' 7CM) :f(xix; 71.;) (25157)
tomando diferenciales a ambos lados” y recordando que en general dh(ui,--- ,u,) =

(Vh) - du se obtiene (aqui se omite la evaluacion en el punto para no complicar mas la
notacion)

(VF)-dc = (Vf)-dr* (2.5.158)
ahora bien, de 2.5.154
y
Vi=MVgr+--+ A Vagnm (2.5.160)
por lo que en 2.5.158 se obtiene
Z 862 ; Ai (Vgi) - dr* = ; Aide; (2.5.161)
esto significa que
OF;
A = 2.5.162
ac, ( )

por lo que los multiplicadores corresponden al cambio del valor maximo (o minimo) con
respecto al valor que va tomando la restriccion al igual que en el caso del proyectil.

Testa es la gran ventaja de los diferenciales, el hecho de que no importa tomar en cuenta la dependencia
directa de una variable con respecto a otras
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2.5.3. Aplicaciones de Maximos y Minimos

Ejemplo 71. Determinar los puntos de la curva que es la intersecciéon de las
superficies gi(z,y,2) =22 —2y+1y? — 22 - 1=0y ¢2(2,9,2) =22 +y?> — 1 =0 que
estan mas préximos al origen.

Para minimizar la distancia al origen, es mas comodo minimizar la distancia cuadrada
al origen, es decir, f(z,y,2) = 2> +y?> + 22 sujetoa g =2 —a2y +9> - 22 -1=0y
go = 22 + 4% — 1 = 0. Debe resolverse

Vf=MVgi+ Vg (2.5.163)

es decir,
(2x,2y,2z) = A\ 2z — y,2y — x, —22) + A2 (22, 2y,0) (2.5.164)

luego se tiene que resolver el sistema

(20 = A (22 — y) + Ao (21)
2y = A1 (2y — ) + A2 (2y)

2z = —2\12 (2.5.165)
22—y +y? -2 =1

primero se hace el caso en que z = 0. Luego hay que resolver las ecuaciones

22(1 — A2) = A1 (22 —y)
2y(1 = A2) = M1 (2y — )
xQ—xy+y2:1
24yt =1

(2.5.166)

Las dltimas dos ecuaciones dicen que xy = 0. Primero que todo si x = 0 entonces y = +1
y luego A\ = 0y A2 = 1. Es decir, una opcién de los puntos es

(0,£1,0) A =0 X =1 (2.5.167)
Luego si y =0 se tiene z = +1 y A\ =0 y Ao = 1. Luego otros puntos son
(£1,0,0) A =0 X =1 (2.5.168)

Ahora se supone que z # 0. En tal caso se tiene que \; = —1 por lo que hay que resolver

el sistema
2z = (y — 2z) + A2 (22)

2y = (x — 2y) + A2 (29)
22 —ay+y? -2 =1

(2.5.169)
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el sistema se puede reescribir como

2¢(1 — X2) = (y — 2z

)
2y(1 = X2) = (z — 2y)

2.5.170
2 —ay+y:—22=1 ( )

sumando las primeras dos se tiene
20 =)z +y)=—(x+vy) (2.5.171)

si x +y = 0 se tiene de la cuarta ecuacion que x = :I:% y luego y = :F%. Luego en

la tercera ecuacién se obtiene que z = i% y luego es facil ver que Ay = g Luego los

puntos son

<1 1i1> <1 1i1>)\—1)\—5 (2.5.172)
V22T V2R VR, T T -
si z +y # 0 se tiene que 2 (1 — A\g) = —1 por lo que se tendria el sistema de ecuaciones
—r =y —2x
= —2
Jorme (2.5.173)
Tt—zy+y-—z2z-=1

las primeras dos ecuaciones implican que x = y pero luego la tercera ecuacién diria que

22 = —22 lo cual es imposible a menos que z = z = 0 y ya se consideré ese caso. Luego

los puntos criticos son los 8 hallados anteriormente. La funcion auxiliar es
L@y 2) =0 +y? +22 =M\ (2P —ay +y® — 22 = 1) = M (2® +y* — 1) (2.5.174)

por lo que el Hessiano Orlado es en este caso

0 0 20 —y 2y —x —2z
0 0 2x 2y 0
HO = 2x — y 2z 2(1 — )\1 — )\2) )\1 0 (2.5.175)
2y —x 2y A1 2(1 = A1 — A2) 0
—2z 0 0 0 2(1+ Ap)

como n = 3y m = 2 se analiza el signo del dltimo menor principal, es decir, del
determinante de la matriz. Para los puntos

(0,£1,0) A =0 Ay=1 (2.5.176)
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se tiene que el Hessiano Orlado corresponde a

0 0 F1 £2 0
0O 0 0 £2 0
Ho=| 1 0 0 0 O
+2 £2 0 0 O
0 0 0 0 2

desarrollando por la tercera columna en ambos casos se tiene que

0 0 =£2

0
F1 0 0
_ F¥1 0 0 0] _
det Ho = F 19 19 0 ol™ 2 io2 iOQ g =8
0O 0 0 2

luego dado que (—1)" =1 entonces corresponde a un minimo.
En
(£1,0,0) M =0 X =1

se tiene que el Hessiano Orlado corresponde a

0 0 42 F1 0
0 0 42 0 0
Ho=| +2 42 0 0 0
F1 0 0 0 0
0O 0 0 0 2

desarrollando a lo largo de la ultima columna en ambos casos se tiene

U
det Hp = 2 19 19 0 0 =42 +£2 +£2 0 | =8
F1 O 0

F1 0 0 O

de esta forma corresponde nuevamente a un minimo.

Para los puntos
1 1 1 )
—,——,t— AM=—-1 do==
(ﬂ 2 2) ' P2

el Hessiano Orlado es

0 0 % -5 FV2

0 0 V2 —vV2 0
Hp = % V2 -1 -1 0

3

-5 -2 -1 -1 0

2 0 0 0 0

en este caso el determinante es —16 por lo que corresponde a un méximo.
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Para los puntos

> A =—1 X= (2.5.184)

el Hessiano Orlado es

0 0 - 5 FV2
0 0 -2 vV2 0
Ho=| -5 —v2 -1 -1 0 (2.5.185)
3
NG V2 -1 -1 0
2 0 0 0 0

nuevamente el determinante es —16 por lo que corresponde a un méximo.

Ejemplo 72. Determine el volumen maximo de una caja de base rectangular
. . . 2 2 2
inscrita en el elipsoide 75 + 35—2 +5=1

En este caso la funcién por maximizar es V(z,y,z) = 8zyz sujeta a la restriccion

g(x,y,2) = z—; + g—; + Z—i — 1. Por los multiplicadores de Lagrange se tiene VV = AVg o

bien
(8yz,8xz,8zy) = A <i—:§, i—g, i—;) (2.5.186)
y el sistema de ecuaciones es
dyz = %
A
iz _ i (2.5.187)

z2 y> 22
a_2+b_2+c_2_1

claramente debe tenerse x,y,z # 0 y A # 0. Multiplicando las primeras tres ecuaciones
se tiene

Ny
2,22
64z y 2" = 2.2 (2.5.188)
de esta forma
A\ = 4~/ a2b2ctryz (2.5.189)
Dividiendo la primera con segunda ecuacién se obtiene
b2
y_2Z (2.5.190)
T a’y
luego (como se tiene z,y, z > 0)
b
y=—x (2.5.191)
a
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De forma similar, dividiendo la primera con tercera ecuacién

c
= — 2.5.192
2= ( )

Reemplazando en la ecuaciéon del elipsoide se obtiene

2

32 =1 (2.5.193)
2= 5.
o bien "
a c
r=—— =— z=— 2.5.194
BTV T (25199
8abc
de esta forma el volumen es ek

Ejemplo 73. Determinar los ejes de la elipse de ecuaciéon 222+ zy +2y?> —1 =0
Dado que la ecuacion de la elipse no posee términos lineales se tiene que va a estar

centrada en el origen por lo que el problema consiste en optimizar f(z,y) = 22 + y?

sujeto a g (z,y) = 222 + xy + 2y> — 1 = 0 . Por los multiplicadores hay que resolver

(2z,2y) = X\ (4z + y, 4y + z) (2.5.195)
Luego debe resolverse el sistema

20 = \(4z +y)
20 =4y +x) (2.5.196)
202 +ay + 2y =1

claramente x,y, A # 0 por lo que dividiendo las primeras dos ecuaciones se tiene

4
T_2ty (2.5.197)
y  x+4y
o bien
22 + dzy = dzy + o> (2.5.198)
luego © = £y y sustituyendo en la dltima ecuacién se tiene que
4?22 =1 (2.5.199)

De esta ecuacion es facil ver que los puntos son

11 2
<iﬁ,iﬁ> A=c (2.5.200)

11 2
<iﬁ, jFﬁ) A= (2.5.201)
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El Hessiano Orlado es

0 dr+y dy+z
Ho=| 4c+y 2—-4X =) (2.5.202)
dy4+x =X 2—4X

como n —m = 2 — 1 = 1 hay que analizar inicamente el valor del determinante del
Hessiano Orlado.

Para (:I:%, :I:%) A= % se tiene que

Ho=| /6 ¢ -2 (2.5.203)
6 -2 3
se puede verificr que det Ho = —8 y como (—1)" = —1 corresponde a un minimo. Luego
la distancia entre estos dos puntos corresponde al eje menor de la elipse, es decir, es
igual a %

Para (i%, :F%) A= % se tiene que

0 +v3 FV3
Ho=| +/3 -2 -2 (2.5.204)
INCEE B
m+1

se puede verificr que det Hp = 8 y como (—1) = 1 corresponde a un maximo. Luego

la distancia entre estos dos puntos corresponde al eje mayor de la elipse, es decir, es igual
2v2

a3

Ejemplo 74. Determinar los extremos absolutos de la funcion f(z,y,z) =z +
¥+ z en la region A = {(x,y,z) R R 1}

Como el conjunto es un compacto el maximo y minimo se alcanzarédn. Primero se
analiza la regién dentro de la esfera, es decir, cuando z? + y? + 22 < 1. En tal caso se
tiene que resolver V f(z,y,2) = 0 pero se ve que esta condiciéon no es imposible lo cual
significa que no hay puntos criticos dentro del interior de la esfera. Luego se analiza la
region 22 + y% + 22 = 1. En tal caso se utiliza la ligadura g(z,y,2) = 22 + > + 22 - 1
por lo que por los multiplicadores de Lagrange se debe resolver V f = AVg, es decir,

(1,1,1) = A (2z, 2y, 22) (2.5.205)

por lo tanto se obtiene el sistema

1=2\z
1 =2\

Y (2.5.206)
1=2\z
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VR | . .
claramente A # 0 por lo que x = y = z = 55, luego en la cuarta ecuacién se obtiene

que x = :l:% por lo que los puntos criticos son (%, %, %) y (—%, —%, —%) Da-
do que el maximo y minimo deben alcanzarse y solo hay dos candidatos, es claro que

11 1 Axci i 1 11 _
< NELRVEL \/g) corresponde al maximo absoluto mientras que ( NELRVEL \/§> corres

ponde al minimo absoluto.

Ejemplo 75. Considere la entropia de Shannon definida mediante la féormula
Hg = —5"" piloggp; donde 0 < p; <1y > " p;, =1. Encuentre la condiciéon
sobre los p; que maximiza la entropia de Shannon.

Hay que maximizar Hg (p1,--- ,pn) = — Y_i—; Pi 10gy p; sujeto a la condicion g (p1,--- ,pn) =

> i1 pi —1 = 0. Por los multiplicadores de Lagrange y recordando que la derivada de

log, x es ﬁ como se ocupa VHg = AVg hay que resolver el sistema de ecuaciones
1 + ! 1 + = 1 + LI A(1,1 1) (2.5.207)
082 P1 11'12’ 089 P2 1112, » 1082 Pn In2 - s Ly ) +J.

igualando las entradas respectivas se tiene el sistema

1 1
1 =-A—-— 1 =-A—-— 2.5.208
082 P1 oo 082 Pn oo ( )
de aqui es claro ver que
DP1=p2="""=DPy (2.5.209)
y por la condicion de Ligadura se sigue que
1
Di = — (2.5.210)
n

y es facil verificar que corresponde a un maximo. Es decir, la condicién de méxima
entropia (que podria llamarse la condiciéon de equilibrio) se caracteriza por corresponder
al caso en que los eventos son equiprobables.

Ejemplo 76. Suponga que se han medido n datos experimentales (z1,y1) , (x2,92) , - -

y se quiere construir la recta y = ax + b que mejor aproxima a tales puntos.

Determine el sistema de ecuaciones que deben satisfacer a y b para tal con-

dicién si por mejor aproximaciéon se quiere decir aquella que minimiza los

cuadrados de las distancias entre los datos experimentales y la curva teérica.
Segiin el enunciado hay que minimizar la cantidad

n

D(a,b) =Y (i — (az; +b))? (2.5.211)
=1
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2 Diferenciacion y Optimizacién de Campos Escalares
hay que resolver el sistema de ecuaciones VD = 0, es decir,
0D & oD &
5 = ;2 (i = (az; +0)) (=) =0 —7 = ; 2 (y; — (az; + b)) (1) = 0 (2.5.212)
las ecuaciones anteriores se pueden escribir como
n n n n n n
a <Z m?) +b (Z xl> => Y a (Z m,) +b <Z 1) => "y (25.213)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

definiendo

Z?:1 Tq Z?:l Yi

XE($1,$2,“‘ ’xn) yE(yl’y%"' ayn) T = n Y= n (25214)
las dos ecuaciones pueden escribirse como
2
% a+£b:¥ Za+b=7y (2.5.215)

al final hay que resolver el sistema

( ‘%;‘2 T><Z>:<?> (2.5.216)

por la regla de Cramer la solucién del sistema anterior es

P () (XY
a:w p— L/ y2 @& (2.5.217)
H - @ x| @
Vn Vn

Ejemplo 77. Considere un cuerda con extremos fijos en (0,0) y (a,b) y longi-
tud L. Si se coloca un anillo sobre la cuerda de modo que pueda deslizarse
libremente ;cual es la posicion final que ocupa?

En este caso la condiciéon de equilibrio minimiza la energia potencial del sistema,
suponiendo que la masa es m, hay que minimizar la funcién energia potencial

h(z,y) = mgy (2.5.218)

sujeta a la condiciéon de que la longitud de la cuerda es constante, es decir,

g(z,y) = Va2 +y? + \/(:U —a)?+(y—b*—L=0 (2.5.219)

por multiplicadores de Lagrange se resuelve Vh = AVg, es decir,

(0.mg) = A | gy 4 et y v

, +
T Je—a? -0 T Je—a+ (-0
(2.5.220)
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de aqui se obtiene que
T Tr—a

+
VE e —a) + (y - b)?

b
9 A Y (2.5.222)

VAR et

la primera igualdad puede interpretarse como la igualdad de los angulos

—0 (2.5.221)

N AN P

esta condicién expresa simplemente el hecho de que las componentes horizontales de la
tension de la cuerda sobre el anillo debe cancelarse. Para hallar los valores de z,y se

tiene
T = <\/x2 + yz) cost a—x= \/(x —a)*+ (y — b)*cos b (2.5.224)

sumando ambas ecuaciones se tiene que

cosf =

= cos ¢ (2.5.223)

a = Lcosf (2.5.225)

para y se tiene

—y=+az?2+y’sinf b—y= \/(x —a)’> + (y —b)%sing (2.5.226)

por lo que
b—2y = Lsinf (2.5.227)
con estas relaciones se obtiene que
a b 1
N I G ——(p_ 2 2
z=3 (1 —— a2> y=3 (b ?—a ) (2.5.228)
Ve \\
/ g A
/ @b) \
______ |
(/ : I
( (0,0) ! /
\ 0 | 7
\ | /
\ | //
\\ | //
~ - - I o _ -~
- (x,; -

Figura 2.5.3: Geometria del problema anillo-cuerda
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Ejemplo 78. Suponga que se tiene un sistema con energia total £ y con
N particulas. A su vez, suponga que las particulas pueden encontrarse con
energias c1,€9, -+ ,€ y que ni,ng,- - ,n; representan el nimero de particulas
que en un instante dado que poseen energias €j,¢, - ,¢. Claramente debe
tenerse que 22:1 n,=Ny 2221 n;e; = F. Ignorando las restricciones, el nimero
de configuraciones posibles en las que pueden repartirse las N particulas
entre las [ “cajas” es () = #’lm' En la Mecanica Estadistica es de intéres
calcular la reparticion de particulas mas probable, es decir, maximizar ()
sujeto a las restricciones 2221 ni=Ny Zﬁzl n;e; = E. Dado que () es maximo
si y solo si logQ) lo es, se maximiza log{) = log N! — 22:1 log (n;!) . A su vez,
como se analiza un gran nimero de particulas, se utiliza la aproximacién de
Stirling logn! ~ nlogn — n. Con estas suposiciones, calcule la configuraciéon
mas probable.

Por las condiciones del problema hay que maximizar f (ni,ng,---,n;) = Nlog N —
N_Zli:1 (nilogn; — n;) sujeto a gy (ny,ng, -+ ,ng) = 2221 ni—Nyga(ny,ng, - ,n) =
22:1 n;e; — E. Por el método de los multiplicadores de Lagrande se tiene que

Vf=MVg + AVyg, (2.5.229)
o bien
(logni,logna, - ,logng) = A (L, 1,--+ 1) + X2 (e1, €2, -, €1) (2.5.230)
por lo que hay que resolver el sistema de ecuaciones

logny = A1 + Aaey
log ng = A1 + Aaeg

i (2.5.231)
logn; = A1 4+ Xogg
22:1 ni=N
22:1 nie; =
las primeras ecuaciones dicen que
n;=eMeM® =121 (2.5.232)

Este resultado implica que la distribucion de las particulas debe ser exponencial. Reem-
plazando estos valores en la primera restriccién se tiene

l
Mt = N (2.5.233)
i=1
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o bien N
M= (2.5.234)
Yoy e
el denominador l
Z=Y M (2.5.235)
i=1
se conoce como la funciéon de particion (Zustandsumme) y de esta forma
N
n; = —e?% (2.5.236)

Z

en principio se debe utilizar la segunda restricciéon para eliminar el segundo multiplicador
aunque como se puede observar no es algo facil de realizar por lo que para interpretarlo
en Mecanica Estadistica se calcula la entropia S = kplog () en el caso de 2 = Q,,,4,. En
tal caso

l
Smaz = kB 1og Qpnae = kB <N logN — N — Z (n; (logn; — 1))) (2.5.237)

i=1

usando 2.5.236 se tiene

l
Spmaz = kB (N log N = N = "n; (log N + Agg; — log Z — 1)) (2.5.238)
=1

ahora se desarrolla la suma

l 1 1 l l
Zni (log N + X\gg; —log Z — 1) = logNZni +)\QZTL1‘€Z’ — logZZni — an
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1
(2.5.239)
por las restricciones

Smaz = kg (Nlog N = N — (Nlog N + \yE — Nlog Z — N)) = Nkglog Z — AokpE

(2.5.240)
Claramente 95
max
= —Xok 2.5.241
s ok (25.241)
sin embargo, de la termodinadmica se tiene que
OSmaz 1
= — 2.5.242
oF T ( )
por lo que se realiza la identificaciéon
Ay = ! (2.5.243)
2= AT 5.
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y de esta forma

. 1 &
% = e W7 (2.5.244)

la distribucién anterior se conoce como la distribucién de Maxwell-Boltzmann y dice la
distribuciéon de las energias de las particulas dentro de un gas.

Ejemplo 79. Muestre que la funcion f(z,y,2) = /22 +y2 + /y2 + 22 + Vo2 + 22
condicionado a \/z2 + 32 + 22 = 1 tiene un extremo absoluto igual a V6 y use
(WJA/W%/W)
<V6
\/x2+y2+z2
Por los multiplicadores de Lagrange se resuelve V f = AVg es decir

esto para demostrar que

(

X xT — T
V2242 t e )\\/12+y2+z2
\/:z:ngyQ + \/yé/Jer - )\\/12+yy2+z2
i Z \ . (2.5.245)
\/y2+22 + \/1’2+22 - \/$2+y2+22
Vrz4+yi+22=1

por la cuarta ecuacion el sistema puede escribirse como (también se puede tomar z,y, z
diferentes cada uno de cero pues en tales valores como se vera no se alcanzaria el maximo)

1 1
NI * Va2yZ T

1 1
+ =
Vet yPe? (2.5.246)
1 + 1 =\
\/y2+z2 V2422
/2 + y2 + 22 =1
igualando la primera ecuaciéon con la segunda se tiene

1 1 1 1

\/x2+y2+ Vit t 22 Va2 +y? i VY2 + 22 (2:5.247)
o bien
Va2 + 22 = /i + 22 (2.5.248)
de ahi que 22 = 22. De hecho, es facil verificar que debe tenerse
22 =yt =22 (2.5.249)
por lo que en la cuarta ecuacién se obtiene
2?2=y?=22= % (2.5.250)

Dado que la restriccion ocurre sobre una esfera, necesariamente el maximo y el minimo
absoluto se alcanzan. Para el minimo absoluto tendrian que investigarse los casos en los
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que £ =0, y =0, 2 =0 (puede ocurrir méas de una a la vez). El méximo corresponde a
la situacion 22 = y? = 22 = % y en tal caso es facil verficar que f(x,y,z) = 3\/2 = /6.
Luego, /22 + 42 + /y2 + 22 + Va2 + 22 < /6 siempre que /22 + 2 + 22 = 1.

Para ver la desigualdad en el caso general, basta observar que es equivalente a probar
que

22 Y2 Y2 2 2 2
<
z? +y? + 22 * x2+y2+z2+ x? +y? + 22 N m2+y2+22+ x? +y? 4 22 * e i
(2.5.251)
tomando

w=— y=—Y = (2.5.252)

/1.2 +y2+22 /x2+y2+22 /$2+y2+22

claramente vu? 4+ v2 + w? = 1 por lo que se puede aplicar la desigualdad para (u,v,w)
lo cual implica la desigualdad buscada.

Ejemplo 80. Muestre que para cualesquiera =z > 0, y > 0, z > 0 se cumple
2y + yz + xz < 22 + y? + 2. Esto es equivalente a determinar el maximo de
flx,y,2) = xy +yz + xz sujeto a g(z,y,2) =22 +1y> + 22 -1=0

Por la sugerencia y el método de multiplicadores de Lagrange se tiene que Vf = AVg

o bien
y+z=2\x
=2\
Fhz=2y (2.5.253)
T4y =2\z
se pueden sumar las primeras tres ecuaciones para obtener
2 +y+z) =2 (z+y+2) (2.5.254)

de aqui se siguen dos casos.
En el primero z +y + z # 0 por lo que A = 1 y de esta forma el sistema de ecuaciones
se convierte en

Y+ z=2z
r+z2=2
Y (2.5.255)
T4+y=2z2
22 42422 =1
las primeras tres ecuaciones se pueden escribir como el sistema homogéneo
-2 1 1
1 -2 1 (2.5.256)
1 1 =2
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se hace las operaciones 2f> + f1 v —fo + f3 para obtener

0 -3 3
1 -2 1 (2.5.257)
0 3 -3

claramente se puede reducir para obtener

0 0 O
1 -2 1 (2.5.258)
0o 1 -1
y finalmente
0 0 O
1 0 -1 (2.5.259)
01 —1

luego hay infinitas soluciones todas de la forma x = y = z = t. Sustituyendo en la cuarta
se tiene 2 = % y de esta forma f(x,y,2) = f(t,t,t) = 3t = 1 y tal valor es un candidato
para el maximo absoluto.

En el segundo = + y + 2z = 0 y elevando al cuadrado se tiene que z? + y? + 22 +
2 (zy + zz + yz) = 0 o bien usando la cuarta ecuacion xy + xz + yz = —% y claramente
no servirfa como méaximo absoluto sino como el minimo absoluto.

De esta forma el méximo absoluto es 1 por lo que

ry+yz+az<1 (2.5.260)

siempre que x2 + y% + 22 = 1. Para probar la desigualdad original hay que ver que

Ty +yz+xz
J° T 2.5.261
562 _|_y2 +22 — ( )
tomando
u = SU— v = Y w = S (2.5.262)

Vit +y? 4 22 Va2 +y? 4 22 Vat+y? + 22

se tiene que u? + v? + w? = 1 por lo que uv + vw + uw = 1 y esto es equivalente a la
desigualdad buscada.
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3 Integracién de Campos Escalares

Hay dos formas usuales en las que se puede interpretar el proceso de integracion. La
primera es similar a la interpretacién que se usa en una variable donde se quiere integrar
f(x) sobre el intervalo [a,b]. La idea es concebir que en el punto z f(x) es la altura de
la funcioén por lo que f; f(z)dz representa el area bajo la curva. De la misma manera si
h = h(x,y) es una funciéon de dos variables, entonces se puede pensar que en el punto
(z,y) h(z,y) es la altura sobre tal punto por lo que se buscarfa definir [ [ h(z,y)dzdy
como el volumen bajo la superficie que representa la funcion h. !

Figura 3.0.1: Integral de una funcién como volumen

La otra interpretaciéon aparece con mas frecuencia y se relaciona con la idea de un
campo.

Por ejemplo, suponga que S representa un material en forma de ldmina que se puede
concebir como una superficie y que se conoce la densidad superficial o, es decir, la masa
por unidad de area de la superficie. Si ¢ no es constante sobre la superficie (que es
lo mas comin), jcomo podria obtenerse la masa que encierra la lamina? La idea es
pensar en ¢ como un campo escalar, es decir, en cada punto de la superficie o tiene
un valor que indica la densidad. Luego se consideraria una teselacion de la superficie |,
es decir, se divide la superficie en n pequenas areas AS(i) (donde i = 1,2,--- ,n) y se

Ha siguiente imagen fue hecha con el codigo de la pagina
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Volume under surface.png
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3 Integracién de Campos Escalares

escoge un punto representativo de AS(i), P(i) 2. Luego sobre cada AS(i), se aproxima
la masa que hay en esa region como m(i) = o(P(i))AS(i) por lo que la masa total es
aproximadamente igual a

mﬁZ}@@Mﬂ@ (3.0.1)

Haciendo cada vez mejores teselaciones o particiones de la superfie, se escribiré en el
limite que

m:AMS (3.0.2)

donde la integral anterior seria entonces la integral de superficie del campo de densidad
de area sobre la superficie S.

Figura 3.0.2: Integral de Superficie

De lo anterior, se puede observar que la segunda interpretacién de la integral es que
una integral es una suma continua de contribuciones infinitesimales, por lo que cada vez
que se quiera sumar algo, debe recurrirse a cierta forma de integral.

Obviamente el problema seria el mismo si quisiera hallarse la masa no de una superficie,
sino de una regién volumétrica como un cono o una esfera. Se particionaria la region en
pequenios volumenes, y se tomarfa un punto de cada regién como el representante de la
densidad. Eventualmente se escribiria

m:/ pamdV (3.0.3)
1%

donde se us6 la notacién de pys para diferenciarla de la coordenada cilindrica. En tal
caso de que exista la integral anterior, se llamara una integral de volumen.

Para realizar correctamente las integrales anteriores, las dos preguntas que hay que
responder son:

2Codigo tomado de http://en.wikipedia.org/wiki/File:Surface _integral _illustration.png
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3 Integracién de Campos Escalares

1. ;Como se calcula un diferencial de longitud sobre una curva, un diferencial de area
sobre una superficie o un diferencial de volumen sobre una region?

2. ;Cual es la relacion entre estas integrales y la integraciéon ordinaria en una variable
sobre un intervalo [a, b]?

3.1. Integracién a lo largo de una Curva

Antes de trabajar sobre la integraciéon en una superficie, es tutil estudiar la integracion
a lo largo de curvas pues es el caso més facil 2. Aqui el modelo de un campo escalar por
integrar es el de la densidad lineal A. En el caso de una curva, dado que ya se estudio
la longitud de arco, ya se cuenta con una medida de la longitud de una curva por lo
que como la longitud de arco es un parametro definido sobre [0, L] donde L es longitud
completa de la curva se tiene que

L
m:/ Ads (3.1.1)
0

es decir, integrar a lo largo de una curva es equivalente a integrar sobre un intervalo. En
el caso de que se use otra parametrizacion t, se tiene simplemente que

b
m:/ Avdt (3.1.2)

donde [a,b] es el intervalo en que el parametro toma valores. Cualquiera de las dos
formulas anteriores puede utilizarse para calcular el valor de la integral.

Ejemplo 81. Suponga que un cable tiene forma circular y que tal circulo es
de radio R y centrado en el origen (0,0). Si la densidad del cable es A\(z,y) =
z* + 2%y? calcule la masa total del cable.
Para utilizar 3.1.2 se ocupa una parametrizacion del circulo. Ya se ha estudiado que
una parametrizacion es
r(t) = Rcosti+ Rsintj (3.1.3)

donde 0 <t < 27. Para tal parametrizacion v = ‘V‘ = R. Luego como

x = Rcost y= Rsint (3.1.4)
la densidad es
A= Rlcos't + R cos® tsin?t = R cos’ ¢t (3.1.5)
Usando 3.1.2
2
m = / R? cos? tdt = Ron (3.1.6)
0

3Cuando se estudien las integrales de lineas se retomaré este tema por lo que por ahora es tinicamente
como motivacion
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3 Integracién de Campos Escalares

3.2. Integracion sobre una Superficie

El siguiente paso consiste en calcular el area de una superficie. Visto lo suficientemente
cerca, las superficies tienden a parecerse como un pedazo del plano, o bien, un pedazo
de hoja, tal como indica la siguiente figura.

L
0

Figura 3.2.1: Calculo Area de una Superficie

Para parametrizar una superficie, es necesario dos parametros, que por generalidad
se toman como u,v. Si se fija de los dos parametros y se deja variar el otro se generan
curvas (que en la figura aparecen como las dos curvas verdes y las dos curvas mora-
das). Por ejemplo, suponga que la primera curva verde, donde se encuentran los puntos
P, corresponden a un valor v fijo mientras que la segunda curva verde donde estd R
corresponde al valor v + Av fijo.

En cambio, suponga que la primera curva morada donde se encuentran Py R corres-
ponden a un valor u fijo mientras que la segunda curva donde se encuentra el punto @)
corresponde a un valor u + Awu fijo. Es decir,

P=r(u,v) Q=r(u+Au,v) R=r(uv+ Av) (3.2.1)

Ahora bien, la idea es que si Au, Av son lo suficientemente pequefios entonces el area
que encierra la region contenida entre esas cuatro curvas puede aproximarse por el area
del paralelogramo con lados PR y Pa, es decir,

AS =~ (ﬁ X 1@‘ (3.2.2)

Ahora bien, por el desarrollo de Taylor a primer orden

or(u,v)

PR=R-P=r (u,v + Av) —r(u,v) = 5 Av (3.2.3)
%:Q—P:r(u—i—Au,v)—r(u,v) = %Au (3.2.4)
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3 Integracién de Campos Escalares

por lo que

or(u,v)  Or(u,v)
X
ou ov
Conforme la distancia entre las curvas sea menor la aproximaciéon va a ir mejorando y
se llega al siguiente resultado:

AS ~ Aulv (3.2.5)

Si una superficie S estda parametrizada con coordenadas w,v entonces el diferencial de

area de la superficie es
or(u,v) y or(u,v)

ou ov

y la integral de superficie de un campo escalar f se denotard como

//b f(u,v)dS (3.2.7)

Si f = f(z,y) es una funciéon de dos variables definida sobre todo una region R en el
plano entonces se puede interpretar

/Af@@@@ (3.2.8)

dudv (3.2.6)

w:‘

como el volumen bajo la superficie f.
El &rea de la superficie .S se puede calcular como

m@/ﬁw

Esto responde la primera pregunta sobre cémo calcular los diferenciales de area, la
segunda pregunta, que se refiere a como calcular la integral en si, viene dada a través
del Teorema de Tonelli y el Teorema de Fubini.
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3 Integracién de Campos Escalares

Teorema de Tonelli: Si una superficie S es acotada y esta parametrizada con coordenadas
u, v que toman valores sobre los intervalos [a, b] y [c, d] respectivamente y si f(u,v) es un
campo escalar que nunca es negativo entonces se puede calcular la integral de superficie
de f como una integral iterada segin

//Sf(“’”)dsz (3.2.10)
/ (/ flu0) @ . _‘du> du/ (/ flu,v)| 5= % —‘du) dv  (3.2.11)

Teorema de Fubini: Si una superficie S es acotada y esta parametrizada con coordenadas
u, v que toman valores sobre los intervalos [a, b] y [c, d] respectivamente y si f(u,v) es un
campo escalar acotado (es decir, el campo no crece indefinidamente) entonces se puede
calcular la integral de superficie de f como una integral iterada segin

//Sf(u,v)dS: (3.2.12)
/</ Flu,0)| ar a@‘m)m—/ </fuv Or

R— X —

ov
Es decir, el calculo de una integral de superficie se reduce al célculo de dos integrales
ordinarias.

du> dv  (3.2.13)

Antes de empezar a hacer calculos es importante observar que todas las integrales de

superficies siguen siendo lineales, es decir,

//S(f(u,v)+cg(u,v))d5://Sf(u,v)ds+c//Sg(u,v)‘ds (3.2.14)

donde ¢ es una constante.

3.2.1. Integrales sobre el plano

Si se esta sobre el plano zy se puede tomar

r(u,v) = z(u,v)i+ y(u,v)j (3.2.15)

por lo tanto

or(u,v) B (9:U(u,v)i n ay(u,v)j

- ou 5y (3.2.16)
or(u,v)  Du(u,v), | y(uo),
5 = gy | + 5y (3.2.17)
en el plano es mas comun usar la notacién dA en vez de dS en 3.2.6 por lo que
or(u,v)  Or(u,v) 0x(u,v) Oy(u,v)  Oy(u,v) 0x(u,v)
A= = — k 2.1
d ou % ov ‘ ou ov ou ov ‘ (3:2.18)
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3 Integracién de Campos Escalares

Como k es un vector unitario se obtiene que

- (i) b0 o

Esto se puede escribir en una forma mas conveniente de la siguiente manera

Para la integrales en el plano xy el diferencial de area es
dA = J(u,v)dudv (3.2.20)

donde J(u,v) es el Jacobiano de la parametrizacion (o cambio de coordenadas)

8(I,y) ou (9_ Loy Ty
= = ( v = ' .2.21
T o) = 5 )3—5 %\ - (3.2.21)

Luego la integral de area del campo f es simplemente

/ / f(u,v)J (u, v)dudv

En el caso en que se parametrice la regién con coordenadas cartesianas se puede tomar

r=u  y=u (3.2.23)
por lo que en 3.2.21 se obtiene
d(x,y) 10
J(z,y) = D :‘ (:1 3.2.24
@9 =505 =] 1 (3224

es decir,

La integral de area del campo escalar f(x,y) con respecto a las coordenadas cartesianas
es

/ / f(z,y)dzdy (3.2.25)

Dado que la integral de un campo escalar no depende de la parametrizacion se tiene
también que

/i /ﬁf(x’y)dmy - / /.f(uav)J(uav)dudv (3.2.26)

Ejemplo 82. Calcule la integral de z = 4 — x — y sobre el rectangulo 0 < z <
2 0<y<l1

De la region de integracion lo més natural es usar las coordenadas cartesianas ya que
la forma de la region es rectangular. Por Fubini 3.2.12 la integracion se puede realizar
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3 Integracién de Campos Escalares

en el orden en que se quiera, por ejemplo

//::dA:/j /Olz(x,y)dy da

(3.2.27)

Aqui lo tinico que hay que tener presente es que integrar con respecto una variable es
como la derivacidon parcial, es decir, el resto de variables se consideran constantes. Por

lo tanto

2 1 2 y2\ |1
/ /(4—m—y)dy dm:/ 4y — oy — = ‘dm
o \Jo 0 2 /o

Lo cual es

Es decir

Ry

I I I 7117171777777 77777777

ey

I I I 171717777777 7777777

/217070777777 707777777777777777

I I I 777777777

Ry

I 71777777

Ry

I I 77117777777

Iy

Ry

I I 7111717777777 777 7777

ey

Ry 7

/227707707707 777777707777777777777777

I I 7771777777777 7777

LLiss202200222222202022220020222222, »
»

Figura 3.2.2: Ejemplo integracién regiéon rectangular

(3.2.28)

(3.2.29)

(3.2.30)

Muchas veces puede suceder que la regiéon de integracién no sea un rectangulo sino

que esté determinada por dos curvas como se muestra en la siguiente figura.

N g

Figura 3.2.3: Integraciéon region no rectangular
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3 Integracién de Campos Escalares

Es decir, la region de integracion R se considera definida por
a<z<b gi(r) <y< gar) (3.2.31)

donde g; (), g2(z) son dos funciones continuas (en la figura corresponden a las dos curvas
verdes). Aqui no se puede aplicar directamente el teorema de Fubini ya que R no es un
rectangulo, sin embargo, como solo interesan los valores de g1, g2 sobre el intervalo [a, b],
existe un rectangulo [a,b] X [c,d] que contiene a la region tal como se muestra en la
figura. Luego se define la funcion f(z,y) como

. {f(:v,y) si (z,y) € R (3.2.32)

J(z,y) = 0 si si (r,y)¢R

Primero que todo es claro que

//Rf(x’y)dA://[a,b}x[C,d] flx,y) (3.2.33)

y como Fubini se puede aplicar a f(z,7) se tiene que

/ /[a,b]x[c,d] fwy) = /ab </d d (x’y)dy> = /ab </gg<(>) ! (ﬂ”’y)dy> dr  (3.234)

Por lo tanto, se ha encontrado que

= Si una region esta definida por la condicion a <z <b gi(x) <y < go(x) entonces

/ﬁ /];Lf(x’y)dA - /:) (/gg;:) f(x’wdy) dx (3.2.35)

= Si una region esté definida por la condicion ¢ <y < d hy(y) < = < ha(y) entonces

J e |

“ha(y)
/ f(z, y)dw) dy (3.2.36)

hi(y)

Ejercicio 83. Determine el volumen del prisma cuya base es el triAngulo en el
plano zy acotado por el eje x y las rectas y =x y x =1 y cuya parte superior
esti sobre el plano z =3 -z —y

Aqui se puede usar cualquiera de las versiones anteriores 3.2.35, 3.2.36.
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3 Integracién de Campos Escalares

Figura 3.2.4: volumen debajo del prisma

AN
N
AN
N
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\
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N
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=

707777777777 7077
LI 7077207277277207077
b777777777777 7

NATTLUULUUNNULNNNNNNNN NN NN

\

0
.7 (6,0

Figura 3.2.5: Regién de integracion volumen prisma

Si se quiere utilizar 3.2.35 entonces primero se debe determinar el intervalo en el que
varia . De la figura es claro que se tiene que 0 < x < 1. Luego para determinar los
valores en que varia y, se traza en el punto (z,0) un segmento paralelo al eje y. Observe
que para tal recta los valores de y estan entre 0 y «
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07772072 7727777 /00720727777

710 (x,0) 1
|
|
|
|
|

\

Figura 3.2.6: Regién de integracion primera version

Luego
2

//Rz(m,y)dA:/ol /Ox(?)—m—y)dy d$:/01 3y—xy—%

1 2 2 3\ 1
:/ So—a? = L ) gp = (2 T ‘ —1 (3.2.38)
0

x

Odaz (3.2.37)

2 2 2 /1o

En cambio, si se quiere utilizar 3.2.36 se observa primero que 0 < y < 1y para determinar
los valores de x se toma un punto (y,y) y se toma un segmento paralelo al eje z.

(Ly)

N NN

122722722722722222722722227

;7|0 !
!
!
!
|

\ 4

Figura 3.2.7: Regién de integracion segunda version
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Aqui 0 <y <lyy<z<1porloque

//Rz(x,y)dA _ /01 (/211(3 —x— y)d:c> dy = /01 <3x - %2 - :Uy> ‘:dy (3.2.39)

1 2 3
1 Y 2 5 2, Y\
_ a1 _ e Y dy— (20— 22+ % (:1 3.2.40
/0< 5~ Y y+2+y>y <2y v 3, ( )

Ejemplo 84. Determine [ [, %2%dA donde R es el tridngulo del ejemplo an-
terior, es decir, el triAngulo en el plano zy acotado por el eje = y las rectas
y=zyz=1.

Como lim,_g Sigx = 1 la funcién es acotada por lo que se puede aplicar el teorema
de Fubini. Se pueden tomar los mismos limites del ejemplo anterior por lo que hay que

calcular
1
dy = / sinxzdr = —cosz| =1—cosl
0 0 0

LU ) [ (5)
(3.2.41)

En cambio, si se hubiera usando la segunda version 3.2.36 se hubiera tenido que calcular

/01 (/yl Si?dm) dy (3.2.42)

Ahora bien, esta integral no posee una antiderivada sencilla, lo cual significa que atn
cuando en principio puede integrarse la funcién en cualquier orden en la practica puede
ocurrir que solo sepa calcularse con un orden.

T 1

Otro célculo de diferencial de area que es util memorizar es el de coordenadas polares.
Como
T =pcosp y=psing (3.2.43)

por lo que en 3.2.21 se tiene que

cos TPEY _ (3.2.44)
sing pcosp

J(m@)Z‘ o B ‘:

Es decir,
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3 Integracién de Campos Escalares

El diferencial de area en coordenadas polares es
dA = pdpdp (3.2.45)

por lo tanto, la integral de area de un campo escalar f es

/ / fodpde (3.2.46)

A su vez, el area de una region sobre el plano en coordenadas polares es simplemente

A= / / pdpdyp (3.2.47)

f\/m adydz
0 V-2

La idea es integrar con respecto a las coordenadas polares pues el integrando se sim-
plifica mucho asi como los limites de integracién. Primero que todo hay que determinar
geométricamente la regiéon de integracion. De los limites de la integral iterada se tiene

Ejemplo 85. Evaliie la integral doble [

que

0<z<a 0<y<Var—x2 (3.2.48)

La primera desigualdad es clara, para que la segunda se vea més facilmente se eleva al
cuadrado
0< y2 < azx — x° (3.2.49)

y sumando 2 en toda la desigualdad se tiene que
22 <a?+y? <ax (3.2.50)

El primer lado de la desigualdad dice

2% = 2% 492 (3.2.51)

se obtiene simplemente que y = 0.
El segundo lado de la desigualdad dice

2® +y* = ax (3.2.52)

Completando cuadrados se puede escribir como

a\ 2 , a’
_Z = _ 2.
(x 2) +y 1 (3.2.53)

y esto es la ecuaciéon de un circulo centrado en ( g O) con radio 5. Por lo tanto, la region

27
de integracién se ve como
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177777777

7000 70777777777777

7
2177
7077
2177
777

(0,0) (a/2,0) (2,0)

Figura 3.2.8: Regién de integracion

Como se desea integrar con respecto a coordenadas polares, se cambian los limites de
integracién con respecto a las variables p, . Primero que todo es claro que

0<p< g (3.2.54)
También, de 22 + y? < az se obtiene que
p < acosp (3.2.55)
por lo que
a rvVar—z? a 3 a cos o a
——dA = ————pdp | dp 3.2.56
/0 /0 Va? —x2 — 2 0 0 Vaz — p? ( )
Ahora se utiliza el cambio de variable
u=a%—p? du = —2pdp (3.2.57)
por lo que
z a?sin? p a du z a2
— | == | dp = d 3.2.58
/0 /a2 ﬁ( 2) Y a/o \/aaQSin2<p Y ( )
2 . 2 3 2 (T
= / (a—asinp)dp =a (cp—i—cosgo)o =a (5—1> (3.2.59)
0

2
Ejemplo 86. Evaluae [ [, (%) dzdy sobre la regién que se muestra a con-

tinuacion.
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\

Figura 3.2.9: Regién de integracion

Primero que todo, la regién esta limitada por las cuatro rectas

r+y=1 r—y=1
vty ——1 r—y——1 (3.2.60)
Esto sugiere utilizar el cambio de variable
u=xr+y v=r-yY (3.2.61)
Que también se puede escribir como
u—+v uU—v
= = 3.2.62
= Y= ( )
Luego el Jacobiano es
oz Oz 1 1 1 1
— — 12 2 |- —
J(u,v)—( g % ‘—‘ P (—(—5(—5 (3.2.63)
u (v

Pues siempre se toma el valor absoluto para que el Jacobiano sea positivo. Por lo tanto

T -y 2 1 1 v 21
7Y ) qa= Sdu | d 3.2.64
//R<x+y+2> /_1 /_1 <u+2> gt av ( )

1 1
L, —1)! L/ 2
- 9 i 2.
—/1 5Y (u+2) ‘Adv 5 <3 >/_11} dv (3.2.65)

1031 2
=331, 3 (3.2.66)
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Ejemplo 87. Evaltae la integral doble ff < Ologgﬁ (x—1)V1+ erdy> dx
Aqui resulta mas util cambiar el orden de integraciéon ya que no se tiene una antide-
rivada conocida para /1 + e2¥. De los limites se tiene que

1<z<2 0<y<logx (3.2.67)

0.54

-0.54

Figura 3.2.10: Cambio orden region de integracion

Para invertir el orden observe que si y = log x entonces x = €Y por lo que
0<y<log2 ey <z <2 (3.2.68)

De esta forma la integral en el nuevo orden es

/010g2 (/j(m—m\/mczm)dy: O

log 2 2

dy (3.2.69)

ey

2
V14 e <%—x>

log 2

2y
V1 e (—% + ey> dy (3.2.70)

Haciendo el cambio de variable u = e¥ la integral anterior es

2 2 2
/\/1—|—u2<1—%)du:/ \/1—|—u2du—/ \/1+u2%du (3.2.71)
1 1 1

Para la primera integral se utiliza que [ v/1 + u?du = 3 <u\/ 1+ u? 4+ log <u +V1+ u2) > +

C por lo tanto

[V (s (s V) [ (2= e (35

(3.2.72)

0

Para la segunda integral se utiliza el cambio de variable v = 1 + 2

2 1 5
/ \/1—|—u29du:—/ Vudo =
1 2

Sdu= (5v5 - 2v2) (3.2.73)

1
6
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Por lo tanto

/12 </Ologx(x—1)\/mdy> dx:%<2\/g_\/§+log <2+\/5>>_é (05-22)

1++2

(3.2.74)
Ejemplo 88. Calcule el area de una elipse i—; + %—j =1
Aqui se modifican ligeramente las coordenadas polares
xr=apcosy y=Dbpsiny (3.2.75)
Es facil verificar que en este caso
dA = abpdpdyp (3.2.76)
Bajo estas coordenadas elipticas, la ecuacién de la elipse i—; + %—j = 1 es simplemente

p =1 por lo que el area es simplemente

A= //dA = /0% </01 ab,od,o> dp = mab (3.2.77)

Ejemplo 89. Calcule el area de la superficie una esfera 22 + > + 2> = R?
Primero se puede parametrizar la esfera en coordenadas esféricas

= Rcospsinf y = Rsinpsind z= Rcosf (3.2.78)

Por lo tanto por 3.2.6 el Jacobiano es en este caso
_|0r(0,0) Or(f,9)

J(6 = 3.2.79
(6.) = [ 552 < 2L (3.2.79)
= R?|(cos ¢ cos fi + sin ¢ cos 0 — sin Ak) x (— sin @ sin fi 4 cos psin 93)‘ (3.2.80)
= R?|cos? ¢ cos 6 sin Ok + sin? ¢ cos O sin Ak — sin psin? 0 + cos @ sin? Hi‘ (3.2.81)
= R? \/0082 @sin® @ + sin? psin® 6 + cos2 0sin® 6 = R?sin 6 (3.2.82)
Por lo tanto
dS = R?sin 0dfdy (3.2.83)

Y de esta forma el area superficial de la esfera es

2T T
A= / / ds = / ( / R? sin9d9> dp = 4T R? (3.2.84)
0 0

Es decir, el 4rea de una esfera de radio R es 47 R2.
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3 Integracién de Campos Escalares

3.3. Integracién sobre una Region

En forma similar a la seccién anterior ahora se va a calcular el volumen que encierra
una regiéon. Los tres parametros necesarios para la regiéon se denotaran como u, v, w.

Figura 3.3.1: Célculo Volumen de una Region

Ahora bien, es posible generar curvas variando uno de los tres parametros y fijando los
otros dos. En forma similar con las superficies, las curvas en este caso encerrarian cubos
distorsionados como se muestra en la figura y la idea sera aproximar tales volumenes a
través del volumen del paralelepipedo de lados 1@, ﬁ , ﬁ Por lo tanto

AV :‘1@- (P_é X ﬁ)( (3.3.1)
Para ser mas precisos, suponga que
P=r(u,v,w) Q=r{u+lu,v,w) S=r(u,v+Av,w) R=r(u,v,w+Aw) (3.3.2)

Igual que antes se toma en cuenta el desarrollo de Taylor de primer orden y se tiene que

]@ =Q—P=r(u+ Au,v,w) —r(u,v,w) = 781‘(118,1),10) Au (3.3.3)
u
P Or(u,v,w)
PS=S—-P=r(uv+ Av,w) —r(u,v,w) = TA’U (3.3.4)
v
P?Z:R—P:r(u,v,w—i—Aw)—r(u,v,w) :Wﬂw (3.3.5)
w

Por lo que

AV ~

Or(u,v,w) (Or(u,v,w) " or(u, v, w)
ou ov ow

> ‘AuAvAw (3.3.6)

Conforme la distancia entre las curvas sea menor la aproximacién va a ir mejorando
y se llega al siguiente resultado:
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3 Integracién de Campos Escalares

Si una regién V' estd parametrizada con coordenadas u,v,w entonces el diferencial de
volumen de la regién es

_ )Gr(u,v,w) . <8r(u,v,w) " or(u,v,w)

v ou v ow

> ‘dudvdw (3.3.7)

Sir=z(u,v,w)i+ y(u,v,w)j+ z(u,v,w)k el diferencial de volumen también se puede
calcular como

9z 9z Oz
gu gv %w
v =| g& 2 2L dudvdw = J(u, v, w)dudvdw (3.3.8)
oz & 0z
ou Jv Ow

donde ahora J(u,v,w) es el Jacobiano en tres variables (en el caso de que el determinante
dé negativo se toma el valor absoluto).
La integral de volumen de un campo escalar f se denotara como

/ / /V Fu, v, w)dV (3.3.9)

El volumen de la regién es simplemente

V= / / / v
Esto responde la primera pregunta sobre cémo calcular los diferenciales de volumen,

la segunda pregunta, que se refiere a cémo calcular la integral en si, al igual que para
las superficies, viene dada a través del Teorema de Tonelli y el Teorema de Fubini.
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3 Integracién de Campos Escalares

Teorema de Tonelli: Si una region V' es acotada y estd parametrizada con coordenadas
u,v,w que toman valores sobre los intervalos [a,b] , [c,d], [e, f] respectivamente y si
f(u,v,w) es un campo escalar que no toma valores negativos entonces se puede calcular
la integral de volumen de f como una integral iterada en el orden que se desee, por
ejemplo (hay seis 6rdenes posibles pero solo se ponen dos por razones de espacio)

/ fu,v,w)dV = (3.3.11)
14

/; (/Cd </€f fJ(u,v,'w)dw> dv> du = /j </Cd (/ab fJ(u, 'U,zu)du) dv) dw (3.3.12)

Teorema de Fubini: Si una region V' es acotada y estd parametrizada con coordenadas
u,v,w que toman valores sobre los intervalos [a,b] , [c,d], [e, f] respectivamente y si
f(u,v,w) es un campo escalar acotado (es decir, el campo no crece indefinidamente)
entonces se puede calcular la integral de volumen de f como una integral iterada en el
orden que se desee, por ejemplo (hay seis 6rdenes posibles pero solo se ponen dos por
razones de espacio)

/. flu,v,w)dV = (3.3.13)
v

/:) (/Cd </ef fJ(u,v,'w)dw> dv> du = /j </cd (/ab fJ(u, 'U,zu)du) dv) dw (3.3.14)

Es decir, el calculo de una integral de volumen se reduce al calculo de tres integrales
ordinarias.

Al igual que en el caso del plano, se tiene que

La integral de area del campo escalar f(zx,y, z) con respecto a las coordenadas cartesianas

N [ [ [ rtenzpiatua 5.3.15)

Dado que la integral de un campo escalar no depende de la parametrizacién se tiene
también que

/ / / f(z,y, 2)dedydz = / / f(u, v, w)J (u, v, w)dudvdw (3.3.16)

La integral cumple la propiedad de linealidad

///V (f"‘CQ)dV/././‘./de—i—c///‘;ng (3.3.17)

donde ¢ es una constante.

A su vez, en el caso de que se quiera integrar sobre una regiéon volumétrica no rec-
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3 Integracién de Campos Escalares

tangular, se puede ajustar el Teorema de Fubini igual que en el caso del plano para
obtener

Si una regiéon volumétrica esta definida por las condiciones
a<z<b g(z)<y<gar) hi(r,y) <z<h(z,y) (3.3.18)

entonces la integral del campo F(x,y, z) es

b [ re2() ha(z,y)
/ / / F(z,y,2)dz | dy | dz (3.3.19)
a g91(x)

hi ($¢y)
Con formulas analogas si el papel de x,y o z es intercambiado.

Antes de realizar algunos ejemplos, es bueno tener los diferenciales de volumen de las
coordenadas cilindricas y esféricas. Para las coordenadas cilindricas, se tiene

T=pcosy yYy=psing z=z (3.3.20)

Por lo que con la ayuda de 3.3.8

% %4

J(pp2) = | 55 o5 o0 (3.3.21)
0: 0= 0z
dp Oy Oz

cosp —psingp 0
=|sinp pcosp 0 |=p (3.3.22)
0 0 1

Para las coordenadas esféricas se tiene

x=rcospsinf y=rsinpsind z=rcosh (3.3.23)
por lo que con 3.3.8
Oz Odz  Ox
5
Jrbp)=| % % o (3.3.24)
0z 0z 0z
or 00 Oy
cospsinf rcospcosf —rsinpsind cospsinf cospcosf —sing
= | singsinf rsinpcosf rcospsind | =r’sinf| sinpsinf singcosf  cosg
cos 6 —rsinf 0 cos 6 —sinf 0

(3.3.25)

sin psinf  sin ¢ cos 6

cos 6 —sin6 cos 6 —sind

=r%sin6 {— sin @

‘—cosap cos psinf  cos g cos H

(3.3.26)
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3 Integracién de Campos Escalares

=r2siné [sin2 @ + cos? ¢] = r? sin 0 (3.3.27)

Por lo tanto se ha obtenido lo siguiente:

= El diferencial de volumen en coordenadas cilindricas es
dV = pdpdedz (3.3.28)

por lo tanto, la integral de volumen de F' en coordenadas cilindricas es

|| | Fodpaca: (3.3.20)

= El diferencial de volumen en coordenadas esféricas es

dV = r? sin Odrdfdy (3.3.30)

por lo tanto, la integral de volumen de F' en coordenadas esféricas es

///Fr2 sin Odrdfdy

Ejemplo 90. Calcular el volumen del sélido 7T limitado por los paraboloides
z =22+ 9%, 2z =42® + 4%, el cilindro y = 2 y el plano y = 3.

Por razones de comodidad se grafican por separado los dos paraboloides y el cilindro
y el plano tal como se indica en la siguientes figuras.

1 _0g -06 -04 -02 0

eje x ejey

Figura 3.3.2: Paraboloides
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I\
I\
..
..
W
\
W\
i\
A
\
\

Vr 777 7 e
Vo 7/ 7 7 / 7/ 7/ /A
oy /7777777

-1 0

ejey

Figura 3.3.3: Cilindro y el plano

gjey

Figura 3.3.4: cuatro superficies simultdneamente

Para encontrar mas facilmente los limites de integracion, se realiza un dibujo sobre el
plano xy del cilindro y = 22 y el plano y = 3x.
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3 Integracién de Campos Escalares

Figura 3.3.5: Regién de integracion en el plano xy

En el plano zy las curvas y = 22 y y = 3z se intersecan cuando x> = 3x o bien
x =0z = 3. Por lo tanto se utiliza 3.3.19 y se obtiene que

3 3z 4(22+y?)
V:///dzdydx:/ / / dz | dy | dz (3.3.32)
0 22 22 4y2

Realizando las integrales de adentro hacia afuera

3 3x 3
= / (/ 3(2? + yQ)dy> dr = / (32%y + ¢°) %% da (3.3.33)
0 T 0

2

3 3
16767
= / 322 (3 — 562) + 2723 — 28dx = / 362% — 321 — 25do = T (3.3.34)
0 0

Ejemplo 91. Obtener una integral triple en el orden dzdxdy que representa el
volumen del poliedro en el primer octante limitado por los planos z =0y =
0z=0y por los planos = +y + 2z =11, 2z + 4y + 3z = 36, 2z + 3z = 24.

Para encontrar los limites de integracién es ttil tener un dibujo preliminar de los
planos tal como el de la siguiente figura.
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3 Integracién de Campos Escalares

N/

Figura 3.3.6: Planos

Se van a nombrar los tres planos como

Piiox+y+z=11 Py:20+4y+32=236 P3:2z+3z=24 (3.3.35)

Figura 3.3.7: Vista desde abajo de los planos, P; rojo, P, verde y P; azul

Como el poliedro debe estar limitado por los planos x = 0 y = 0 z = 0 entonces tres
de sus caras siempre son esos planos. Luego de la figura se puede notar que el plano P,

246



3 Integracién de Campos Escalares

corta el eje y en el punto (0,9,0) por lo que el limite en y del poliedro es
0<y<9 (3.3.36)

Luego sobre el plano xy los planos Py, P, se cortan en el punto (4, 7,0) por lo que cuando
y va desde 0 a 7 el valor de x va desde 0 a x = 11 — y y cuando y va desde 7 a 9 el valor
de x va desde 0 a 18 — 2y, es decir

0<z<1ll—y cuando0<y<7

(3.3.37)
0<z<18—2y cuando7<y<9

oy
7077777777,
7

Figura 3.3.8: Poliedro

Finalmente, para hallar los limites en el eje z, se trabaja primero en la regiéon 0 < z <
11—y cuando 0 <y < 7. Aqui el plano P; y Ps se intersecan en el plano xz en el punto
(9,0,2). La ecuacion de los tres planos puede escribirse como
36 — 4y — 2z 24— 2x

Po:z=11—-2z—-y Py:z= 3 P3:Z—T (3.3.38)
Luego el plano P; esta por debajo de los planos P» y P3 cuando

36 —4y — 2 24 —2
11—m—y§% 11—x—y§Tx (3.3.39)
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o bien
-3+y<z 9-3y<ux (3.3.40)

Para analizar mejor ambas desigualdades se van a considerar los casos 0 < y < 3y
3<y<1.t

Cuando 0 < y < 3 la primera desigualdad en 3.3.40 se cumple trivialmente por lo que
solo hay que preocuparse por la segunda. Por lo tanto

fo<s<ti-a-y 9-3y<a<ii-y 0<y<3 (3.3.41)

Cuando 3 < y < 7 la segunda desigualdad en 3.3.40 se cumple trivialmente y la primera
se cumple cuando —3 +y <z < 11 — y es decir

{o<s<ti-z—y -3+y<o<li-y 3<y<T (3.3.42)

Luego el plano P, esta por debajo de los planos P; y P3 cuando

4y -2 4y —2r 24-2
-y -2 gy, o x (3.3.43)
3 3
o bien
r<-3+y 3<y (3.3.44)
Asi
focsc®time g<p< 34y 3<y<T (3.3.45)
Luego por eliminacién
{O§z§ U2 g<z<9-3y 0<y<3 (3.3.46)

Ahora hay que analizar la region 0 < x < 18 — 2y cuando 7 < y < 9. Igual que antes el
plano P; esta por debajo de los planos Ps, P3 siempre que se cumpla 3.3.40, es decir,

-3+y<z 9-3y<ux (3.3.47)

Pero en este caso ahora es imposible satisfacer la primera desigualdad pues = < 4, es
decir, el plano P; nunca esti por debajo de los planos P», P3 en este caso.
El plano P; esta por debajo de los planos P; y Ps cuando se cumple 3.3.44

xr<-3+4+y 3<y (3.3.48)
En este caso ambas desigualdades se cumplen trivialmente por lo que

focec®tiz goypcig-gy 7<y<y9 (3.3.49)

“Ver la figura al final del ejercicio
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Figura 3.3.9: Regién de integracion en el plano xy

Finalmente, la integral de volumen se escribe como

24-2
3

_ —r— _ 36—4y—2z _ z

f03 fgl_lgyy fon Y dzdxdy + f37 I 3ty Jo ° dzdmdge—i; fo‘: fog 3y o dzdzdy+
— —r— _ 20—y —ax

S Ly [ dedady + f7J§T [y dadedy

(3.3.50)

Ejemplo 92. Calcule el volumen de una esfera de radio R.
Lo més tutil es utilizar coordenadas esféricas.

2 g R
V:///dV:/ / / TQSiné?drdé?d(p:éﬂR?’ (3.3.51)
o Jo Jo 3

Ejemplo 93. Use coordenadas esféricas para evaluar [ [ [ % donde
T es el solido acotado por las esferas 22 + 32 4+ 22 =4, 22 + > + 22 =9 y el
semicono z? + 4% — 22 =0, z > 0.

Observe que en coordenadas esféricas las tres superficies pueden escribirse como r = 2,
r =3y sin? @ = cos? 6. Las tres ecuaciones anteriores poseen simetria en la coordenada
p, es decir, ¢ no aparece en ninguna de las ecuaciones por lo que se puede pensar que
las superficies son superficies de revolucion a lo largo del eje z, de esta forma solo es

necesario trazar la region de integraciéon sobre un plano como se indica en la figura.
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Figura 3.3.10: Regiéon de integraciéon

De aqui es claro que los limites de integracién son

2<r<3 0<6< 0<p<2rm (3.3.52)

N

por lo que la integral en coordenadas esféricas es

o 1 3r2sing -
/ (/0 ([ = dr)d@)dso:%(lnr) (- cos0) I§ (3:3.53)

=27 (1 - %) In (;) (3.3.54)

3.4. Aplicaciones Integrales Dobles y Triples

3.4.1. Centro de Masa de un Cuerpo

Suponga que se tiene un sistema de N particulas con masas m; y vectores posicion
r;. Ignorando por el momento las fuerzas internas, si sobre cada masa actuin fuerzas
externas F; entonces la segunda ley de Newton establece que

d?r;
F, — mid_t‘; (3.4.1)

sumando sobre todas las particualas se tiene que

N d2I‘Z’
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Si se define la fuerza externa total como

F=)F, (3.4.3)

v la masa total del sistema como
M=) "m (3.4.4)

usando el hecho de que la derivada es lineal, es decir, (f 4+ g)’ = f’ 4 ¢’ se tiene en 3.4.2

que
d2 N d2 Zi\il m;r;

Ahora bien, se puede definir el centro de masa como

R. — S mar

om = == (3.4.6)

y 3.4.5 se convierte en
F=MR., (3.4.7)

es decir, el centro de masa se comporta como una particula bajo la acciéon de las fuerzas
externas neta sobre el sistema. La pregunta es como generalizar la formula del centro de
masa para un sistema continuo, por ejemplo, un anillo, una ldmina o un cuerpo sélido
en general. En el caso de una distribucién continua de materia, se considera que esta
formada por “particulas infinitesimales” de masa dm y como la integral es la versién
continua de una suma simplemente se intercambia la suma en 3.4.6 por una integral y
se llega a

[ rdm

M

Como se esta integrando por primera vez un vector hay que especificar que significa tal
integracion. Si r = xi+ yj + zk la integral anterior significa realizar las integrales de las
componentes por separado,

Rcm =

(3.4.8)

Jrdm  [zdmi+ [ydmj+ [ zdmk

Rem === M

(3.4.9)

Es decir,
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El centro de masa de una distribucion continua de materia es

[ rdm
M

R = (3.4.10)

donde hay tres casos:

1. Si es una distribucién lineal de materia con densidad variable A como un aro se
toma

[ rXds

dm=MXds M= | \ds R, =+——
m S / S f)\ds

(3.4.11)

2. Si es una distribucién superficial de materia con densidad variable o como un disco
se toma

dm = odS M = / / 0dS Rep = Wiajs (3.4.12)
g

3. Si es una distribucion volumétrica de materia con densidad variable pp; como un
cilindro se toma

[ fffrpMdV
dm = ppdV ///pMdV R.n T T Tomdv (3.4.13)

donde se usa un indice sobre la densidad para diferenciarlo de la coordenada radial

cilindrica p.

3.4.2. Tensor de Inercia

Continuando con el ejemplo de un sistema de particulas, el momento angular de cada
particula con respecto al origen es

LZ' = m;Tr; X V; (3414)

y sumando a ambos lados de la ecuacion se tiene

N N
1=1 i=1

luego se puede definir el momento angular total del sistema como

N
L=) L (3.4.16)
i=1
por lo que en 3.4.15 se tiene
N
L= Zmiri X V; (3417)
=1
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derivando con respecto al tiempo la ecuaciéon anterior y usando la regla de Leibniz para
el productro cruz se tiene que

JL N N
o :Zmi (Vi X v +1; X a;) :Zri x F; (3.4.18)
i=1 i=1
si el torque de cada particula es
T =1; X F; (3.4.19)
entonces 3.4.18 se puede escribir como
dL
B 3.4.20

donde T es el torque total del sistema

N
T=) T (3.4.21)
=1

Suponga ahora que cada particula esta girando a lo largo de un eje w. En 1.4.25 se vio
que la velocidad de la particula es

V; =w XTIy (3422)
Sustituyendo esto en 3.4.17 se tiene
N
L= mrx (wxr) (3.4.23)
i=1

Por la regla BAC — C'AB se tiene que
r; X (wxr)=w(r; r;) —r;(r; w) (3.4.24)

y sustituyendo esto en 3.4.23 se obtiene

L= mwri r)—ri(r w) (3.4.25)

Para que la formula tome un aspecto més conocido, primero se tendria en su versiéon
continua

L= /dm w(r-r)—r(r w) (3.4.26)
se puede descomponer el vector posicién con la ayuda de la proyeccién ortogonal 1.2.24

r=r| +r; (3.4.27)
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donde r|| es paralelo a w y r) es perpendicular a w. De esta forma
2
wrr)-r(rw=w “rM + |rL|2] — (v +ry) (r)-w) (3.4.28)

como r| es paralelo a w se puede aplicar 1.2.20 y escribir

rp=(r-@)e w=ws (3.4.29)
por lo que si
r =yl o= (3.4.30)
3.4.28 se vuelve
W [rﬁ + Tﬂ —(rp @) w (@) @+r) =riw—(r @) wr, (3.4.31)

sustituyendo lo anterior en 3.4.26 y usando el hecho de que la velocidad angular es
constante se obtiene que

L= w/ridm - w/ (r)-@)ridm (3.4.32)

La inercia rotacional con respecto a un eje n se define como
I, = / rdm (3.4.33)

donde ri es la distancia perpendicular al eje n. Igual que para el caso del centro de
masa, puede tenerse que dm = Ads, dm = odS, dm = ppdV

De esta forma 3.4.32 se escribiria como

L=1I,w— w/ (- @) ridm (3.4.34)

Se observa facilmente de la ecuacién anterior que en general el momento angular no es
paralelo a la velocidad angular.

De hecho para obtener la relaciéon general entre el momento angular y la velocidad
angular es mas conveniente regresar a 3.4.26 y escribir

x w1
r=| y w=| ws (3.4.35)
z w3
De esta forma
w1 X
L= /dm (2 +y*+2%) [ w2 | = (2w +ywa +2w3) | ¥ (3.4.36)
w3 z
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o bien
(22 4+ y* +2%) w (Twy + ywo + 2w3) T
L= /dm (2 + 9+ 22wy | — | (awr +yws + 2w3)y (3.4.37)
(22 4+ y* + 2%) ws (zw1 + yws + 2ws3) z

simplificando un poco

(y2 + z2) W] — TYwa — TZWs3
L= /dm —zywr + (22 + 2%) wo — yaws (3.4.38)
—Tzw1 — Yzwa + (ac2 + y2) w3

La forma mas conveniente de escribir lo anterior es a través de un producto matricial

y? 4 22 -y —xZ w1
L= /dm —ry 2422 —yz wa (3.4.39)
—xz —yz %+ y2 w3
o bien
L= lw (3.4.40)
donde I es el tensor de inercia
[(y*+2%)dm  — [zydm — [xzdm
I= — [zydm  [(2*+2%)dm - [yzdm (3.4.41)
— [xzdm — [yzdm  [(z%+ y*)dm

Es decir, en general la inercia es un tensor y no un escalar. De lo anterior se puede
observar ademés que la inercia es una matriz (tensor) simétrico, por lo que es diagonali-
zable. Si el eje de rotacién esté alineado sobre algtn vector propio, entonces en tal caso
la inercia se reduce a un nimero y se recupera la féormula conocida L = Tw

3.5. Ejercicios Adicionales

Ejemplo 94. Sea I = ffR cos/y — xdA donde R es la regidon entre las curvas
y=x+1, y=2a?+z. Calcule I usando el cambio de variable u =z, v = /y — «
Primero que todo la regién en el plano xy es la siguiente
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1l

Figura 3.5.1: Regioén integraciéon plano zy

al utilizar el cambio de variable sugerido hay que analizar en que se transforman las
fronteras de la region de integraciéon. Primero que todo se tiene que v?> = y — & por lo
que y = v4+r=1v"4u por lo que la recta y =  + 1 se transforma en v4+u=u+1lo
bien v? = 1 por lo que v = 1 ya que v = /y — = > 0. Luego la pardbola y = 22 + z se
convierte en v + v = u? 4+ u o bien v = 4u. La regién con respecto al plano uv es

N |/

Figura 3.5.2: Regioén integraciéon plano uv

El jacobiano de la transformacion es

Ty Ty
Yu Yo

J = = (3.5.1)

1 2v

|1

por lo que la integracién es

I= /01 </ cos (v) 2vdu> dv = 8cos (1) — 4sin (1) (3.5.2)

—v

donde hay que utilizar partes.
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Ejemplo 95. Encuentre el volumen del sélido de revolucién 22 > 22 4+ y? ence-

rrado por la esfera 22 +y?> + 22 =1
Las superficies 22 = 22 + 9% y 22 + y? + 22 = 1 se ven como la figura siguiente

zM2 -y -x"2=0

0.5

0
"%

o"to.g,

%

==

i

“0
0
S 3s

()
0

K
XS

S N

(S

o
N

R

Figura 3.5.3: Esfera-cono

Se van a utilizar coordenadas esféricas para calcular el volumen. Es claro que hay
simetria en la coordenada ¢ ya que las ecuaciones de las superficies pueden escribirse
como cos? § = sin? f y r = 1. Luego se puede estudiar la region de integracion en el plano

xz para obtener los limites en r y 6.

Figura 3.5.4: Esfera-cono en el plano y =0

La region de integracién corresponde a la sombreada y es claro por simetria que el
volumen encerrado es dos veces el volumen de la tapa superior. De ahi se sigue que los
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3 Integracién de Campos Escalares

limites de integraciéon son 0 < ¢ < 27, 0 <0 < % y 0 < r < 1. Luego el volumen es

2 % 1 47 1
V= 2/ / / r? sin Odrdfdy = — (1 - —) 3.5.3
o Jo Jo 3 V2 ( )

Ejemplo 96. Demuestre el teorema de los cascarones para el potencial gravita-
cional, es decir, calcule el potencial gravitacional efectuado por una distribu-

cién esférica de masa con densidad constante pj; sobre un punto (0,0, zy). Su-

ponga que el radio de la esfera es R. Es decir, calcule la integral [ [ [ %
T4y zZ—2z0

donde la integral es sobre la esfera (centrada en el origen de coordenadas por
facilidad).

Claramente lo més conveniente es utilizar coordenadas esféricas. En tal caso dado que
dm = pprdV se debe calcular

2
Odrdod
— Gpur / / / 1° sin fdrdfdp (3.5.4)
V/72sin? 0 4 (1 cos ) — z)2
como no aparece ¢ se puede integrar en tal coordenada e intercambiar el orden de
integracion
Rorm 2 sin 0d0d
—27erM/ / ) (3.5.5)
0o Jo /12— 2rzcosf + 22

haciendo el cambio de variable u = 72 — 2rzg cos § + zg se tiene du = 2rzysin 0df y luego
hay que integrar

(r+20)? rdudr 2 R
~ZGpu / / =G /0 (r+ 20| —|r—zo)rdr  (3.5.6)

—2z0)2

sin pérdida de generalidad puede tomarse zy > 0 por lo que hay que analizar inicamente
los casos 0 < zg < 7Ty r <z Si0<z <7 se tiene

~ Gou ( |7 e o myrar s [ Crtzo— (e zO>>rdr) (35.7)

Z0 20
4 20 R 4 3
= ——WGpM </ r2dr +/ zordr> = ——WGpM <Z—O + 2 (R2 - z%)) (3.5.8)
20 0 20 20 3 2
2
= —37Gpu (3R — 23) (3.5.9)
En el caso r < zy se tiene
4 R R3 GM
_ iGpM/ 2dr — __GpM_ _ (3.5.10)
20 0 3 0
En ambos casos, dado que la fuerza es F = —VV esto quiere decir que la fuerza es

equivalente a aquella producida por una tnica masa puntual con masa igual a la masa
encerrada por el punto en que se quiere calcular la fuerza.
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3 Integracién de Campos Escalares

Ejemplo 97. Considere la integral de Gauss I, = [ [, e_(x2+y2)d:6dy donde D
es el disco 22 +3? < a? . a) Aplique coordenadas polares para demostrar que

Ih=7m(l—e"%). alcule e " dx usando el valor de s e T YV drdy
( *)- b) Caleule [~ e"d do el valor de [ [q, e~ ¥ dzd

a) En coordenadas polares se tiene que

2 a a
I, = / (/ e_r2rdrd9> = 27?/ e " rdr (3.5.11)
0 0 0

usando el cambio de variable u = —r? se tiene du = —2rdr por lo que

1 ~a? —a? —a?
=27 —3 eldu = —me'|j" =7 <1 —e > (3.5.12)
0

b) Primero que todo es claro que

// emQ?ﬂdxdy:/ / e eV dyda (3.5.13)
R2 —00 J —00

00 ) oo ) 00 ) 2
= (/ e’ dw) </ eV dy> = (/ e ” dw) (3.5.14)

Ahora bien, tomando a — oo en la parte a0 se tiene

// eV dzdy = (3.5.15)
R2

/OO e dr =7 (3.5.16)

—00

por lo que

Ejemplo 98. Calcule el valor promedio de la temperatura T'(z,y, z) = 22 +y>— 22

en el interior de la regién del sélido limitado por las superficies 2z = 22 + 32,
2?+y?—22=1yz2=0, 2=3.
El valor promedio de una funcién es

(f) = M (3.5.17)

Las superficies en coordenadas cilindricas son 2z = 72 y 72 = 1+ 22 .
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3 Integracién de Campos Escalares

X2 +yR2-2"2-1=0

Figura 3.5.5: Paraboloide-Hiperboloide

En el plano zz las superficies se ven como la figura siguiente

Figura 3.5.6: Paraboloide-Hiperboloide

Luegos los limites en cilindrica son

0<h<2r 0<2<1 V2z2<r<y1+422 (3.5.18)
Primero que todo el volumen es
2,1l pV/1422 o pl r2 V1422
V= / / / rdrdzdf = / / — dzdf (3.5.19)
0 0 JV2z 0 0o 2 V2z
1 27 1 1 27 1
- —/ / (2 — 1)%dzdf = —/ (2 — 1)3‘ =" (3.5.20)
2 0 0 6 0 0 3
Por otro lado
2t 1l V1422 1 o/,4 2 V1tz?
///TdV:/ / / 7“(7“2—272) drdzd0:27r/ (——22—> dz
o Jo Jva= o \4 2/ 1vz=
(3.5.21)
LO+22)2 L0422 (20 ,(22)
=2 ~ T2 - 2 d 5.22
77/0 ( 1 z 5 1 +z 5 z (3.5.22)
7 (! 4 4 T (1 4 s
:—/ (1+2z2+z4—2z2—2z —4z2+82)dz:—/ (72 —4z2+1)dz:—
2 Jo 2 o 2
(3.5.23)
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3 Integracién de Campos Escalares

Luego

_ 167

(1) =7+ (3.5.24)

Ejemplo 99. Sea R la region acotada por las superficies z = /22 + 92, 2 =
2 — 22 — 2 . Escriba las integrales triples en coordenadas cilindricas, corres-
pondientes al volumen de esta region segun el orden dzdrdf y drdzdf

Las superficies corresponden a un cono y un paraboloide respectivamente.

Z+2'xM2+2'y"2-2=0

Figura 3.5.7: Cono-Paraboloide

En coordenadas cilindricas las superficies tienen ecuaciones z =7y z = 2 — 2. En el
plano zz la figura se ve como

Figura 3.5.8: Cono-Paraboloide

La intersecciéon de ambas superficies ocurren cuando r = 2 — 2 es decir, z = r = 1.
De esta forma, para escribir la integral en el orden dzdrdf se tiene que

0<h#<2r 0<r<1 r<z<2-—7? (3.5.25)
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3 Integracién de Campos Escalares

2 pl p2—r2
V= / / / rdzdrdf (3.5.26)
0 0 r

Para realizar la integral en el orden drdzdf se tiene primero que todo

Luego el volumen es

0<f<2mr 0<2z2<2 (3.5.27)
los limites en r depeden del valor de z

0<z<1 0<r<z
{ (3.5.28)

1<2<2 0<r<+v2—-z

Luego

2w 1 z 2w 2 V2—2z
v :/ / / rdzdrdd —i—/ / / rdzdrdd (3.5.29)
o Jo Jo o J1 Jo

Ejemplo 100. Considere la integral doble I = [ fs?;;;os(%) f(z,y)dydz. a) Dibuje
la region R que corresponde al dominio de integraciéon de I. b) Cambie el
orden de integracién al nuevo orden dzdy

a) Se tiene que 0 < z < 7 y sinz < y < 3 + cos(2z). La region de integracion

corresponde a la de la figura siguiente

0 1 2 3
Figura 3.5.9: Regién de Integracion

b) Para cambiar los limites de integracion primero que todo es claro que 0 < y < 4.
Para los limites en = es claro que hay que considerar las regiones 0 <y < 1,1 <y < 2,
2 <y < 4. Se debe usar el hecho de que sin (7 — a) = sin («) y cos (2 — a) = cos ().
De esta forma si se toma arcsin o con dominio entre 0 y 5 se tiene

0<y<1 O0<z<arcsiny w—arcsiny<z<m (3.5.30)
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3 Integracién de Campos Escalares

1<y<2 0<z<m (3.5.31)

1 1
2<y<4 O§x§§arccos(y—3) w—iarccos(y—?))gxgﬂ' (3.5.32)

De esta forma la integral es

arc cos(y—3)

1 arcsiny 1 arcsiny 2 pm 4 — Z
/ / fdxdy—i—/ / fd:cdy—l—/ / fd:cdy—l—/ / fdxdy—i—/ / fdzdy
0 Jo 0 Jo 1 Jo 2 Jo 2 W_%@—@

(3.5.33)

Ejemplo 101. Considere la integral I = [ [ [, my;@,yQ dzxdydz donde T es la region
en el primer octante del espacio zyz que se encuentra directamente bajo el
plano z 4+ y + z = 2 y directamente arriba del trapecio en el plano xy limitado

por lasrectas z+y=1,x+y =2,y =0, y =z . Se aplica el cambio de variables

_ v _ _vw —_ _
T=qr Y= qgr 2 =U—0V

Primero que todo el plano x + y + z = 2 interseca el plano xy cuando z = 0, es decir,
cuando = + y = 2. Luego sobre el plano zy la regiéon de integracién se ve como en la
figura siguiente

0 N\ 2\
Figura 3.5.10: Trapecio

VW o _ :
Trg: 2 = U~V la recta x +y = 1 se convierte

=1 o bien v = 1. De la misma forma la recta x +y = 2 se convierte en
VW :

Trw — 0 pero como v # 0 pues = # 0 se tiene que
el limite corresponde a la recta w = 0. De la misma forma, la recta y = x se convierte
en H—Lw = ff’w o bien w = 1. Finalmente, el plano z = 0 se convierte en u = v mientras
que el plano = +y + z = 2 se convierte en 7/ + 17, +u — v = 2 o bien u = 2. Los

limites son entonces

. . o .
Con el cambio de variable z = 7, y =
v VW
1+w 1+w
v = 2. La recta y = 0 se convierte en

en

1<v<2 0<w<l v<u<?2 (3.5.34)

Ahora debe calcularse el Jacobiano
1 v

Ty Ty Ty 0 T ~—{o2
Juwow) =l v v yo |=|0 2 v(hesy) (3.5.35)
Zu  Rv  Rw 1 -1 0
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3 Integracién de Campos Escalares

v 0o 1 -1 v
=— 10 w 1 |=———" 3.5.36
Qrwp |, 1 o | Grwp? (3.5.36)
A su vez,
- = = = 5.
3 x3 . v
14w
La integral que hay que realizar es
2 pl p2 2 1 2 w? !
/ / / wdudwdv:/ / w(2—v) dwdv:/ (2—v) —| dv (3.5.38)
1 Jo Ju 1 Jo 1 2 |y
1 /2 1 2\[F 1 3\ 1
= @-vdv==>(20-2)| =2 (2-2)== 3.5.39
2/1( v) dv 2(” 2)1 2( 2) 4 (8:5.39)

Ejemplo 102. Considere el volumen del cuerpo sélido limitado por la esfera
2?2 +y? + 22 = 4 y la parte interna del paraboloide 2% + y?> = 32. a) Escriba la
integral o sumas de integrales triples en coordenadas cilindricas, en el orden
dzdrdf correspondiente al volumen del sélido anterior. b) Escriba la integral
o sumas de integrales triples en coordenadas esféricas, en el orden drdydf
correspondiente al volumen del sélido anterior donde ¢ es el angulo polar y
0 el azimutal.
La regién corresponde a la figura siguiente

x2-3z+y2=0

{
|
I

|
<

I

\

|
s

> —
e

XX
|

’0
|

X

'0
|

QIO
4

|
|
&

!

4

Figura 3.5.11: Region de Integracion Paraboloide-Esfera

264



3 Integracién de Campos Escalares

a) En cilindricas se utiliza = r cos @, y = rsin 6 la esfera se escribe como 2 + 22 = 4
mientras que el paraboloide se escribe como 72 = 3z. Como hay simetria en el angulo,
es decir, este no aparece en las ecuaciones anteriores, se puede hacer el corte de las
superficies con el plano y = 0 y verlo como una superficie de revolucién, tal como se
tiene en la figura siguiente

Figura 3.5.12: Region de integracion plano zz

Como se quiere la integral en el orden dzdrdf se tiene que
0<0<2m (3.5.40)

A su vez el valor maximo que alcanza el radio es cuando se intersecan ambas superficies,
es decir cuando 72 + %7“4 =4 0 bien r = /3 . Es decir,

0<r<v3 (3.5.41)

Finalmente,

N

% <2<V4—r2 (3.5.42)
De esta forma el volumen es

21 /3 pVA—r2
V :/ / / rdzdrdf (3.5.43)
2
o Jo J2Z
b) En coordenadas esféricas se usa el cambio de variable z = rsinpcosf , y =

rsingsind, z = r cos . Como se quiere el orden drdpdf se tiene primero que todo
0<6<2r (3.5.44)
Claramente utilizando la misma figura que la anterior se tiene

0<p<

o] 3

(3.5.45)

Para hallar los limites en r las superficies en coordenadas esféricas se escriben como

r =2y r¥sin?p = 3rcosp o bien r = 352 A su vez, las superficies se intersecan

sin“ ¢
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3 Integracién de Campos Escalares

cuando 2 = ?;.%025:5. Se tiene una ecuacion para el coseno del angulo, especificamente
2 (1 — cos? gp) = 3cosp o bien 2cos?p + 3cosp — 2 = 0 que puede escribirse como
(2cos ¢ — 1) (cos p 4 2) = 0. Luego cos ¢ = % o bien cos p = —2 y claramente la tltima
es imposible por lo que ¢ = 3. Luego los limites son

0 0<r<
. o< foon (3.5.46)
3 = — sin?p

por lo que el volumen es

3 cos @

21 z 2 27 z -
V= / /3 / r? sin @drdedd + / /2 /st ” 2 sin odrdedd (3.5.47)
o Jo Jo o Jz Jo

Ejemplo 103. Use el cambio de variables u = 2y, v = £ para hallar el volumen

del sélido limitado por las superficies z =z +y, xzy =1, zy =2, y =z, y = 2z,
z2=0(z>0,y>0)

La region de integracion en el plano zy es la que se muestra entre las cuatro curvas
rojas en la siguiente figura.

Figura 3.5.13: Regién de integracion plano zy

Habria que realizar la integral

//R(:c%—y) dydz (3.5.48)

Ahora bien, con el cambio de variable la region de integracion se convierte en

1<u<?2 1<ov<?2 (3.5.49)

Para calcular el Jacobiano se puede usar la propiedad de que J(u,v) = ﬁ donde

Uy U Yy x 2y
Jx,y)=| ¢ Y |= =2 =2 3.5.50
N R A (35.50)
De esta forma 1
J = — 3.5.51

(w,0) = 5 (35.51)
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por lo que dado que y = Juv y x = \/% la integral se convierte en
2
2 2 2
1
/ / \/E—i—\/% —dudv:/ <v7%+v*%> v
1 1 v 2v 1 3

dv (3.5.52)
1

N

301 [ (et} o) (artent) -3 (2

Ejemplo 104. Se define la integral triple I de la siguiente manera,
1 f1_ 12 TR E)
I=/["7 21 i - Jo R f(z,y,2)dzdydz. a) Dibuje la regiéon de integra-
NoREVE B
cién. b) Exprese I en coordenadas esféricas, segan el orden drdydf y en coor-
denadas cilindricas segiin el orden dydrdf donde ¢ es el angulo polar y 6 el
azimutal.

a) Los limites de integracion son —% <z < %, —\/%—ﬂ <y < \/%—xz ,

0 <2< 4/1—2%—92 Laregion de integracion se ve como la figura siguiente

Figura 3.5.14: Esfera-cilindro-planos

Usando esféricas x = rsinpcosf, y = rsinpsinf, z = r cos ¢ se tiene que los limites
de la region se escriben en coordenadas esféricas como

1
r2sin? p = 5 = 1 (3.5.54)
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por lo que el corte de la regién con un plano de la forma y = constante se ve como la

figura siguiente

0.54

-0.54

~_ |

Figura 3.5.15: Corte de la regién esfera-cilindro

Para escribir la integral en el orden drdpdf se tiene primero que todo que
0<0<2m (3.5.55)

Luego es claro que

0<p< (3.5.56)

b | 3

El cilindro y la esfera se intersecan cuando

1
g¥¢:§ (3.5.57)
es decir, cuando
T
= _ 3.5.58
v=7 ( )
De esta forma los limites en r son
0<p<IT 0<r<i1
{ﬂ;@;i e 1 (3.5.59)
1=¥>3 O_T_\/isinip

de esta forma la integral se escribe como

or T pl - or % ?;w -
/ / / fr smcpdrdgod@—i—/ / / fresin pdrdedd (3.5.60)
o Jo Jo o Jz Jo

En el orden dpdrdf se tiene
0<60<2m (3.5.61)

Ahora los valores del radio son
0<r<i1 (3.5.62)
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Para escribir ¢ en funcién de r, hay que imaginar que se fija una esfera de radio r, que
en la figura de arriba se veria como un circulo de radio r. Hay dos casos importantes,
los cuales se muestran en la siguiente figura.

R
®
N

Figura 3.5.16: Circulo de distintos radio en la region de integracion

El primer caso es cuando se toma un radio menor o igual a \% (que corresponde al

circulo azul). En tal caso el angulo polar ¢ puede hacer todo el recorrido de 0 a F por

lo que
0<7“<L 0<p<

T2

El segundo caso corresponde cuando el radio esta entre % y 1 pues ahi el dngulo ¢

(3.5.63)

b | 3

2

choca con la ecuacion del cilindro, que era r?sin? ¢ = 5 o bien ¢ = arcsin < Tar > Es

decir,

—<r<1 0 < ¢ < arcsin ( (3.5.64)

2

%)

Luego la integral es

2w 2w arcsm
/ / / frsin pdrdpdd + / / / f?" sin pdrdpdl (3.5.65)
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4 Integracion de Campos Vectoriales

4.1. Campos Conservativos e Integrales de Linea

En el tema anterior se estudiaron las integrales de campos escalares sobre curvas,
superficies o regiones volumétricas. Ahora se va a buscar extender el concepto de inte-
gracion para los campos vectoriales. Al igual que para los campos escalares, tiene sentido
intentar definir la integracién de un campo vectorial para una curva, una superficie o
una regién volumétrica.

En el caso de una curva, conviene pensar nuevamente en una curva como la trayectoria
de una particula. Si se considera que la particula esta bajo la influencia de una fuerza F
entonces en cada punto de la trayectoria se puede indicar la fuerza que acttia sobre la
particula, es decir, F serfa un campo vectorial a lo largo de la curva. Suponga que se tiene
una parametrizacion r(t) de la curva. En tal situacion fisica se sabe que el diferencial de
trabajo 0W que realiza la fuerza sobre la particula es

SW=F.-dr=F- (%) dt (4.1.1)

Luego, si el parametro ¢t toma valores de t; a to tiene sentido definir el trabajo total
como

. ity
W= / sw= [ F.vi (4.1.2)
t1

La integral anterior se conoce como la integral de linea del campo F.

Si F' es un campo vectorial a lo largo de una curva C se define su integral de linea como

/ F.dr (4.1.3)

En el caso de se tenga una parametrizacion de la curva r(¢) entonces se puede calcular
la integral de linea del campo F como

to
/ F - vdt (4.1.4)
t

1

Si el parametro es la longitud de arco, la integral de linea puede calcularse como

L
/ F - Tds (4.1.5)
0
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4 Integracién de Campos Vectoriales

Figura 4.1.1: Integral de Linea

Ejemplo 105. Encuentre el trabajo realizado por F = (y — 22)i + (z — y?)j +
(z — 2%) k sobre la curva r(t) = ti+ t?j + t’k con 0 < ¢ < 1.

En este caso el campo esta definido sobre todo el espacio pero solo interesa saber sus
valores sobre la curva r(t). Sobre la curva se tiene

x=t y =t z=1t3 (4.1.6)
Por lo tanto, el valor de F sobre la curva es
Ft)y=E-)i+# -thj+(t—-tOk= -thj+(t -tk (4.1.7)
Para utilizar 4.1.4 se calcula la velocidad

d
v = d—‘t" — i+ 2tj + 3%k (4.1.8)

Luego
F-v=({t*—thj+ (t—tk) - (i+2tj+3t°k) = 2t* — 265 4 3¢ — 3¢ (4.1.9)

Finalmente se utiliza 4.1.4

1 1
/ (F-v)dt = / (2t — 2° + 3¢ — 3t%) at (4.1.10)
0 0
2 26 3, 3 29
= (2P -5 -2 h == 4.1.11
<5 6" "1 9 o 60 ( )
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—
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Figura 4.1.2: Ejemplo Integral de Linea

Ejemplo 106. Calcule el trabajo realizado sobre una particula que va del
punto (0,0) al punto (3,3) a lo largo de dos trayectorias C1,C> indicadas en la
figura. Tome F = (2%y + 1)i

0’0) 0 1 2 3

14
Figura 4.1.3: Trabajo a lo largo de distintas trayectorias

Hay que parametrizar las dos curvas C, Co. Para parametrizar la curva C] se divide
en dos fragmentos, el primero es el segmento que va de (0,0) a (0,3) (que en la figura
aparece como (1) y el segundo fragmento es el segmento que va desde (0,3) a (3,3)
(que aparece en la figura como C ).

Sobre Cf 1 se tiene x = 0 y se puede usar y como parametro, es decir

re,,(y)=yi 0<y<3 (4.1.12)
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Sobre (' 1 el valor de F es

F=i (4.1.13)
Como J
d—yrcm :j (4114)
Por lo tanto el trabajo a lo largo de la curva Cy 1 es
3 d 3
/ F-dr:/ F-—rclldy:/ O0dy =0 (4.1.15)
Ci1 0 dy ' 0

Para la curva (' 2 se tiene y = 3 y se puede usar x como parametro, es decir,

re;,(z) = ri+ 3j 0<z<3 (4.1.16)
Sobre C 2 el valor de F es
F=(32+1)i (4.1.17)
Como J
—ore,, =1 (4.1.18)

Por lo tanto el trabajo a lo largo de la curva C1 o es

3 d 3
/ F-dr:/ F-—rcl2dx:/ (322 + 1) dz = 30 (4.1.19)
0172 0 dx ’ 0

Finalmente, el trabajo total a lo largo de la curva C es simplemente la suma de ambos

trabajos, es decir
/ F-dr:/ F-dr—i—/ F-dr =30 (4.1.20)
Ch Ci1 Ch,2

Para parametrizar la curva C5 se divide en dos fragmentos, el primero es el segmento
que va de (0,0) a (3,0) (que en la figura aparece como Cs 1) y el segundo fragmento es
el segmento que va desde (3,0) a (3,3) (que aparece en la figura como C32).

Sobre Uy 1 se tiene y = 0 y se puede usar  como pardmetro, es decir

re,, (r) = i 0<zx<3 (4.1.21)
Sobre Cy 1 el valor de F es
F=i (4.1.22)
Como J
vy, =i (4.1.23)

Por lo tanto el trabajo a lo largo de la curva Cy 1 es

3 3
/ F-dr:/ F. ircmdx:/ ldx =3 (4.1.24)
Cao1 0 dx ' 0
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Para la curva Cs o se tiene x = 3 y se puede usar y como parametro, es decir,

re,,(y) =3i+yj 0<y<3 (4.1.25)
Sobre (3 el valor de F es
F=y+1)i (4.1.26)
Como p
dy 2 =J (4.1.27)

Por lo tanto el trabajo a lo largo de la curva Cs o es

3
d
/ F-dr:/ F-—rc,,dy=0 (4.1.28)
C2,2 0 dy ’

Finalmente, el trabajo total a lo largo de la curva Cy es simplemente la suma de ambos

trabajos, es decir
/ F-dr:/ F-dr+/ F.-dr=3 (4.1.29)
Co Ca1 Ca2

Como se puede observar del ejemplo anterior, el trabajo realizado sobre una particula
puede depender de la trayectoria que la particula tome para ir de un punto al otro.
Resulta importantente investigar que condiciones deben cumplirse para poder garanti-
zar que el trabajo no dependa de la trayectoria. Para determinar tales condiciones es
importante recordar el Teorema Fundamental del Calculo, el cual establece que para una
funcion f diferenciable sobre un intervalo (a,b)

b df
| Gt =10 = 5@ (11.30)

Ahora bien, los diferenciales de trabajo se escribieron como
oW =F -dr (4.1.31)

Si bien esta expresion no habia sido vista antes, si se estudié antes una muy similar en
el tema de campos escalares T'(x,y, z). En ese momento se vio que

dT = VT - dr (4.1.32)

Suponga que se tiene una curva C que une los puntos Py @ y r(t) es una parametrizacion
de la curva que cumple r(a) = P y r(b) = @Q . Para el campo vectorial F = VT se tendria

que

T
SW=F -dr=VT dr=dTl = Cil—tdt (4.1.33)

Asi, el trabajo a lo largo de la curva C' es gracias al Teorema Fundamental del Calculo

b
/C SW = / C;—{dt = T(x(b)) — T(r(a)) = T(Q) — T(P) (4.1.34)
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Es decir, el trabajo por el campo vectorial depende tnicamente de los puntos inicia-
les y finales de la trayectoria y no de la trayectoria particular. Tal campo se llamara
conservativo.

> Un campo vectorial F es conservativo si el valor de su integral de linea es el mismo
para todas las curvas que unen los puntos P y @, es decir, el trabajo realizado solo
depende de los puntos iniciales y finales y no de la trayectoria tomada.

= Un campo vectorial F es derivable de un potencial escalar (con la convencion de
los matemaéticos) si existe un campo escalar V' tal que

F=VV (4.1.35)
Si se desea usar la convenciéon de los fisicos se escribiria
F = —VV}iica (4.1.36)
Es claro que Visgica = —V.

= Por lo comentado anteriormente si un campo es derivable de un potencial escalar
entonces la integral de linea sobre la curva que une los puntos Py @ es (si se
utiliza la convencion matematica)

/Q F.dr=V(Q) - V(P) (4.1.37)

P

Antes de continuar, observe que si F es derivable de un campo escalar, es decir, si
F=VV (4.1.38)

entonces

F=VV=V(V+c¢ (4.1.39)

donde ¢ es una constante, es decir, V + ¢ también funciona como un potencial. De
aqui se sigue que el potencial escalar en general no es tnico, sino que estd definido
hasta una constante (un ejemplo conocido de este fenémeno es que la energia potencial
gravitacional debe especificarse con respecto a un nivel de referencia arbitrario). Tal
libertad en la escogencia de la funcién potencial se conoce como libertad gauge.

Para lo que sigue se realizaran las siguientes suposiciones sobre los campos vectoriales
y las regiones que contienen las curvas.
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> Se supondra que las curvas son suaves a trozos, es decir, solo en un namero finito
de puntos no es diferenciable la curva

= Se supondra que los campos vectoriales F son de clase C'!, es decir, las componentes
del campo tiene primeras derivadas continuas.

> Se tomara como region un conjunto abierto

> La region debe ser ademas simplemente conexa, es decir, cualesquiera dos puntos
sobre la regién pueden unirse por una curva continua y cualquier curva cerrada
puede encongerse a un punto.

Bajo estas hipoétesis, se pueden caracterizar los campos conservativos de la siguiente

forma:

Un campo vectorial F es conservativo si y solo si se cumple cualquiera de las siguientes
condiciones equivalentes:

1. La integral de linea del campo sobre una curva solo depende del punto inicial y
final sobre la curva

2. La integral de linea del campo sobre una curva cerrada es cero, es decir,
%F ~dr =0 (4.1.40)

3. El campo conservativo es derivable de un potencial escalar, es decir,

F=VV (4.1.41)

La primera condiciéon simplemente es la definicién de un campo vectorial conservativo.
Para ver que la primera condicién implica la segunda, suponga que se tiene una curva
cerrada C'. Se pueden tomar dos puntos P, Q) sobre la curva C' que la divide en dos curvas
C1,C5 como se indica en la figura. Por hipotesis

/ F-dr:/ F-dr (4.1.42)
Cl 02

Ahora bien si —C' representa la curva C recorrida en direccién opuesta a la de la figura

entonces
/ F-dr:—/ F - dr (4.1.43)
—C1 (&5

%F-dr:/ F-dr+/ F-dr=0 (4.1.44)
C Cs !

que era lo que queria probarse.

Por otro lado
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Por otro lado, si ¢ F - dr = 0 para cualquier curva cerrada entonces hay que mostrar
que fCl F - dr solo depende de los puntos P y (). Sin embargo, con el razonamiento
anterior en reversa se tiene que

%F-dr:/ F-dr+/ F.-dr=0 (4.1.45)
C Co —-C1

/ F-dr:—/ F-dr:/ F - dr (4.1.46)
Ca —-C1 C1

y esto es lo que querfa mostrarse.

por lo que

Q

Cl1

Figura 4.1.4: Campo conservativo

Finalmente suponga que se cumplen cualquiera de las dos primeras condiciones (pues
son equivalentes), ahora se va a construir un campo escalar tal que F =VV. Se va a
aprovechar el hecho de que tendria que cumplirse 4.1.37, es decir,

V(Q) - V(P) = / F.dr (4.1.47)
P
Dado que el potencial esta definido hasta una constante, se va a escoger un punto P fijo
y definir el valor del potencial en tal punto como cero, es decir,
V(P)=0 (4.1.48)
Si @ = (z,y, 2) entonces se define
(z,y,2)
V(z,y,2) = / F - dr (4.1.49)
P

La definicién anterior tiene sentido pues la integral anterior es independiente de la curva
particular por hipdtesis. Luego solo falta verificar que VV' = F. Por comodidad suponga
que P =(0,0,0) y en tal caso

Cl CQ Cg
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donde C] es la curva de (0,0,0) a (z,0,0), Cy la curva de (x,0,0) a (z,y,0)y Cs la curva
de (z,y,0) a (z,y, 2).
Sobre (' se parametriza como

ri(t)=ti 0<t<uz (4.1.51)

Luego si F = Fii+ Fbj + F3k se tiene

x
/ F.dr= / Fy(t,0,0)dt (4.1.52)
Cq 0
Sobre (5 se parametriza como
ro(t) =zi+tj 0<t<y (4.1.53)
Luego
Y
/ F.dr :/ Fy(x,t,0)dt (4.1.54)
Co 0
Sobre C3 se parametriza como
r3(t) =zi+yj+tk 0<t<z (4.1.55)
Luego
z
/ F.dr = / Fs(x,y,t)dt (4.1.56)
Csy 0
(x,y,2)
C3
(0«O~0)
C1
(X7070) (X’Y7O)
C2

Figura 4.1.5: Célculo del potencial

Por lo tanto,

T y z
V(ﬂ:,y,z):/o Fl(t,0,0)dt—i—/o Fg(ﬂ:,t,O)dt+/() Fs(z,y,t)dt (4.1.57)
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Se va a verificar que 5 B_V = F3 y las otras igualdades se obtienen en forma similar (para

verificar las otras relac10nes pueden escogerse otras curvas para facilitar los célculos).
Primero que todo

V(z,y,z + Az) = (4.158)
JEFL(,0,0)dt + [ Fy(z,t,0)dt + [T Fy(x,y, t)dt o
Por lo tanto
V(w,y, 2+ A2) = V(e,y,2) = [775 Fy(a,y,t)dt (4.1.59)
Se realiza el cambio de variable t = z + u/\z por lo que
z+Az 1
/ Fs(z,y,t)dt = Az/ Fs5(z,y,z + ulz)du (4.1.60)
z 0
Por lo tanto
A o 1
V(x7y7z+ Azz V(x7y7 Z) _ /0 Fg(x,y,z+qu)du (4161)
Por Taylor
OF:
Fs5(z,y,z + ulz) ~ F3(x,y,2) + qu% (4.1.62)
Finalmente
Nz) — F:
Vst 89 Vo) _pe o 1008000

y tomando Az — 0 se obtiene lo que se queria.

Gracias al resultado anterior, cada vez que se tenga un campo conservativo, puede

pensarse que es de la forma F = VV. Asi, si F = F}i+ F3j + Fsk como VV = 1 +
8y dVi 4 (Wk se pueden igualar las componentes respectivas y se tendria el swtema de
ecuaciones diferenciales

oV oV oV

oz ! oy 2 0z s ( )

Por lo tanto, para hallar algiin potencial escalar para el campo se intentara resolver el
sistema anterior de ecuaciones diferenciales.

Ejemplo 107. Halle los potenciales escalares para el campo F = (m +y2) i+
(2zy + 3y?) j + k.
Por lo comentado antes se intentaré resolver el sistema

ov ov oV

— =z+y? —=2y+3 —=1 (4.1.65)
Oz y 0z

——— .

~~

1) (2) (3)
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Se va a integrar (1) con respecto a x para obtener

2

V= % + vz + f(y,2) (4.1.66)

observe que en vez de utilizar una constante ¢ se pone como constante una funcion f(y, z)
pues al integrar con respecto a x se traté a y, z como constantes. Luego

ov 0f(y,2)
— =2 —_ 4.1.67
oy~ Tt ( )
y comparando con (2) se llega a
af(ya Z) 2
e AR 4.1.68
By y ( )
por lo tanto integrando con respecto a y
fy,2) =y +g(2) (4.1.69)
donde ¢(z) es una funcion que toma el papel de la constante. De esta forma
a? 2 3
V= - tayt Yt 9(2) (4.1.70)
y comparando con (3) se obtiene que
dg
-1 4.1.71
= ( )
e integrando con respecto a z se obtiene
g=z+c (4.1.72)
donde ahora ¢ si es una constante. De esta forma, los potenciales escalares son
22
V="dz+¥+2+c (4.1.73)

2
Es facil verificar que F = VV.

Ejemplo 108. Determine una familia de potenciales escalares para el campo
F=(e"cosy+yz)i+ (xz—e"siny)j+ (zy+2)k

Aqui podria utilizarse nuevamente un sistema como 4.1.64 pero se va a realizar el
célculo con la ayuda de 4.1.57, es decir,

T y z
V(z,y,2) =c+ / F1(t,0,0)dt + / Fy(x,t,0)dt —i—/ Fs(z,y,t)dt (4.1.74)
0 0 0
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donde se sumo una constante ¢ pues en 4.1.57 se habia tomado arbitrariamente ¢ = 0.
Ahora bien

Fi(z,y,z) = e cosy +yz Fu(z,y,2z) =xz—e"siny F3(x,y,2) =zy+ 2z (4.1.75)

por lo que
T y z
V(z,y,z) = c+/ eldt —/ e’ sintdt +/ (xy +t)dt (4.1.76)
0 0 0
22 22
=ct+e® —14e"(cosy— 1)+ zyz + 5 = excosy—kxyz—i—g +C (4.1.77)

donde se ha definido C' = ¢ — 1. Es sencillo verificar que en efecto F = VV.

Ejemplo 109. Determine si F = (22 — 3)i— zj+ cos zk es un campo conservativo
o no.
Si el campo fuera conservativo el sistema 4.1.64 deberia tener soluciéon. Es decir,

(Z—Z:Z’U—?) (Z—Z:—z g—‘::cosz (4.1.78)
—_— ——
(1 (2) 3)
Integrando (1) se tiene
V =1%-3z+ f(y,2) (4.1.79)
por lo tanto
oV _ 9f(y,2)
L 4.1.80
3y 9y (4.1.80)
y comparando con (2) se obtiene
9f(y, )
= — 4.1.81
v (11.81)
Integrando con respecto a y
fly;2) = —yz +9(2) (4.1.82)
por lo que
V =223z —yz+g(2) (4.1.83)
Y ov 0
g
— =— —= 4.1.84
0z v+t 0z ( )
comparando con (3) se obtiene
0%(22) —cosz =y (4.1.85)

sin embargo, en general no puede cumplirse esta ecuacién siempre, pues del lado izquierdo
se tiene algo que solo depende de z mientras que el lado derecho solo depende de y y
puede variarse como se quiera, de esta forma, el sistema no tiene solucién y el campo no
es conservativo.
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El ejemplo anterior demuestra que en general intentar resolver 4.1.64 puede ser poco
fructifero a menos que se tenga de antemano un criterio para determinar si el campo es
conservativo o no. Para encontrar un criterio que resulte 1til en la practica, primero que
todo hay que recordar que si F = Fii + Fbj + F3k y dr = dxi + dyj + dzk entonces el
diferencial de trabajo era

Por otro lado, el diferencial de un campo escalar V' es

ov ov ov
_ av 4.1.
av e dx + ay dy + 5, dz (4.1.87)

Obviamente hay una similitud entre el diferencial de trabajo y el diferencial de un campo
escalar lo cual sugiere la siguiente definicién

Una 1-forma o diferencial inexacto 6W asociado al campo vectorial F = Fyji+ Fbj+ Fsk
es una expresion de la forma

Wr = Fidr + Fody + Fsdz (4.1.88)

La 1-forma W se llama un diferencial exacto si es el diferencial de algin campo escalar,
es decir, existe un campo escalar V' tal que

Wp =dV = a—vdaz + 8—de + a—de
x z

5 B 5 (4.1.89)

Es claro de la discusion anterior que la pregunta de si un campo vectorial F es con-
servativo puede traducirse en determinar bajo qué condiciones el diferencial inexacto
asociado al campo es en realidad un diferencial exacto. Igual que antes se llega al siste-

ma de ecuaciones oy oV oV
av _ A =R 4.1.90
e~ =R =5 ( )
Sin embargo, lo que no se habia notado antes es que por la conmutatividad de las
derivadas mixtas

O (VN _ 9 (OVN 9 (VN _ 9 (VYN 0 (OVN _ 0 (OV
oy \0x ) 0x \ dy oy \ 0z ) 0z \ Oy oxr \ 0z ) 0z \ox

(4.1.91)

y las ecuaciones en 4.1.90 se llega a que las componenentes del campo deben satisfacer
0 0 0 0 0 0

Pl=—F —F=—F —F=—F (4.1.92)

G_y ox oy 0z ox 0z

Ahora bien, es importante resaltar que no hay razones por las cuales un campo general
deba cumplir las ecuaciones 4.1.92, lo que se ha mostrado es que si el campo es conser-
vativo entonces necesario que se cumplan las ecuaciones 4.1.92, es decir, las ecuaciones
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4.1.92 son una condicién necesaria para que un campo vectorial sea conservativo. Lo
que es de fundamental importancia es que bajo las hipdtesis adecuadas, esta condicion
también es suficiente, es decir,

Si se tiene una region del espacio simplemente conexa, abierta y un campo vectorial F
de clase C'! entonces el campo F es conservativo si y solo si

0 0 0 0 0 0
—F == —F; = — —Fy = —F 4.1.
dy S dy 2T 027 9x T oz ! (4.1.93)

Si el campo solo esté definido sobre el plano, es decir, F = Fji + Fbj solo hay que verificar

ZF = —F (4.1.94)
y

Ejemplo 110. Evalte la integral fc ydx + xdy + 4dz sobre el segmento de recta
desde (1,1,1) hasta (2,3,-1).
Observe que el campo vectorial asociado a la 1-forma es

F=vyi+zj+4k (4.1.95)

Primero se va a determinar si el campo es conservativo o no. Para esto basta observar
que

0 0

—Fh=1=—F 4.1.
ay ! oz (4.1.96)
0 0

" h=0=—_F 4.1.
oyt == (4.1.97)
0 0

Por lo tanto se cumplen las ecuaciones 4.1.93 lo cual indica que el campo es conservativo.
Para hallar el potencial V' se debe resolver el sistema

ov._, v _, vy (4.1.99)

oz dy 0z

—_— ———
(1) (2) 3)

Por ejemplo integrando (3) con respecto a z se tiene que

V=4z+ f(z,y) (4.1.100)
Luego
oV 9f(z,y)
— =" 4.1.101
oy oy (4.1.101)
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y comparando con (2) se tiene que

0
ofwy) _, (4.1.102)
dy
integrando con respecto a y
f(z,y) = zy + g(z) (4.1.103)
por lo que
V =4z +xy + g(x) (4.1.104)
y derivando con respecto a x
oV 0g
i - 4.1.105
oz 7 * Ox ( )
comparando con (1) se obtiene que
g(z) =c (4.1.106)
es una constante por lo tanto
V(z,y,z) =4z +zy+c (4.1.107)

Por lo tanto la 1-forma es exacta lo cual significa que
ydx + xdy + 4dz = dV (4.1.108)

De esta forma la integral de linea solo depende los extremos de la trayectoria por lo que
/ ydx + xdy + 4dz = / v =Vv(2,3,-1) - V(1,1,1) = -3 (4.1.109)
C C

observe como se cancelan las ¢ por lo que en realidad el valor de la constante no es
importante a la hora de calcular el valor del potencial.

Una forma ttil para visualizar los campos vectoriales es a través del concepto de una
linea de campo (o curvas integrales ).

Suponga que se tiene una curva r(t), entonces la curva es una linea de campo si el vector
velocidad de la curva #:(t) es igual al valor del campo en el punto r(t), es decir,

v(t) = F(r(t)) (4.1.110)

Dicho de otra forma, una linea de campo es una curva cuya tangente da la direccién del
campo vectorial en un punto dado.

284



4 Integracién de Campos Vectoriales

Ejemplo 111. Calcule las lineas de campo del campo vectorial F = —zi + yj.
Hay que resolver el sistema de ecuaciones
dx dy
— == —= = 4.1.111
at — 0 at Y ( )

Observe que se puede hallar el dt como

g — - _ (4.1.112)

z Y
Por lo tanto, el sistema
dr dy
T Yy
puede resolverse facilmente pues es un sistema de ecuaciones diferenciales separable,
tiene solucién

(4.1.113)

—logx =logy + C (4.1.114)
o bien
zy=C' (4.1.115)
donde C’ es otra constante.
2 T T T T T N
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Figura 4.1.6: Lineas de Campo
Suponga que se tiene un campo conservativo, es decir,

F=VV (4.1.116)

Entonces si r(t) es una linea de campo por 2.3.92 la derivada material del potencial es

DV oV

= TV (4.1.117)
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como la curva es una linea de campo se puede usar 4.1.110 y el hecho de que el campo
es conservativo para obtener

DV._ v
Dt Ot
oV

por lo tanto, si G = 0 se tiene que

+ |F|? (4.1.118)

DV
D >0 (4.1.119)
Esto quiere decir que el valor del potencial incrementa a lo largo de las lineas de campo.
Por lo tanto no pueden haber lineas de campo que sean cerradas pues el valor del poten-
cial necesariamente tendria que disminuir en algin momento. Méas aun, las superficies
equipotenciales

V = constante (4.1.120)

tienen por vector normal a la superficie el vector VV que es precisamente el vector de
las lineas de campo, es decir, las lineas de campo siguen la direccién de los vectores
perpendiculares a las superficies equipotenciales.

> Las lineas de campo de un campo vectorial conservativo con potencial estatico
nunca pueden ser cerradas.

> Para un campo vectorial conservativo, las lineas de campo se mueven en direccion

perpendicular a las superficies equipotenciales del potencial.

Por el ejemplo, el campo eléctrico que produce una particula con carga g centrada en

el origen es
__1 &
4meq r2

(4.1.121)

donde e, es el vector unitario en coordenadas esféricas y r = |r|. Es un buen ejercicio

verificar que
qg 1
E=-V|—- 4.1.122
<47T€0 r) ( )

por lo que el campo eléctrico es conservativo. La discusion anterior implica que:

1. Las lineas de campo eléctrico producido por una particula puntual en reposo nunca
pueden ser cerradas

2. Dados que las superficies equipotenciales son esferas centradas en el origen, las
lineas de campo son rayos que pasan por el origen.

4.2. Rotacional de un Campo Vectorial

Suponga que se tiene una regién R sobre el plano y una curva C que es la frontera de
la region R tal como se indica en la figura.
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Figura 4.2.1: Teorema de Green en el Plano

El campo vectorial F = Fji + F5j se va a interpretar en este caso como un campo de
velocidades, es decir, en cada punto (z,y) de la region R, F(x,y) representa la velocidad
de un fluido. Dado que el fluido se estd moviendo, las particulas del fluido pueden esca-
parse de la regiéon R siempre que pasen por la curva C, es decir, la pérdida o ganancia
de fluido ocurre a través de la curva C.

Obviamente la velocidad de las particulas que estan sobre la curva (es decir, estan a
punto de escaparse) puede descomponerse en una direccion tangencial y otra direccion
normal a la curva. El escape de fluido tinicamente va a ser debido a la componente normal
de la velocidad, mientras que la componente tangencial de la velocidad esté relacionada
con la circulacion del fluido.

En este momento se va a analizar inicamente la circulaciéon neta de la velocidad a lo
largo de la curva, es decir

yﬁ F - Tds (4.2.1)
C

donde ¢ se utiliza para indicar que la curva es una curva cerrada. Ahora bien, por la
definicién del vector tangente se tiene que

%F-Td,S:%F-@dS:%F-dr (4.2.2)
c c ds c

lo cual significa que calcular la circulacion del campo F es equivalente a calcular el
trabajo a lo largo de la curva C.
Para hallar el Teorema de Green, primero se va a considerar la circulaciéon sobre un

rectangulo lo suficientemente pequenio centrado en (z,y) con lados de longitud 2Ax y
2y
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(x,y+Ay) C3

—
| o

(x-Ax,y) (x+Ax,y)

C2

(xy-Ay) o1

T

Figura 4.2.2: Circulacién sobre rectangulo

Es claro que

%F-dr:/ F-dr+/ F-dr+/ F-dr+/ F -dr (4.2.3)
C C1 Ca Cs Cy

donde la parametrizaciéon en sentido contra-reloj o antihorario. Como se vera més ade-
lante, se toma tal parametrizacién de forma que si uno camina sobre la curva la regién
queda a la izquierda de la direccién sobre la que uno camina. Las parametrizaciones son:

Cy rit)=ti+(y—Ay)j] z—Lzx<t<z+ Az
=(x+Ax)i+tj y—LAy<t<y+Ay (4.2.4)
Cs r(t)=ti+(y+Ly)j] z+Lle<t<z—Ax

(x—Ax)i+tj y+Ay<t<y—Ay

por lo tanto
z+Ax y+Ay r—Ax y—Ay
% F.dr = / Fidt + / Fodt + / Fidt + / Fodt (4.2.5)
C z—Ax y—Ay z+Ax y+Ay

Ahora se aproximaré el valor de cada integral por el valor sobre el punto medio de cada
lado, es decir,

o F - dr ~ Fi(x,y — Ay)(20z) + Fy(x + Az, y) (20y)

—Fi(z,y + Ay) 20z) — Fa(xr — Ax,y)(2Ay) (4.2.6)

Por lo tanto
G F - dr ~ (Fi(z,y — Ay) — Fi(z,y + Ay)) 2Ax)

+ (Fa(z + Az, y) — Fa(x — Az, y)) (2Ay)

Luego se realiza una expansion de Taylor de primer orden alrededor de (z,y) y se obtiene

515 Foar~q| 2000 OB@Y L (4.2.8)
C 8y ox

(4.2.7)
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4 Integracién de Campos Vectoriales

Luego, como el area del rectangulo es 4Ax/\y esto significa que la circulacién por unidad

de area es

OFy(z,y)  OF (z,y) _ lim ¢, F -dr

ox oy AA—0  ANA
Observe que los célculos anteriores también podrian realizarse sobre rectangulos sobre

el plano zz o yz, de hecho, tomando 4.2.9 como prototipo, se define el rotacional (o
vorticidad) de un campo vectorial de la siguiente forma:

(4.2.9)

Si F es un campo vectorial, el rotacional o vorticidad del campo es la circulacién por
unidad de area. Se denota como V x F y se define como

R i 950 F.dr

n-(VxF) 7A181E>0 NS (4.2.10)
donde f es un vector normal unitario a la superficie AS y la curva C' es la curva que
funciona como frontera de la superficie AS. El recorrido de la curva se realiza por medio
de la regla de la mano derecha: es decir, si se toma el dedo pulgar de la mano derecha de
forma que este apunta en la direccién del recorrido entonces al doblar los deméas dedos
estos deben apuntar a lo largo del vector i.
En coordenadas cartesianas el rotacional se puede calcular con la ayuda del siguiente

“determinante”
i j k
F: F: F F F: F
VxF=|& & £ (%—%2>i—<%—%>j+(%_%>k
F B P Yy z oy z T Y

(4.2.11)
Es decir, se puede calcular el rotacional de un campo vectorial pensando que el operador
nabla es un vector y tomando el producto cruz como se haria entre dos vectores.

Los siguientes ejemplos serviran para aclarar el concepto del rotacional.

—yitxj
$2 +y2

Ejemplo 112. Calcule el rotacional de F = —yi+zjy G =
Los campos vectoriales F y G se ven como:
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4 Integracién de Campos Vectoriales

Al /ex\\\\
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Figura 4.2.4: Campo Vectorial G

Ambos campos vectoriales se ven que estan girando por lo que podria pensarse que el
rotacional debe ser diferente del vector nulo en ambos casos. Sin embargo, se tiene que

_ (9 _0(=y)\, _
VXF—(ax— ay >k_2k (4.2.12)

mientras que para cualquier punto salvo el origen

_ 2 2) _ 9,2 2 1 2) _ 9,2
VxG — o(f_ = \_ 0 Y k:(w +y?) —22% + (2% + ) YV —o
ox \ 22 + y? oy \ 22 +y? (22 + 12)2

(4.2.13)
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4 Integracién de Campos Vectoriales

Entonces, jcuél es la diferencia entre ambos campos? Lo importante es recordar que
el rotacional indica la rotacién local, es decir, indica si en cada punto hay una rotacién
neta o no.

Para determinar V x F en el punto (z,y, z) se coloca una rueda de paletas imaginaria
en el punto (z,y,z) y se determina si la rueda de paletas comienza a girar en torno a
su eje. De hecho suponga que en un punto P la rueda de paleta comienza a girar con
velocidad angular w. Escogiendo el eje de coordenadas de forma que P sea el origen se
tiene que la velocidad de las ruedas de paleta es

V=wXr (4.2.14)
por lo tanto,
i j k
Vxv= 2 2 2 = 2w (4.2.15)

Wo2 — W3y W3T — Wiz W1y — Wk

Por lo tanto, el rotacional de un campo vectorial en un punto es el doble de la velocidad
angular que tiene una rueda de paletas colocada sobre el punto.

Después de esta discusiéon sobre el rotacional de un campo vectorial, se puede regresar
al problema original que consistia en calcular

yﬁ F - dr (4.2.16)
C

Primero que todo, el calculo sobre el rectangulo de lados Az, Ay implica que

%F-dr://(v <« F) - ndS (4.2.17)

donde n = k y dS es simplemente diferencial de area del rectangulo. Ahora bien, suponga
que se quiere integrar sobre un rectangulo R que ya no es pequeno como el que se indica
en la figura. Si Cy, Co, Cs, Cy, C son las curvas respectivas de Ry, Ro, R3, R4, R entonces

R et el

Figura 4.2.5: Circulacién sobre un rectdngulo

291



4 Integracién de Campos Vectoriales

%F-dr:yg F-dr+§£ F-dr+§£ F-dr+y§ F - dr (4.2.18)
C C1 Co Cs Cs

ya que se cancelan las contribuciones de las curvas internas al ser recorridas en direcciones
contrarias. Luego suponiendo que los rectangulos internos son pequenos puede aplicarse
4.2.17 y se obtiene que

¢ F - dr =
[ Jr, (VxF)-ndS+ [ [ (VXF) ndS+ [ [ (VxF) ndS+ [ [, (VxF) ndS
= [ [z (VxF)-ndS
(4.2.19)
Luego, una region general puede dividirse en rectangulos donde se razonaria en forma
analoga a la anterior y se obtiene el Teorema de Green (forma tangencial)

Suponga que R es una region en el plano abierta, acotada y simplemente conexa y que
F es un campo vectorial de clase C! definido sobre R. Entonces, si C es la curva que
sirve como la frontera de R y C' es una curva cerrada y simple entonces

?ch'dr//%(VxF%nds (4.2.20)

En el caso de que F = F1i+ Fbj v dr = dzi+ dyj el Teorema de Green se puede escribir

§1§ Fidx + Fody = // (% — @> dxdy (4.2.21)

donde se recorre la curva de modo que la regiéon R quede a la izquierda del recorrido.

como

Ejemplo 113. Verifique el teorema de Green para el campo F(z,y) = (z —y)i+
xj y la regiéon R acotada por la circunferencia r(t) = costi+sintj, 0 <t < 27

Hay que calcular ambos lados del teorema de Green para ver que coinciden. Para
calcular el lado izquierdo de 4.2.21 se utiliza la parametrizacion. Como x = cost se tiene
dx = —sintdt y como y = sint entonces dy = costdt por lo que

2m 2m
%Fldx—kngy = / ((cost —sint) (—sint) + cost (cost)) dt = / (1 —costsint)dt =2
0 0

(4.2.22)
el lado derecho de 4.2.21 se calcula con ayuda de polares

OF, OF, 2r ol
22t — 1+1 =2 4.9.9
/ /R ( 5 8y>dxdy /0 /O (14 1) pdpdp = 27 (4.2.23)
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4 Integracién de Campos Vectoriales

Figura 4.2.6: Teorema de Green sobre el Circulo

Ejemplo 114. Use el teorema de Green para calcular ¢ (3:2 + y2) dx+zydy donde

la curva consiste del arco de parabola y = 22, desde (0,0) hasta A = (2,4) , el

segmento rectilineo desde A a B = (0,4) y el segmento rectilineo desde B a O.
La curva donde se calcula la integral de linea es la siguiente

©,4) @

0,00

Figura 4.2.7: Ejemplo Green

por 4.2.21 hay que calcular

4 VU 4 4
/ / (y —2y)dx | dy = —/ yly" dy = —/ yhdy = -2 (4)% = o (4.2.24)
o \Jo 0 0 D D

El Teorema de Green también puede utilizarse para calcular el area de la region R.
Basta observar que si se toma el campo F = —%yi + %xj en 4.2.21 se tiene

1
3 55 —ydx + xdy = // dedy = A (4.2.25)
R

por lo tanto
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4 Integracién de Campos Vectoriales

El 4rea de una regiéon R se puede calcular a través del teorema de Green como
- 1
A= / / dxdy = 3 ¢ —ydx + xdy (4.2.26)
R
También se pueden usar las férmulas
A= ?gxdy = — ¢ ydx (4.2.27)

Donde la integral de linea se realiza sobre la curva C' que rodea a R. C se supone cerrada
y simple.

Ejemplo 115. Use el teorema de Green para calcular el area de la elipse
r(t) = acosti+ bsintj con 0 <t < 27w

Por las formulas anteriores como z = acost y y = bsint se tiene dy = bcos tdt por lo
que

2m
A= / (acost) (beost)dt = mab (4.2.28)
0

En el Teorema de Green aparecen dos integrales, una sobre una curva y otra sobre
una regiéon del plano. La curva que aparece es de alguna forma la frontera de la region,
sin embargo, el tipo de frontera al que se refiere la frontera en el Teorema de Green no
siempre coincide con la frontera topoloégica mencionada en la secciéon de topologia, por
lo que es importante hacer tal diferencia.

Para esto es tutil introducir un poco de terminologia. Una variedad n-dimensional M
es un objeto geométrico que localmente se parece como R", es decir, un habitante que
vive sobre M que solo conoce M en una region lo suficientemente pequefia no podria
percatarse de que no vive en R”. !

Por ejemplo, una variedad 1-dimensional es una regién del espacio se veria como R para
un habitante de la variedad, es decir, una variedad 1-dimensional es algo que si se esta
lo suficientemente cerca se veria como una linea recta. Ahora bien, bajo la descripcion
2 son precisamente variedades 1-dimensionales ya que vistas con lupa
se parecen cada vez mas a un pedazo de recta. Por lo tanto, las curvas son variedades
1-dimensionales.

Ahora bien, de la definicién de frontera topologica se sigue que la frontera topologica
de una curva es ella misma, puesto que cada bola centrada sobre la curva interseca tanto
a la curva como su exterior. Sin embargo, el concepto de frontera que interesa en este
momento, no es el de frontera topologica sino el de frontera de la variedad.

anterior las curvas

!Obviamente esta descripcién no es muy satisfactoria pues no se especifican cuales propiedades del
espacio son las que no puede diferenciar. Basicamente, la idea es que localmente la topologia de la
variedad es la misma que la de R™ aunque quizés globalmente no poseerian la misma topologia.

2Tales curvas no deberian intersecarse pues si se intersecaran en el punto de intersecciéon no se veria el
espacio como una linea recta sino como una Y
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4 Integracién de Campos Vectoriales

Basicamente, la frontera de una variedad se halla de la siguiente forma: si un habitante
camina sobre su variedad, jes capaz de llegar al fin del mundo, es decir, llegar a una region
sobre la cual no puede seguir caminando sin abandonar la variedad? Por ejemplo, suponga
que se tiene el intervalo M = [a, b]. Tal intervalo seria una variedad 1-dimensional. Para
determinar la frontera de M se deja caminar a un habitante del intervalo sobre M. Es
claro que en cualquier punto excepto a y b podria moverse tanto a la derecha como a
la izquierda, sin embargo si se acerca a a o a b llegaria al fin del mundo en el sentido
que no podria avanzar mas alla de esos puntos. Por lo tanto, si se denota como OM la
frontera de la variedad, se tiene que 0[a,b] = {a,b}. Con la ayuda de esta notacion, el
Teorema Fundamental del Calculo

b
f(b) = f(a) :/ %d:ﬂ (4.2.29)

a

se puede escribir como

f

oM = /M df (4.2.30)

Es decir, la integral de la funcién sobre la frontera® es igual a la integral del diferencial
de la funcién sobre la variedad.

Por ejemplo, si S representa el circulo de radio 1 sobre el plano entonces un habitante
sobre el circulo nunca llegaria al fin del mundo pues siempre podria avanzar eternamente
repitiendo su recorrido, es decir, nunca tendria que deternerse, por lo tanto 9S' = @.

Por otro lado, las variedades 2-dimensionales son objetos que de cerca se ven como
planos, es decir, las superficies son variedades 2-dimensionales 4. El Teorema de Green y
su generalizacion, el Teorema de Stokes, se refieren precisamente a este tipo de varieda-
des. Por ejemplo, si R es una region sobre el plano entonces la curva C a la que se refiere
el Teorema de Green funciona como el fin del mundo de la regién, es decir, 0R = C, por
lo que el Teorema de Green puede reescribirse como

/ F.dr — / (V x F) - ndS (4.2.31)
oM M

Al igual que 4.2.30 el Teorema de Green quiere decir que la integral de una funcién
sobre la frontera de la variedad es igual al valor de cierta derivada de la funcién sobre
la variedad. Como se vera a continuacion, el Teorema de Stokes y el de la Divergencia
tienen exactamente la misma estructura.

Antes de enunciar el Teorema de Stokes, el siguiente ejemplo ilustra la importancia
de que la region de integracion tenga propiedades topologicas deseables.

Considere el campo F = ;g‘j 2 Enun ejemplo anterior se habfa calculado que VxF =
0. Por lo tanto, el lado derecho de 4.2.20 deberfa ser cero siempre. Sin embargo, si calcula

3 Aqui hay cierto abuso linguistico pues en este caso la frontera solo cuenta de dos puntos por lo que
estrictamente no se esta calculando una integral pero en los casos que siguen este va a ser el caso
4Nuevamente no todas las superficies califican pero como esta discusion es con fines ilustrativos no se

entrard en mucho detalle
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4 Integracién de Campos Vectoriales

el trabajo o circulacion del campo a lo largo del circulo de radio 1 en el origen se tiene
que con r (¢) = cos i + sin pj

2
% F.-dr = / | — sin i + cos cpj]2 do = 2m (4.2.32)
st 0

lo cual parece estar en contradiccién con el hecho de que el lado izquierdo de 4.2.20 es
cero. La inconsistencia se debe a que el campo vectorial posee una singularidad en el
origen, es decir, su valor explota en tal punto, por lo que el campo esta definido sobre el
todo el disco de radio 1 excepto el origen, y esta regién no es simplemenete conexa por
lo cual no se puede aplicar el Teorema de Green.

Ahora bien, si el campo vectorial por lo menos esté definido sobre el espacio, es posible
ajustar el Teorema de Green para regiones que no sean simplemente conexas.

Cco

Figura 4.2.8: Teorema de Green Regiéon con Huecos

Por ejemplo, para aplicar el Teorema de Green sobre la region R de la figura anterior
se utiliza como region R* = RU Ry U Ry pues R* es simplemente conexa. Por lo tanto

[ Jp(VxF) -ndS =

ffR* (VXF)-ndS—fle (VxF).ndS_ffRQ (VXF)ndS (4.2.33)

Luego, dado que cada regiéon R*, Ry, Ro es simplemente conexa se puede aplicar el Teo-
rema de Green individualmente para obtener

[[rg(VxF)-ndS= [, F-dr— [, F-dr— [ F-dr

ol (4.2.34)

= fCOUClUCQ

donde el recorrido es como el que se indica en la figura, es decir, siempre se recorre la
frontera de modo que la region quede a la izquierda del habitante que estd caminando.

El Teorema de Stokes consiste en la generalizacion del Teorema de Green en el caso
de que la regién no se encuentre sobre el plano y consista en una superficie en el espacio.
Basicamente tal superficie puede considerarse como una 2-variedad y el Teorema de
Stokes tendra la misma forma que 4.2.20. El lado izquierdo del Teorema de Stokes ya
debe ser claro puesto que se discutié en el tema de campos conservativos como realizar
las integrales de linea: pronto se especificara la orientaciéon que debe tomarse.

Por otro lado, el lado derecho requiere que uno pueda hallar un vector n que sea
perpendicular a la superficie. Dos candidatos para el vector n son los siguientes: si la
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4 Integracién de Campos Vectoriales

superficie esté definida por una ecuacion como f(x,y, z) = 0 entonces puede tomarse n =

i‘g—{f'. En cambio, si la superficie esta parametrizada con parametros u, v, puede tomarse
or , Or

7><7 . . 1
n = igﬁi‘;ﬁ’. Sin embargo, esto no garantiza que al recorrer la superficie el vector

ou ” v
normal pueda anularse en algiin punto lo cual traeria como consecuencia la imposibilidad

de definir dos “caras” para la superficie; el ejemplo mas conocido del fenémeno anterior
es la cinta de Mobius, que puede construirse uniendo dos lados de una hoja de papel,
solo que antes de pegarlos se le da medio giro a la hoja. °

Figura 4.2.9: Cinta de Mobius

Basicamente, la superficie de Mobius tiene solo un lado en el sentido de que si un
habitante camina sobre la cinta entonces al regresar al lugar desde el cual comenz6 su
recorrido llegaria al revés, es decir, apuntaria en la direccién contraria en la que comenzé.
El Teorema de Stokes solo se refiere a superficies que no tienen este comportamiento
patologico, tales superficies se llaman orientables.

°La siguiente imagen fue realizada con el codigo de la pagina
http://www.mathworks.com/matlabcentral /fileexchange /643-mobius-band
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Una superficie S es orientable si posee un campo vectorial n que es normal a la superfice
y nunca se anula. Si S viene definida a través de f(z,y,2) = 0 puede tomarse

i
n=+—- (4.2.35)
IV
mientras que si la superfice estd parametrizada por u,v puede tomarse
oe o or
n=+tu_0ouv (4.2.36)
ar x ot
ou ov

El Teorema de Stokes establece que para una superficie S orientable y simplemente
conexa con frontera C la circulaciéon o trabajo de un campo vectorial F sobre C' es
igual a la integral de superficie de la componente normal del rotacional del campo a la

§1§CF Cdr = //S(v x F) - ndS (4.2.37)

donde la curva C' se recorre segin lo indica la regla de la mano derecha, es decir, si el
pulgar de la mano derecha se mueve sobre la curva entonces la direcciéon de los demés
dedos apuntan en la direccién que se escogi6é para n.

superficie, es decir,

Observe que con 4.2.37 se puede expresar que un campo vectorial sea conservativo
sobre una regién simplemente conexa de forma mas compacta:

Si F es un campo vectorial sobre una regiéon simplemente conexa, entonces las condiciones
4.1.93 para que el campo vectorial sea conservativo son equivalentes a

VxF=0 (4.2.38)

Si un campo vectorial cumple la condicion 4.2.38, se dice que el campo es irrotacional.
Por lo tanto, sobre una regiéon simplemente conexa, un campo vectorial es conservativo
si y solo si es un campo irrotacional.

Ejemplo 116. Aplicando el teorema de Stokes, calcular I = [ [, (V x F) - ndS
donde F = yi+xj+ (y + z) k donde S es la porcion de la superficie 2z +y+2 = 2
situada en el primer octante y n es el vector normal unitario a la superficie,
con componente z no negativa.

Claramente se puede tomar

2
n=-—i+-—j+-—=k (4.2.39)

//S(v x F) - ndS = /F-dr (4.2.40)
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donde la integral de linea debe tomarse como indica la siguiente figura.

(0,0,2)

Cs
G
(0,2,0)

C,
(1,0,0)

Figura 4.2.10: ejemplo Stokes

La curva C; corresponde a la recta que resulta de intersecar el plano 2x+y-+z = 2 con
y = 0, es decir, 2x 4+ z = 2. Luego una parametrizacion es (z,0,2 —2z) con 0 < z <1
por lo que

1 1
/Cl F.-dr = /0 (xj+ (2—22)k) - (i—2k)dz = /0 —4 4+ dxdx = -2 (4.2.41)

La curva C5 corresponde a la recta que resulta de intersecar el plano 2z 4+ y+ z = 2 con
z = 0, es decir, 2z + y = 2. Luego una parametrizacion es (2,2 — 2z,0) con 0 < z < 1
por lo que como tiene la orientacién opuesta a la buscada

1 1
/CQF-dr:—/O ((2—2x)1+x3+(2—2x)k)-(1—23)dx:/0 4 —2dr =0 (4.2.42)

La curva C3 corresponde a la recta que resulta de intersecar el plano 2z 4y + 2z = 2 con
x =0, es decir, y + z = 2. Luego una parametrizacion es (0,2 — z,z) con 0 < z < 2 por
lo que

2
/F-dr:/ (2= 2)i+2K) - (—j+ k) dz — 4 (4.2.43)
Cs 0

Lo anterior significa que

/L (V x F) -ndS =2 (4.2.44)

Ejemplo 117. Use el teorema de Stokes para evaluar la integral de linea
fC —y3dx + 23dy — 23dz donde C es la interseccién del cilindro 22 +3% =1, y el
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4 Integracién de Campos Vectoriales

plano z + y + z = 1 que es recorrida en el sentido contrario al que giran las
manecillas del reloj en el plano zy
Por comparacién se define

F = -1+ 2% — 2°k (4.2.45)

Como VxF =3 (w2 + y2) k el tinico compoente del rotacional es a lo largo del eje z. Por
otro lado, como en general n = nii+nsj+nsk se tiene que por el teorema de Stokes solo
interesa la componente en z del vector normal puesto que (V x F) -n =3 (3:2 + yz) ns.
Ahora bien, de la figura

-2

1 0 3 >y 2

Figura 4.2.11: Stokes

se puede tomar como superficie el disco cuya frontera coincide con la elipse azul. En
tal caso dado que el disco se encuentra sobre el plano puede tomarse

1'+ 1'+ L. (4246)
n=—1+—— — 2.
B TR

es es claro que puede tomarse x,y como parametros ya que para el disco

r(z,y) = (z,y,1 —x —y) (4.2.47)
por lo que
Oor Or
% < 3y (1,0,—1) x (0,1,-1) = (1,1,1) (4.2.48)

luego se toma

ng = (4.2.49)

1
V3
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de manera similar se tiene que

dS = /3dxdy (4.2.50)
Dado que (V x F) -n = 3 (2% + y?) ng se obtiene
(V x F) -ndS = 3 (2% + y?) ddy (4.2.51)
por lo que
/C—ygd:v +23dy — 22dz = 3 // (562 + y2) dzxdy (4.2.52)

de esta forma se ha reducido el problema al de encontrar los valores que toman las
coordenadas x,y. Sin embargo, es claro que tales valores son todos aquellos dentro del
circulo unitario y de esta forma en coordenadas polares se obtiene que

2T 1
6
3/ / (p*) pdpdep = - (4.2.53)
0 0

Ejemplo 118. Verifique el teorema de Stokes para el hemisferio 22 +y?4 22 = 9,
su circunferencia 2> + 4> =9,2 =0 y el campo F = yi — zj.

Primero que todo una parametrizacién para la circunferencia es r(p) = 3cos i +
3sin@j con 0 < ¢ < 27 por lo que la circulaciéon es

2
/ (3sin pi — 3cos pj) - (—3sin i+ 3cos ) dp = —187 (4.2.54)
0

Claramente V x F = —2k y para parametrizar el hemisferio se usan esféricas, donde en
este caso 0 es el dngulo polar,

r (6, ) = 3sin b cos pi + 3sin O sin pj + 3 cos 6k (4.2.55)

para el vector normal unitario se calcula primero

i j k
rg xr, =9| cosflcosep cosfsing —sinf | =9 (sin2 6 cos o, sin? § sin ¢, cos # sin 9)
—sinfsing sinfcosp 0
(4.2.56)
de aqui
X
= 07T (sin 6 cos ¢, sin O sin @, cos 6) (4.2.57)
re X Iyl
y
dS = 9sin 0dfdy (4.2.58)
de esta forma hay que integrar
2T 3
/ / (0,0,—2) - (sin @ cos @, sin @ sin @, cos ) 9 sin Odfdy (4.2.59)
o Jo
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2 I z
— 18 / / * sin 6 cos §dfdp = —187 / * sin (20)d = — 187 (4.2.60)
0 0 0

tal como se buscaba.

Figura 4.2.12: Teorema de Stokes Hemisferio-Circulo

4.3. Divergencia de un Campo Vectorial

El problema original que condujo al Teorema de Green en su forma Tangencial estaba
relacionado con el escape del fluido a través de una regiéon. La componente tangencial
del campo no contribuia al escape del fluido, mas bien el responsable era la componente
normal al fluido. Aqui hay que ser cuidadoso con la componente normal pues alguien
podria pensar que n = k sirve como un vector normal a la region (como se usé de hecho
para la forma Tangencial del Teorema de Green). Eso es cierto si ve la region desde R3
pero la idea en este caso es tomar como vector normal el vector que esta sobre R?, o
dicho de otra forma, sobre el mismo plano que aquel en el que esta contenida la region.

Figura 4.3.1: Teorema de Green en el Plano

De hecho, si F = Fii+ Fojy T = fl—“s”i + %j es el vector tangente con una parametriza-
cién de forma que la region quede a la izquierda entonces es facil observar que se puede

tomar® d p
Y. T,
n=—i—— 4.3.1
ds ds ( )
5De hecho, n = —N donde N era el vector normal que se estudio en el tema de curvas
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Si C es una curva sobre el plano y F = Fji + F5j es un campo vectorial sobre el plano
entonces el flujo de F a lo largo de la curva C es

55 F - nds = yg Fidy — Fodx (4.3.2)
C C

Para hallar el flujo a lo largo de la curva se considera al igual que para la circulacion
un rectangulo centrado en (z,y) de lados Az, Ay.

(x,y+Ay) C3

/
\ - (%) /

(x-Ax,y) (x+Ax,y)

C2

(xy-Ay) 1

T

Figura 4.3.2: Flujo sobre el rectdngulo

Es claro que

%F-nds:/ F-nds+/ F-nds+/ F-nds+/ F - nds (4.3.3)
C C1 Ca Cs Cy

donde la parametrizacién en sentido contra-reloj o antihorario. Se va a aproximar el
valor de cada integral considerando que el campo es constante sobre cada curva e igual
al valor sobre el punto medio de cada curva, es decir,

Jo, F-nds ~ —Fy(z,y — Ay) (202)
Je, F-nds ~ Fi(z + Az, y) (20y)
Je, F-nds ~ Fy(z,y + Ay) (2A7)
Jo, F-nds ~ —Fi(z — Az,y) (240y)

(4.3.4)

Sumando todas las contribuciones y realizando una expansién de Taylor a primer orden

se tiene i OF OF
§£ F - nds ~ 4 ( GO Q(L’y)> AzAy (4.3.5)
c z dy
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4 Integracién de Campos Vectoriales

Dado que el area del rectangulo es 4Ax /Ay el resultado anterior permite definir la diver-
gencia V - F del campo F como el flujo por unidad de area

oFy  0F,

V- F=—+ — 4.3.6
oz dy ( )
Luego, al igual que en el caso de la circulacién, una regién que no es un rectangulo

pequenio puede considerarse que estd formada a partir de rectangulos pequenos donde
aplica 4.3.5 y las contribuciones internas se cancelarian, lo cual permite obtener la Forma
Normal del Teorema de Green:

Si R es una regiéon sobre el plano que cumple las mismas condiciones que en la forma
Tangencial del Teorema de Green y F = Fji+ F5j es un campo vectorial sobre R entonces

yg F - nds = // V - Fdzdy (4.3.7)
C R

donde n es un vector normal a la curva que apunta hacia afuera de la region y la
orientacién de la curva es de forma que la regiéon quede a la izquierda. Expandiendo en
componentes, el teorema puede escribirse como

%Fldy ngsc—// (aFl aFQ)dxdy (4.3.8)

Ejemplo 119. Calcule la divergencia de F=zi+yjy G = ;;IZJQ
Los campos vectoriales F' y G se ven como:
25 T T T T T T T T T
LN\ ST
ol SN Nt s 77
S~~~ N Nt r g7 7 7
T~~~ N~ N 1/ » 7 = _=]
05 — < < - N P - =
of - — — .
o5 = =— — = - s = =
P A BN N
sl = 7 7/ VN N N
Y A A NN
T/ 0 0 VN NN
235 R - 05 0 05 i 15 2 25

Figura 4.3.3: Campo vectorial F

304



4 Integracién de Campos Vectoriales

2 ~ \ N i 1 ! 7 / ~ - 4
~ ~ AN \ \ 1 / 7 , - -
150 4
~ ~ N \ 1 7 / -~ ~ ~
1k 4
N N ¢ A
o5 L L~ N e
0 - - — = _——— - = - 4
05 - — — / 4/ \ -~ — - - i
—~ — —~ V2 N ~ ~ -
Al / \ |
- - v Vi / | \ \ N ~ ~
-151 B
- v 7 / / | \ \ N ~ ~
-2F - % ’ / i | \ \ N N ~ B
25 I I I ! I I I I I
-2.5 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25

Figura 4.3.4: Campo vectorial G

Aqui hay que recordar que la divergencia esté relacionada con la produccion de flujo en
una forma local, es decir, en cada punto (z,y) V- F dice si existe un escape neto o no de
masa o fluido, por lo tanto las imagenes deben analizarse estudiando el comportamiento
cercano del fluido en cada punto del plano.

Un célculo sencillo muestra que

or Oy
F=2Z2Z1+ 22 ) =2 4.3.
v (aﬁay) (43.9)

lo cual significa que en cada punto del espacio se esta produciendo flujo, o bien, que cada
punto del espacio es una fuente de masa.
Por otro lado para cualquier punto excepto el origen

0 o 2 2 _ 9 2 2 2 _ 2) 2
v.g- (2 T L9 Y _z +y x—i—x;—y y:O
Ox \ 22+ y? Oy \ 22 + y? (x% +y?)
(4.3.10)
es decir, en cada punto excepto el origen no hay escapa ni entrada neta de fluido.

El Teorema de la Divergencia o Teorema de Gauss es basicamente la generalizacion de
la forma normal del Teorema de Green al caso de una superficie en R3. Se supone que
la superficie S es orientable de modo que tenga un campo vectorial normal n que nunca
se anule. En tal caso se define el flujo de la siguiente forma

305



4 Integracién de Campos Vectoriales

Figura 4.3.5: Flujo a través de una superficie

Si S es una superficie orientable y simplemente conexa el flujo del campo vectorial F a

través de S es
@://me (4.3.11)
S

donde n es un campo vectorial normal unitario a la superficie. Si S viene definida a
través de f(x,y,z) = 0 puede tomarse
Vf

mientras que si la superfice estd parametrizada por u,v puede tomarse

o o
n=+tu_0ov (4.3.13)
or o @’
ou v
En el caso de que S sea una superficie cerrada, se escoge n de forma de que apunte hacia
afuera de la superficie S.
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= Si F es un campo vectorial, la divergencia del campo V - F es la densidad de flujo
por unidad de volumen

F - ndS
V -F(z,y,2) = A\l/ﬁio f‘fSTvn (4.3.14)

donde AV es el volumen de una region que contiene al punto (z,y, z) mientras que
S es la superficie de tal regién de volumen. La divergencia es un campo escalar y
si F = F1i+ Fyj 4+ Fsk en coordenadas cartesianas se halla como

OF, O0F, OF3

.F = 4.3.1
\Y O + oy + oz (4.3.15)

= Si V-F(z,y,z) > 0se dice que el punto es una fuente mientras que si V-F(z,y, z) <
0 se dice que el punto es un sumidero.

= Si la divergencia es cero en todos los puntos, es decir, V - F = 0 se dice que el
campo es solenoidal.

El Teorema de Gauss establece que si M es una region volumétrica simplemente conexa
cuya frontera M es una superficie S cerrada y simple entonces el flujo de un campo
vectorial F que atraviesa la superficie es igual a la integral volumétrica de la superficie,

en otras palabras,
//F~nd5/// V-FdV (4.3.16)
S M

donde n es un campo vectorial normal unitario que apunta hacia afuera de S.

Ejemplo 120. Considere el campo F = 2zi + 3%j + 2°k. Sea S la esfera unitaria
definida por 2? + y? + 22 = 1. Evalte [F -ndS
Por el teorema de Gauss dado que V - F = 2 4+ 2y + 2z hay que calcular

/// (24 2y +22)dV (4.3.17)

se utilizan coordenadas esféricas por lo que al final hay que calcular
2 pw 1
2 / / / (1 + rsin @ sin @ + r cos ) 72 sin Odrdfdy (4.3.18)
o Jo Jo

el segundo término se anula al integrar sinp y el tercer término se anula al integrar
cos fsinf. Por lo tanto, al final hay que calcular

2 pm 1 87
2/ / / 2 sin Odrdfdyp = — (4.3.19)
o Jo Jo 3
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Figura 4.3.6: Teorema de Gauss sobre la esfera

Ejemplo 121. Verificar el teorema de la divergencia para el campo vectorial
F = 22%yi — 9%j + 422%k limitado por > + 22 =9 ,2=0y z =2

Para calcular el flujo hay que hacerlo sobre las tres superficies, las tapas x =2, z =0
y el cilindro y? + 22 =9

x=2
4
3
2 _
1 N RhRHHHuNHNT
R
— IR e RN
0 — T R
N TR R T Hh
1 NN N MNNNT N
- AN
-2 \ TR N
TR
-3
4 X N
Y R N N
AN

R =
..... s
NHTHHn
=

ARRRATEAAAY
e
‘\\“\‘\\\“\ \\\\\\\'
IR —

-2

Figura 4.3.7: Teorema de Gauss Cilindro-Tapas

sobre la tapa x = 2, F = 8yi—1%j+82%k y se puede tomar n = i y usando coordenadas
polares para parametrizar la tapa hay que calcular

2r 3
/ / (8p cos pi — p? cos? pj + 8p? sin? <pk) ~ipdpdy (4.3.20)
o Jo

2 3
= / / 8p cos wpdpdp =0 (4.3.21)
o Jo
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sobre la tapa = 0, F = —y?j y se puede tomar n = —i (pues debe apuntar hacia
afuera de la region) y usando coordenadas polares para parametrizar la tapa hay que
calcular

21 3
/0 /0 (—p? cos® ¢j) - (=1)pdpdy (4.3.22)

2 3
= / / 8p cos wpdpdp =0 (4.3.23)
o Jo

Finalmente, para el cilindro 32 + 2z? = 9 se toma su gradiente (normalizado) como vector
normal, es decir,
2yj + 2zk
) I S RN (4.3.24)
2y +22 37 3
A su vez se parametriza cualquier punto sobre el cilindro como (x, y, z) = (x, 3 cos ¢, 3sin ¢)
por lo que para el diferencial de superficie se calcula
i j k
Ity xry| =1 0 0 = |(0,—3cos p,—3sinp)| =3 (4.3.25)
0 —3siny 3cosp

luego

dS = 3dxdy (4.3.26)

por lo que el flujo a lo largo de tal superficie es

2 2
/ / (61‘2 cos , —9 cos? , 36z sin? cp) - (0, cos ¢, sin @) 3dxdy (4.3.27)
o Jo

2w 2 2m
= 3/ / (—9 cos® ¢ + 36z sin® cp) dxdp = 3/ (—18 cos® ¢ + 72sin® cp) de
o Jo 0
(4.3.28)

como el seno y coseno tienen periodo 27 se tiene

™

27
3/ (—18 cos® ¢ + 72sin® <p) do = —54/ ((:os3 ¢ — 4sin® <p) dy (4.3.29)
0

—T

como el seno es impar se tiene que sin® ¢ también es impar por lo que solo sobrevive el
primer término, luego

s s
— 54/ ((:os3 ¢ — 4sin® ©) dp = —54/ cos® odyp (4.3.30)
—r -7
como 24 3
3 sinar  sin3ax
dx = 4.3.31
/cos axdx 1 + 50 ( )

por lo que esta integral también es cero y el flujo total es cero.
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Por otro lado, la divergencia del campo es
V -F =4xy — 2y + 8xz (4.3.32)

por lo que utilizando una modificacién de cilindricas donde y = pcos ¢, z = psin ¢ hay
que integrar

o2 3 2
/ / / (4xp cos p — 2pcos ¢ + 8xpsin ) pdrdpdp (4.3.33)
o Jo Jo

al integrar sobre ¢ es claro que ningin término sobrevive por lo que la integral de la
divergencia es cero verificando el teorema de Gauss.

4.3.1. Ejercicios Adicionales

Ejercicio 122. Verifique que el area de la superficie paramétrica r (u,v) =
(R4 rcosu)cosvi+ (R+rcosu)sinvj + rsinuk para 0 <u <27 y 0 < v < 27 con
r, R constantes es 4rRn>.

Primero que todo

r, = (—rsinucosv,rsinusin v, r cos u) (4.3.34)
r, = (— (R4 rcosu)sinv, (R+ rcosu)cosv,0) (4.3.35)
de esta forma
i j K
ry X Ty = —rsinucosv —rsinusinv T COS U (4.3.36)
—(R+rcosu)sinv (R + rcosu)cosv 0
i i K
=r(R+rcosu)| —sinucosv —sinusinv cosu | =7 (R + rcosu) (— cosucosv,cosucos v, —sinu)
—sinv cos v 0
(4.3.37)
Luego
dS = |r, X ry| =7 (R+rcosu) (4.3.38)
El area no es mas que
2 27
/ / 7 (R + 7 cosu) dudv = 47°rR (4.3.39)
0 0
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Ejercicio 123. Aplique el Teorema de la Divergencia al campo F = 22 — 3yj +
2’k para calcular [ [ [, V-FdV donde V es el sélido limitado por z* +y* =9,
z=0y z2=2.

Por el Teorema de la Divergencia hay que calcular

/ /5 F - ndS (4.3.40)

donde S es la superficie que encierra el volumen anterior, es decir, las dos “tapas” del
cilindro junto con la superficie cilindrica que la cubre. Para la tapa z = 0 se toman = —k
y luego F-n = —22 = 0 por lo que

//S F-ndS =0 (4.3.41)

Para la tapa 2z = 2 se toma n = k y luego F - n = 22 = 4 por lo que

//5 Fonds = 4//d5 = 4 (3)% = 367 (4.3.42)

Para la tapa cilindrica definida por g(z,y, z) = 22 + 32 — 9 = 0 se toma

2 . 2 . . .
Vgl 2\/a2 + 42 3

De esta forma F - n = é (21‘3 — 3y2). Usando coordenadas cilindricas se tiene que cual-
quier punto sobre la superficies es de la forma (3 cos,3sin6, z) por lo que

27 2 1 21
// F-ndS:/ / —(200839—3sin29)3dzd9:2/ (200839—3Sin29)d9
Ss o Jo 3 0
(4.3.44)
Usando que cos® @ = cos @ (1 — sin? 9) = cosf — cosfsin® @ por lo que se tiene en la

integral

2
2 / (2cosf — 2cos sin? @ — 3sin? 9) do (4.3.45)
0

el primer integrando da cero, para el segundo se hace el cambio de variable © = sinf y
de esta forma

3
/cos@sin2 0do = /uzdu = % +C (4.3.46)
para la tercera se utiliza la identidad sin® 6 = 1_%5(29) por lo que
. 9 1 1.
sin“ 0df = 59 — 4 sin (20) +C (4.3.47)

de esta forma

2m
2/ (2cos —2cos B sin® § — 3sin” ) df = 2 <—§ (87%) — g (27r)> (4.3.48)
0
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De esta forma el flujo total es la suma de los tres flujos individuales, es decir,

///V V- -FdV = 367 + 2 2 (87%) — ; (27) (4.3.49)

x=2
4
3
2 _
! e
— RNt
0 — DRI IR
N AR’ ““‘ﬁ\“‘““‘““‘ \‘\\
- QAN
NN NN
-2 \ RS NN
N R
-3 Q NN
D \ Rt
a TR N
R \
4 T
W \‘\‘\‘\‘\'\\'\'\'\\\\\‘= NN
T TR TSy
T —
5 R

-2

4 -3

Figura 4.3.8: Teorema de Gauss Cilindro-Tapas

Ejercicio 124. Muestre que el campo vectorial F = (e cosy + yz) i+(zz — e® siny) j+
(zy + z) k es conservativo y calcule una funcién potencial V(z,y, z) para el cam-
po.
Para ver que el campo anterior es conservativo basta verificar que V x F = 0. Luego
el potencial debe cumplir con las ecuaciones
oV oV oV

Ezexcosy—}—yz a—y:xz—ezsiny azxy%—z (4.3.50)

integrando la primera ecuacién con respecto a x se tiene que

V =e"cosy + zyz + g(y, 2) (4.3.51)
Por comparacién debe tenerse que
0
9 _ (4.3.52)
dy
de esta forma
9(y,z) = h(z) (4.3.53)
Finalmente, por comparacién nuevamente
dh
- 4.3.54
= ( )
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o bien

52
h(z) = > +c (4.3.55)
Finalmente, la familia de potenciales es
52
V =e"cosy + zyz + 5 +c (4.3.56)

Ejercicio 125. Verifique el Teorema de Stokes para el campo F = (:U2 — y) i+

4zj + 2’k integrado sobre la superficie del semicono z = /22 + 2 limitado por
el plano z = 2.

Primero se calcula la circulacion del campo. Como curva se toma la interseccion del
cono con el plano z = 2. Tal curva se parametriza como r(t) = (2cost,2sint,2). Luego

F.dr = (4 cos’t — 2sint, 8, 4 cos? t)-(—2 sint,2cost,0) dt = (—8SintC082 t + 4sin®t + 16 cos t) dt

(4.3.57)
como hay que integrar de 0 a 27 se usa que
9 cos t

/sintcos tdt = — 3 +C (4.3.58)

. 9 1 1.
sin” tdt = §t — 4 5in (2t) +C (4.3.59)

luego para [ F - dr se tiene usando lo anterior que

2m
/F ~dr = / (—8sintcos®t +4sin®t + 16 cost) dt = 4r (4.3.60)
0

Para calcular [ |, ¢ (V x F)-ndS se toma como superficie la tapa circular superior que
resulta de la interseccion del semicono con el plano. Se toma la orientacion de forma con
que sea compatible con el recorrido de la curva, es decir, se toma n = k. Luego

i i k
VxF=| & £ & |=(-4-22,1) (4.3.61)
22—y 4z «x

De esta forma
(VxF)-n=1 (4.3.62)

/ /5 (V x F)-ndS = / / dS = 4 (4.3.63)

por lo que
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También se pudo haber escogido el semicono como superficie. En coordenadas cilin-
dricas la parametrizacion del semicono es r (r,6) = (rcosf,rsinf,r). Dado que r, =
(cos@,sinf,1) y rg = (—rsiné,rcosd,0) el producto cruz de los vectores da

i ik
r, Xrg=| cosf sinf 1 |=r7r(—cosf,—sinb,1) (4.3.64)
—rsinf rcosf 0

Se ocupa un vector normal que apunte hacia adentro del semicono para que sea compat-
ible con el recorrido de la curva, luego se puede tomar

o (_%, _%7 %) (4.3.65)

y
r, X rg| = V2r (4.3.66)
por lo que
dS = V/2rdrdf (4.3.67)
Se tiene que (V x F)-n = <4‘\7§9 + 236\%“9 + %) = <4(\7§0 + ZTCO\S/%SHIG + %) De esta
forma
m 2 (4cos®  2rcosfsinb 1
VxF-ndS:/ / ( - +—>\/§rdrd6:47r
J o sy mas= [ (550 + AR

(4.3.68)
Luego se ha verificado el Teorema de Stokes.

Figure 4.3.9: Teorema de Stokes cono

Ejemplo 126. Sea F = (z — y) i+ (w + y3)j defininido sobre la region D del plano
zy, limitada por una curva suave, cerrada y simple C, orientada positivamente
y ubicada en el exterior del disco 22 + y?> < 1 como se muestra en la figura.
Calcule EﬁCF -dr si el area de la region D es 10.
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Figura 4.3.10: Region D

Primero que todo se tiene que

OF, OF,
=22l g41=2 4.3.
5% oy + (4.3.69)

Si se llama D; al disco unitario centrado en el origen se tiene que por el Teorema de

Green oF oF
F-dr:// <—2——1>dA: 4.3.70
yé) DUD, Oz 0y ( )

2//DdA+2//D dA = 2(10 + ) (4.3.71)

Ejemplo 127. Aplique el teorema de Green para calcular ¢ y?dx + 3zydy sobre
la region D que se muestra en la figura, con C la frontera de D.

Figura 4.3.11: Ejemplo Teorema de Green

Nuevamente se tiene que

% — %—1;1 =3y—2y=y (4.3.72)
por lo que si D representa el semidisco unitario que estd centrado en el origen, Cj
representa la curva orientada como C que incluye la semicircunferencia del disco grande
junto con el didmetro que pasa por el eje x y Cy representa la curva orientada como C
que incluye la semicircunferencia del disco pequenio junto con el didmetro que pasa por
el eje = entonces por el Teorema de Green

%F-drz% F-dr+¢ F-drz% F-dr—% F . dr (4.3.73)
C Co C1 Co —C1
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T 2 m rl
:// ydA—// ydA:/ / (rsin@)rdrd&—/ / (rsin®)rdrdf (4.3.74)
DUD; Dy o Jo o Jo
16

2 14
= _Z == 4.3.
33~ 3 (4.3.75)

Ejemplo 128. Sea S un paralelogramo con lados no paralelos a ningtn eje de
coordenadas. Sean A (S7), A(S2), A(S3) las proyecciones de S sobre los planos
coordenados. Muestre que el area S cumple A(S) = \/A2(S;) + A2(Sy) + A2(S3).

Suponga que por ejemplo que se quiere calcular A(S). Dado que el plano no es para-
lelo a ningtn eje de coordenadas, puede parametrizarse por ejemplo con x,y, es decir,
r(z,y) = (z,y,2(x,y)). En tal caso r, = (1,0, 2;) y ry = (0,1, zy) y luego

ij k
ry Xxry=|1 0 2z | = (-2, —2,1) (4.3.76)
0 1 2

Ahora bien, como S es un paralelogramo esta dentro de un plano de la forma ax+by+cz =
d por lo que z;, z, deben ser constantes. Luego

[tz X1y = (/1422 + 22 (4.3.77)
dS = \/1+ 22 + z2dydzx (4.3.78)
por lo que

A(S) = //53 1+ 22+ 22dydz = \/1 + (%)2 + <g>2A(Sg) (4.3.79)

De la misma forma con un razonamiento totalmente anélogo pensando en que se usan
parametros x, z y y, z se tiene

A(S) = //5 1+ 22+ 22dyde = \/1 + (%)2 + (g)QA(Sg) (4.3.80)
A(S) = //53 1+ 22 + 22dyde = \/1 + (2)2 + <2>2A(Sl) (4.3.81)

De esta forma

Luego
A2%(S A2%(S A2%(S

A8 + A%y + A(55) = — D) AL AS)

L8+ (B 1+(3)+(F) 1+ + (9
(4.3.82)

9 2 b2 a? A2(S 4

:A == J.

(S)<a2+62+02+a2+62+02+a2+62+02> (%) (4:3.83)

tal como queria verificarse.
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4 Integracién de Campos Vectoriales

Ejemplo 129. Use el Teorema de Stokes para calcular 95 F.dr donde F = nyH—
m;j—l—acyk y C es la curva con representacion paramétrica r(t) = (cost,sint, cos (2t))
con 0 < # < 27 que vista desde arriba, esti orientada en sentido contrario a
las manecillas del reloj.

Observe que los puntos sobre la curva cumplen que z = x? — 2, por lo que estan sobre
el paraboloide hiperbélico anterior.

X2 -z-y2=0

Figura 4.3.12: Paraboloide Hiperbélico y curva C

Ahora bien, por el teorema de Stokes se tiene que

§1§F Cdr = //S(V x F) - ndS (4.3.84)

donde se tiene que tomar una superficie S que tenga por frontera a la curva C. En este
caso se toma la region del paraboloide que encierra la curva como se ve en la figura
anterior. Luego

VxF = = (z,—y,0) (4.3.85)

o8l -
LSl
& Flow

Observe que el gradiente de la superficie g(x,y,2) = z — 2% + y> = 0 es

Vg = (-2z,2y,1) (4.3.86)

—~ W

y apunta hacia arriba por lo que se puede tomar como vector normal

Vg 2z 2y 1
n=-——=1|-— ) 3
Vgl V1 4x? +4y? /14402 + 42 /1 + da? + dy?

) (4.3.87)
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4 Integracién de Campos Vectoriales

De esta forma

_22_22 2 2+2
(VXF)n=——2 Y __ (2" + ") (4.3.88)

VItda2 + 42 J1+4(2 +42)

La superficie se puede parametrizar como

r(z,y) = (z,y,2° — y°) (4.3.89)

Para determinar los valores que toman las variables x, y hay que analizar la proyecciéon de
la frontera, es decir, la curva, sobre el plano xy. La proyeccion de la curva es (cost, sin ¢, 0)
que traza un circulo sobre el plano zy. De esta forma utilizando polares

2 1 9 2 1 2 3d
//S(v x F)-ndS:/O /0 —ﬁrdrd@z —27‘('/(; ﬁ (4.3.90)

para realizar la integral anterior se hace el cambio de variable v = 14r2. Luego du = 2rdr
por lo que

1 3 1 1
2r°d —1)d 2 2 4
/ e [luzDdu 2 2Vl =2 -2=—1 (4.3.91)
0 V1472 0 Vu 3 3 3
de esta forma la circulacion es %’r.

Ejemplo 130. Encontrar la masa de un alambre que tiene la forma de hélice
xr=1t,y=cost, z=sint para 0 <t < 27 si la densidad de cualquier punto esta
dada por \(z,y,z) = |z

Se usa el hecho que

m= / Ads (4.3.92)

en este caso

r(t) = (t,cost,sint) (4.3.93)
por lo que
v(t) = (1, —sint,cost) (4.3.94)
y de esta forma
v =1+sin?t + cos?t = /2 (4.3.95)
Sobre la curva
A = |z| = |sint| (4.3.96)

por lo que

2m T 2m
m = / Isin t| V2dt = v/2 </ sin tdt — / sin tdt> = 4V/2 (4.3.97)
0 0 L
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4 Integracién de Campos Vectoriales

Ejemplo 131. Hallar la masa de un alambre que sigue la interseccion de la
esfera 22 +y> + 22 =1 y el plano = + y + z = 0 si su densidad esta dada por
Nz, y, 2) = 22

En este caso se va a parametrizar la curva usando coordenadas cilindricas. Las ecua-
ciones de la superficie pueden escribirse como

r4+22=1 z=—x—y=—r(cosf +sinbh) (4.3.98)
De esta forma sustituyendo la segunda ecuacién en la primera se obtiene

1 =12+ r2(cos +sin0)* = r? (1—{—00529—|—200$98in9—|—sin29) =72 (2 + sin 26)

(4.3.99)
de lo cual )
O — 4.3.100
V2 +sin 26 ( )
y sustituyendo en la ecuacién para z se obtiene
cos 6 + sin 6
2= 4.3.101
V2 + sin 260 ( )
Luego la parametrizacion de la curva en términos de 6 es
r(0) = ( cos? , sin? - cosf + s.inﬁ ) (4.3.102)
V2 +sin20 2 +sin20° 2+ 2sin26
Derivando con la regla del cociente y simplificando se obtiene
1
v(0) = ————— (cos — 2sin@,2cos 6 + sin 6 (3 — 4sin® @) ,3cos 6 + sind (1 — 4sin”0))
(24 sin20)>
(4.3.103)
Después de un célculo algo tedioso se obtiene que
\/12 +2sin? 0 + 16sin* 6 + sin f cos @ (14 40 sin? 9)
(4.3.104)

(2 +sin 29)%

2 cos?6
y como r T 242sin20

la integral por realizar es

2T 29
m = / cos \/12—|—251n 0 + 16 sin* 9—|—51n90059(14 40 sin? 9)d9
2—|—sm29

(4.3.105)
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4 Integracién de Campos Vectoriales

Ejemplo 132. Calcular la integral ¢ z*-dz+ 3% dy+ ﬁdz donde C es la curva
cerrada 42> +5y> =7 ,3x+2y — 92 =5

En este caso se puede intentar verificar si el campo es conservativo o no. Sin embargo,
claramente el campo se indefine en z = 3 por lo que es importante ver si la curva corta
o no el plano z = 3, es decir, hay que ver si el sistema

422 + 592 =7
3r+2y—92=5 (4.3.106)
z=3

tiene solucién no. Sustituyendo la tercera ecuacion en la segunda se obtiene 3x + 2y = 32
por lo que hay que resolver el sistema

42 +5y° =7 3z +2y =32 (4.3.107)
Restando las ecuaciones
4a* — 3z 4 5y* — 2y = —25 (4.3.108)

y completando cuadrados

20— 2 2+ Voy — = 2 25+ - 4 1 (4.3.109)
Tr— - -— == — + = 3.
4 V5 16 ' 5

y esto es imposible pues el lado izquierdo es positivo mientras que el derecho negativo.
Dado que la curva no interseca la regién donde se indefine el campo se puede ver si es
conservativo o no con el calculo del rotacional. Sin embargo, es fécil verificar tomando

F = (fyz, 3, (Bf—z)Q) que V x F = 0 por lo que la integral de linea da cero.

Ejemplo 133. Calcular el area de la superficie dada por la ecuaciéon z = xy
que se encuentra dentro del cilindro 22 + y> =8
Se puede parametrizar la superficie con z,y como

r(z,y) = (z,y,zy) (4.3.110)

En este caso
r, xry =(1,0,y) x (0,1,2) = (—y, —x,1) (4.3.111)

Iy X1yl =14 22+ y? (4.3.112)

por lo que

El area de la superficie es

S://dsz//\/mclxdy (4.3.113)
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4 Integracién de Campos Vectoriales

los limites en x,y son los del cilindro es decir,

21 22 2v2
// V1422 4+ y2dady = / V1+r2rdrdd =27 V1+r2rdr (4.3.114)
0 0 0

haciendo el cambio de variable u = 1 + 72 se tiene

2v2 O du 1 spu=9 1 26
V1+r2rdr = =z =-(@2-1)=Z= 4.3.115
; o /1*/52 39,2 3 /=3 ( )
por lo que
52
S:TW (4.3.116)

Ejemplo 134. Calcular el area de la porcién del cono z?> = z? + y?> que se

encuentra sobre el plano zy y dentro de la esfera 2% + 42 + 22 — 4y =0

Por simetria basta considerar la parte superior de plano z = 0 y luego el area total
seré el doble de tal area. Dado que la esfera puede escribirse como z2 + (y —2)%2 + 2% = 4
se ve que esta centrada en (0,2,0) con radio 2. Las dos superficies se intersecan cuando

Z=a+y? P4yt + -4y =0 (4.3.117)

o bien
222 + 2% — 4y =0 (4.3.118)

completando cuadrados se puede escribir como
P+ (y-1)7%=1 (4.3.119)

Es decir, se intersecan sobre el cilindro de radio 1 centrado en (0,1,0). Se van a escribir
las ecuaciones de las superficies en cilindricas. La del cono se convierte en

z=r (4.3.120)
mientras que la de la esfera se convierte
72 + 2% — 4rsinf = 0 (4.3.121)
La intersecciéon ocurre cuando
222 —4zsinf =0 (4.3.122)
o bien
z=2sin6 (4.3.123)

Se ocupa parametrizar el cono. Se pueden tomar 6,z como pardmetros y de esta forma

r(0,z) = (zcosf,zsinb, z) (4.3.124)
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Usando simetria los valores de los parametros que corresponden a la parte del cono
dentro de la esfera es 0 < 0 <7y 0 < z < 2sinf. También se tiene

rg = (—zsinf, zcosf,0) (4.3.125)
r, = (cosf,sinf,1) (4.3.126)
por lo que
rg X r, = (zcosf,zsinf, —z) (4.3.127)
de esta forma
dS = |rg x r.| dzdf = v/2zdzdf (4.3.128)

Luego tomando en cuenta que se estd usando simetria se obtiene

T 2sin @ T T
S =2 <\/§/ / zdzd9> = \/5/ 4sin® 0df = 2\/5/ 1 — cos 20d0 = 2mv/2
0 0 0 0

(4.3.129)

Ejemplo 135. Calcular el area de la porcién del cilindro z? 4+ y?> = 4y que
queda entre los dos embudos del cono z2 + 32 = 22 y el area de la parte de la
superficie conica anterior encerrada por el cilindro.

Por simetria basta considerar la parte superior de plano z = 0 y luego el area total
sera el doble de tal area. Dado que el cilindro puede escribirse como x? + (y — 2)? = 4 se
ve que esta centrado en (0,2,0) con radio 2. Las dos superficies se intersecan cuando

22 = 22 4 ¢ r +yt =4y (4.3.130)

o bien
22 =4y (4.3.131)

la cual es la ecuacién de una parabola.

Para encontrar el drea del cilindro que queda entre los embudos del cono primero se
parametriza el cilindro con la ayuda de coordenadas cilindricas. La ecuacién del cilindro
en cilindricas es 2 = 4rsinf o bien r = 4sin 6 por lo que la parametrizacion del cilindro
se convierte en

r(6,2) = (rcosf,rsinf, 2) = (4sin 6 cos 6, 4sin> 0,z) = (2sin 26, 4 sin” 0,z) (4.3.132)

Para determinar los valores de los parametros se escriben ambas superficies en términos
de coordendas cilindricas como

r = 4sinf r==z (4.3.133)
de este modo la interseccion de las superficies puede escribirse como

z =4sinf (4.3.134)
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4 Integracién de Campos Vectoriales

Figura 4.3.13: Cilindro entre embudos

Claramente 0 < 6 < 7 y la parte del cilindro que esté por debajo del embudo tiene
limites 0 < z < 4sinf. Dado que

rg = (4cos260,8sin6cosd,0) = (4 cos 26,4sin 26, 0) (4.3.135)
r, = (0,0,1) (4.3.136)
entonces
rg X r, = (4sin 20, —4 cos 26, 0) (4.3.137)
por lo que
dS = |rp x r,| dzdf = 4dzdb (4.3.138)

Luego tomando en cuenta que se estd usando simetria se obtiene

m r4sinf i
S=2 (4/ / dzd0> = 8/ 4sin 0df = —32 cos 0| = 64 (4.3.139)
0o Jo 0

Para la otra pregunta se ocupa parametrizar el cono. Se pueden tomar 6,z como
parametros y de esta forma

r(0,z) = (zcosb, zsinb, z) (4.3.140)

Nuevamente usando simetria los valores de los parametros que corresponden a la parte
del cono dentro del cilindro es 0 < 0 <7y 0 < z < 4sin . También se tiene

rp = (—zsinf, zcos0,0) (4.3.141)
r, = (cosf,sind, 1) (4.3.142)

por lo que
rg Xr, = (zcosf,zsinf,—z) (4.3.143)
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de esta forma

dS = |rg x r,| dzdf = v/2zdzd (4.3.144)

Luego tomando en cuenta que se estd usando simetria se obtiene

T 4sin 0 T T
S =2 <\/§ / / zdzd9> =2 / 16sin% 0df = 8v2 / 1 — cos 20df = 872
0 0 0 0

(4.3.145)

Ejemplo 136. Aplique el Teorema de Stokes para calcular la integral ¢ (y2 — z2) dx+
(22 — x2) dy + (wz — y2) dz donde C es la frontera de la seccion del cubo sélido
0<z<a,0<y<a,0<z<aque recorta el plano r+y+ 2z = 3—2‘1, recorrida en
sentido contrario a las agujas del reloj, observando desde la parte positiva
del eje =x.

2 .2 2

En este caso F = (y? — 22,22 — 22, 2% — y?) y el rotacional del campo es

i j k
VxF = a% a% % =(—2y—2z2,—-2z -2z, 2x—2y)=-2y+z,z+z,2+Yy)
W2 — 22 22 g2 g2
(4.3.146)

El plano interseca los seis lados del plano en las seis ecuaciones de recta
c+y=3%  o4+y=4%
x—|—z:37“ r4+z=7% (4.3.147)
y+z=32  y+z=2

Como superficie para utilizar el Teorema de Stokes se toma la parte del plano que termina
en las seis rectas. Para que la orientacién coincida con aquella dada en el enunciado se

toma
(1 ! 1) (4.3.148)
n=|—,—,— 3.
V3 V3 V3
Luego
—2 4
(VxF) n=—y+z+z+z+c+y)=——=(@+y+2) (4.3.149)

V3 V3

como la superficie es parte del plano z +y + z = 37“ por lo que
(VXxF) n=—— (4.3.150)
Como pardmetros se toman x,y y de esta forma la parametrizacion es
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por lo que
r,=(1,0,-1)  r,=(0,1,-1) (4.3.152)
y el producto cruz da
rp, xr, =(1,1,1) (4.3.153)
De esta forma
dS = |ry x r,| dydz = V/3dydx (4.3.154)
y
(V x F)-ndS = —6adydz (4.3.155)
Por Stokes

%F-dr://s(vxF)-ndS:—ﬁa//dedm (4.3.156)

Los valores de x,y son aquellos entre las rectas moradas sobre el plano xy. Es decir,

Luego se debe calcular

a a a 3a_ o a a
—6a[/2/ dydx+//2 dydx]:—ﬁa[/2<g+x)dx+/ (3—a—x>dx]
o Ja_g, a Jo o \2 a \ 2
2 2 2

<a

83‘@

(4.3.157)

Q NI
IN N

—x
<Y

IA A
O e

x
x

e O
IAIA

7—.%'

(4.3.158)
a?  a® 3d®  3a3 6a 36a3 9a3
Y P T I L N L W 21 6a2 —3a2] = 24 _ 24
a[4+8+4 8] 8[a—|—a—|—a a’] 2 5
(4.3.159)

Figura 4.3.14: Cubo-Teorema Stokes
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Ejemplo 137. Verifique el Teorema de la Divergencia para el campo F =
(:r:yQ + 2) i+ (mQy — 2) j+22y%k sobre el sélido limitado por z2+y?> =1, z —z =1,
r+z=1

Primero que todo, las ecuaciones de las superficies en coordenadas cilindricas son

r=1 z=rcos#—1 z=1-—rcos (4.3.160)
La interseccion del cilindro con los planos ocurren cuando
z=cosf —1 z=1—cosf (4.3.161)
En este caso los limites de la regiéon volumétrica son
0<6<2r 0<r<i rcosf —1<z<1-—rcosb (4.3.162)
como la divergencia del campo es
V-F=y*+2% =72 (4.3.163)

Hay que calcular

2m p1  pl—rcosf 2n r1 pl—rcosf
/ / / r2rdzdrdf = / / / rrdzdrdf (4.3.164)
0 0 Jrcosf—1 0 0 Jrcosf—-1
2 1 2 1 2 1
= 2/ / (1 —rcos®)ridrdd = 2/ / r3drdf — 2/ / cos Ortdrdf =
0 0 0 0 0 0

(4.3.165)
Para verificar el Teorema de la Divergencia, hay que calcular el flujo a través de las
superficies, que son los dos planos y el cilindro. Se va a considerar primero el plano
x — z = 1. Se va a parametrizar con y, z de la forma

r(y,z) = (1+2,y,2) (4.3.166)

Los limites son

—-2<2<0 —V1—(241)02<y<1-(z+1) (4.3.167)
Se puede tomar como vector normal (apuntando hacia afuera de la superficie)
( ! 0 ! ) (4.3.168)
n=|—0—-— 3.
Vi

Como
r,=(0,1,0) . =(1,0,1) (4.3.169)

se tiene
ry Xr, = (1,0,-1) (4.3.170)
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por lo que
dS = V2dydz (4.3.171)
En este caso
F=(14+2)y"+2(1+2)%—2,(1+2)>%°) (4.3.172)
Y 1 1
F-n= 7 2+y*1+2)(1-1-2)) = 7 (2 - 2(1 + 2)y?) (4.3.173)
Luego debe integrarse
1 (1+Z>2 0 y3 V1-(1+2)2
/ / (2—z(1+2)y?)dydz = / 41— (14202 —-2(1+42) = dz
1- (1+Z)2 -2 3| /1I=(1422
(4.3.174)
0 1 3
:2/ 2 1—(1+z)2—§z(1+z) < 1—(1+z)2> dz (4.3.175)
-2

usando el cambio de variable ©u = 1 4+ z debe calcularse

2/11m<2—é(u—1)u(1—u > u—2/ m< u—l)(l—u2)>du

(4.3.176)
Se toma u = sint o bien du = costdt para obtener
z 1o p
2/ cost <2 — gsin t(sint — 1) cos t> cos tdt (4.3.177)
-3

Como algunos términos pueden cancelarse con el resto de integrales, se deja por el
momento el resultado de esta forma.
Ahora se considera el plano x 4+ z = 1. Se va a parametrizar con y, z de la forma

r(y,z)=(1-2y,2) (4.3.178)
Los limites son
0<2<2  —/1-(1—-22<y</1-(1-2)?2 (4.3.179)
Se puede tomar como vector normal (apuntando hacia afuera de la superficie)
n— <%0 %) (4.3.180)
Como
r, = (0,1,0) r,=(-1,0,1) (4.3.181)
se tiene
r, xr,=(1,0,1) (4.3.182)
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por lo que
dS = V2dydz (4.3.183)

En este caso
F=(1-2y"+2(1-2)7°%-2(01-2)>%) (4.3.184)

y
1
F-n:—(y2—zy2+2+y2—2zy2+22y2):

V2

Luego debe integrarse

(2 - 32y% + 2¢° + 2%y°) (4.3.185)

Sl

2 p/1-(1—2)2 2 A" 1-(1-2)%
/ / 2+ (2—32+22)y*dydz = / 4y/1—(1 =224+ (22 =32+2) = dz
0 J=y/1-(1=2)? 0 S| /i—a-=2?
(4.3.186)
2 1 3
- 2/ 2/I= (T 2P +3(z-2)(z 1) ( 1—(1— z)2> dz (4.3.187)
0

usando el cambio de variable © = 1 — z debe calcularse

2/1 2v/1 — u2 <2+%(u+1)u(1—u2)>du:2/_11m<2+%(u+u2)(l—u2)> du

-1
(4.3.188)
Se toma u = sint o bien du = costdt para obtener

2 1
2 / * cost <2 + g(sint + sin? t) cos® t> cos tdt (4.3.189)

jus
2

Como algunos términos pueden cancelarse con el resto de integrales, se deja por el
momento el resultado de esta forma. De hecho, sumando los flujos hasta el momento se
tiene

us

2/2 cos?t <2 + g(sint — sin” t) cos? t> dt + 2/2 cos® t (2 + g(sint + sin® t) cos? t) dt

3
:8/

Finalmente, falta calcular el flujo a lo largo del cilindro. Para el cilindro se utilizan
parametros z, 6 por lo que

us s
2 2

(4.3.190)

2 4 2 . 4
cos“t + 3 sint cos” tdt = 47 (4.3.191)

SIE]
[SIE]

r(60,z) = (cosf,sinb, z) (4.3.192)

Los valores de estos son

0<0<21 cosf—-1<2z<1-—cosl (4.3.193)
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Como
rp = (—sinf,cos0,0) r, =(0,0,1) (4.3.194)

se tiene
rp X ry = (cosf,sinf,0) (4.3.195)

Se toma como vector normal a

n = (cosf,sind,0) (4.3.196)
y
dS = dzdf (4.3.197)
en este caso
F = (cos0sin® 0 + 2, cos® f'sin § — 2, cos® f sin® §) (4.3.198)
Luego
F -n = cos?0sin? 0 + 2cos 0 + cos® fsin® 6 — 2sin § = 2 (COSQHSim2 0 + cosf — sinH)
(4.3.199)
de esta forma debe integrarse
27 pl—cos@
/ / 2 (cos® Osin” 0 + cos O — sin§) dzdf = (4.3.200)
0 cosf—1
2m
= 4/ (1 —cos@) (cos2 fsin® 6 + cos 6 — sin6) df (4.3.201)
0

27 27
= 4/ (Cos2 0sin® 0 + cos @ — sin 9) do — 4/ (Cos3 0sin® 0 + cos? 6 — cos 6 sin 9) do
0 0

(4.3.202)
21 21 21 1 20
- / sin® 200 — 4 / cos® 0sin? 0df — 4 / “%d@ (4.3.203)
0 0 0
=7 —4n=-37 (4.3.204)

Finalmente el flujo total es 47 — 3w = 7 tal como se habia hallado con el Teorema de
Gauss.
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Figura 4.3.15: Teorema Divergencia-Representacion Parcial

Ejemplo 138. Aplique el Teorema de Stokes para calcular §ydx + zdy + xdz
con C la curva z? + y? 4+ 22 = a?, 2 + y + 2z = 0 recorrida en sentido contrario al
movimiento de las agujas del reloj, observada desde la parte positiva del eje
x. Sugerencia: tome = = % (u—v), y= % (u+v)

La interseccién de las superficies es una elipse. Se toma como superficie el disco de tal
elipse que yace sobre el plano = + y + z = 0. Dado que

F = (y,2,2) (4.3.205)
su rotacional es
i j k
o) o) o]
Yy oz T

Luego se puede tomar como vector normal al disco

n— % (1,1,1) (4.3.207)
De esta forma 3
(VXF) n= —% (4.3.208)
Observe que sustituyendo z = —x — y en la primera ecuacién se obtiene
2?2+ 2 + 22 + % + 20y = d? (4.3.209)
con el cambio de variable se convierte en
(u? —2uv +v?) + (u 4+ 2uwv +v?) +u® — v = a® (4.3.210)
o bien
3u? +v? = a® (4.3.211)
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Parametrizando de esta forma la superficie con u, v se tiene

1 1 2
r(u,v) = —=u-—-v), —=w+v),———=u 4.3.212
(1) = (5tu =) Tl ), - ) (1.3:212)
Como
(1 ! 2) ( L1 0> (43.213)
r,=(—=,—=,—%)| r,=-—7—F&= 3.
! 2'V2 V2 ! 2" V2
se tiene
ry X ry = (1,1,1) (4.3.214)
por lo que
dS = V/3dudv (4.3.215)

De este modo debe calcularse

—3//dudv (4.3.216)

a

pero la integral doble anterior corresponde al area de la elipse con semiejes B Ya
respectivamente, lo cual es ’T—jg por lo que se obtiene
3ra? 5

— = —/3ma (4.3.217)

V3

Ejemplo 139. Hallar el trabajo realizado por el campo vectorial F = (y + z,2 + 2,2 + y)
a lo largo del arco menor C de la circunferencia mayor de la esfera 22412+ 2> =
25, que une los puntos A = (3,4,0) y B = (0,0,5). a) Directamente, mediante
una integral de linea. b) Aplicando el Teorema de Stokes.

a) Para realizar la integral de linea es necesario parametrizar la curva. Hay que utilizar
el hecho de los grandes circulos sobre la esfera son la intersecciéon de la esfera con un plano
que pasa por el origen. Luego se ocupa el plano que pasa por (0,0,0), (3,4,0), (0,0,5). El
producto cruz de los dos tltimos vectores da (20,—15,0) por lo que la ecuaciéon normal
del plano es

20x — 15y =0 (4.3.218)

o bien
dr —3y =0 (4.3.219)

Luego la curva se encuentra en la intersecciéon de la esfera y el plano, es decir,
2.,.2, .2 _
Tty +2°=25 4r = 3y (4.3.220)

se van a utilizar coordenadas esféricas. De esta forma ambas ecuaciones se pueden escribir
como
r=>5 4cosf = 3sinf (4.3.221)
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la segunda ecuacion dice que toda la curva se encuentra a un angulo 6y donde 6y =
arctan (%) Luego cualquier punto sobre la curva es de la forma

r(p) = (x,y,2) = (rcos@sinp,rsinfsin g, r cos @) = 5 (cos Oy sin p, sin O sin @, cos @)
(4.3.222)
Claramente 0 < ¢ < 5 pero tal parametrizacion tiene el sentido contrario a la buscada

por lo que lo tnico que debe hacerse es tomar el signo opuesto al final del cilculo. Sobre
la curva

2
F=5 (sin By sin ¢ + cos , cos b sin ¢ + £ €08 6o sin ¢ + sin O sin g0> (4.3.223)

El vector velocidad es
v (¢) = 5 (cos b cos p, sin Oy cos @, — sin ) (4.3.224)

por lo que

2
Fv=25 (cos B cos ¢ (sin Oy sin ¢ + cos @) + sin Gy cos ¢ (cos By sin ¢ + g> — sin? ¢ (cos By + sin 90)>
(4.3.225)

2
=25 (2 cos B sin Oy cos @ sin ¢ + cos O cos? ¢ + v sin @ cos ¢ — sin? ¢ (cos Ay + sin 90)>

(4.3.226)
1+ cos? 2 1 — cos2
=25 (COS 0o sin by sin (2¢) + cos fo (W) + = sin By cos ¢ — (cos Oy + sin by) 70208 L4 )
(4.3.227)

Luego

2 2
/2 F-vdpy =25 <COS fg sin By + %cos Oy + R sin 6y — % (cos By + sin 90)> (4.3.228)
0

2 0w 4 /3 2 T ™
= 25sin 6 0 ——= =25 -|-4+=-—=-) =201 ——) =20 — 4.3.22
9 sin o<cos o+5 4> 5 5<5+5 4> 0( 4) 0— 57 (4.3.229)

Pero como la orientaciéon es la opuesta el trabajo es
5m — 20 (4.3.230)

Por otro lado, para utilizar el Teorema de Stokes debe calcularse primero V x F, pero
es facil ver que

V x F = (1,0,0) (4.3.231)

332



4 Integracién de Campos Vectoriales

Luego se toma como superficie el cuarto de circulo que se muestra en la figura. Si Cy
es la curva del inicio, C5 la curva sobre el eje z y C3 la curva sobre el plano xy con la
direccion de la figura por Stokes se tiene

/F-dr—i—/ F-dr—i—/ F-dr://(VxF)-ndS (4.3.232)
C1 C2 Cs

Se toma n = (%, —%, 0), de esta forma como la tapa del circulo tiene area iw52 = QSTF

//(v x F)-ndS = %//ds = 5 (4.3.233)

La curva C5 puede parametrizarse como

r(t) =(0,0,5(1 —¢t)) 0<t<1 (4.3.234)

por lo que
v(t) = (0,0,-5) (4.3.235)
' F=(5(1-1),2,0) (4.3.236)

dado que F - v = 0 se tiene
/ F-dr=0 (4.3.237)
Ca

La curva C3 puede parametrizarse como

r(t) =t(3,4,0) 0<t<1 (4.3.238)
por lo que
v(t) = (3,4,0) (4.3.239)
y
F = (4¢,3t + 2,3t + 4t) (4.3.240)
dado que
F-v=12t+12t + 8 =24t +8 (4.3.241)
se tiene )
/ F-dr = / (24t + 8)dt = 20 (4.3.242)
Cs 0
por lo que
/ F.dr=571—-20 (4.3.243)
Gy

333



4 Integracién de Campos Vectoriales

Figura 4.3.16: Teorema de Stokes-Arco Menor sobre Esfera

Ejemplo 140. Calcule la circulaciéon del campo F = (23:,2,3:2 —y,2z — a:Q) a lo
largo de la curva del primer octante, limitada por la esfera 2+ 3%+ 22 =1, el
plano z = y y los planos zz y yz, mediante dos procedimientos: mediante una
integral de linea y por Stokes.

Primero que todo la esfera interseca los planos xz y yz en las curvas

=1 Pl =1 (4.3.244)
Luego, la esfera y el plano se intersecan cuando
22+ 22 =1 (4.3.245)

Para la integral de linea se considera tres curvas, una sobre el plano, un segmento circular
(en el plano yz) y el cuarto de circulo (en el plano zz). La orientacion es como se indica
en la figura.

1) Cualquier punto sobre la primera curva es de la forma

(2,9,2) = (z,9,y) (4.3.246)

y como z2 + 2y? = 1 se puede tomar

sin 0
T = cos 0 = 4.3.247
V=5 ( )
y de esta forma
sin@ sin@ T
r(0)=1{cosl, —,— 0<0<— 4.3.248
i ( V2 V2 > 2 ( )
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en este caso

9 . . 94
F = <M, cos?f — smH’ sinf cos? 9) (4.3.249)
V2 V2 /2
como ; ;
cosf cos
v(f)=|—-sinl, —, — 4.3.250
©) < V2 V2 > ( )
Finalmente
2 cos®0  cos@sind cos® 0
F.-v=——cosfsin?0+ — +sinf cosf — 4.3.251
V2 V2 2 V2 ( )
2 cos0sin2 0 + ~ sin cos = —v/Zcos fsin 0 + — sin 20 (4.3.252)
= ——— cosfsin —sinfcosf = —v/2cos 0 sin —sin 3.
V2 2 4

Para integrar el primer término se hace el cambio de variable u = sin #, de esta forma

3 . o, 1
/ cos 0 sin” 0df = / u du = = (4.3.253)
0 0 3
de esta forma Y /3
2 1 1 2
F-dr=——+-=-—— 4.3.254
/01 A Y B ( )

2) Cualquier punto de la segunda curva, que corresponde a la ecuacion y? + 22 = 1 es
de la forma

r(0) = (x,y,2) = (0,y,2) = (0,cos 0,sin ) % <0< g (4.3.255)
Luego
F = (0, —cosf,2sin0) (4.3.256)
y la velocidad es
v = (0, —sin 6, cosf) (4.3.257)
De esta manera 3
F-v=sinfcosf + 2sinfcosfh = isin 20 (4.3.258)
y
3 = 3
F.-dr=—-cos20|2 = - (4.3.259)
Cy 4 4 4

3) Finalmente, la tercera curva es la que tiene ecuacién x? + 22 = 1 y se puede
parametrizar como

r(0) = (sinf,0,cos0) 0<6< g (4.3.260)
Luego
F = (2sin 6 cos 6,sin? 6,2 cos f — sin’ 9) (4.3.261)
y la velocidad es
v = (cos 6,0, —sin0) (4.3.262)
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De esta manera
F v = 2sinfcos®f — 2cos fsin @ + sin® @ = 2sin f cos? § — sin 20 + sin sin? @ (4.3.263)

= sinf cos? § — sin 26 + sin 6 (4.3.264)
La primera integral se calcula con el cambio de variable u = cosf

E 2 0 2 1
/ sin 6 cos 9d9:—/ wdu = =
0 1 3

(4.3.265)

De esta forma . 1
/F-dr:——l—i—l:— (4.3.266)

Cs 3 3

De esta forma el trabajo neto es i - @ + % + % = % — @
Por otro lado, utilizando el Teorema de Stokes
i j k
VxF=| &£ & 2| =(0,22 + 22,2x) = 22 (0,2,1) (4.3.267)
2z a2 —y 2z —a?

Se va a tomar como superficie la parte de la esfera que termina en las tres curvas
Para esto se utilizan coordenadas esféricas. La parametrizacion es

r (6, p) = (cosfsin g, sin fsin p, cos ) (4.3.268)
y como la ecuacién z = y en esféricas es

cos ¢ = sin @ sin ¢
se tiene que

(4.3.269)
0 = arcsin (cot ¢) (4.3.270)
los limites son
<p<I <6<z
{?T—SD—‘; 0sf=y (4.3.271)
I<p<? 0 < 0 < arcsin (cot ¢)
A su vez
rg = (—sinfsinp,cosfsingp,0) r, = (cosf cos p,sin b cos p, —sin @) (4.3.272)
El producto cruz de los vectores anteriores es
rg X r, = —sin ¢ (sin ¢ cos 0, sin ¢ sin 6, cos ) (4.3.273)
Luego
dS = sin pdfdy (4.3.274)
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mientras que se puede tomar

n = (sin ¢ cos @, sin ¢ sin 0, cos ) (4.3.275)
De esta forma
V xF=22(0,2,1) =2cosfsiny(0,2,1) (4.3.276)
y
(VX F)-n=2cosfsinp(2sinpsinf + cos ) (4.3.277)

Luego hay que calcular

T 5 5 parcsin(cot p)
/ / 2 cos fsin” o (2sin @ sin 6 4 cos ) d0d<p+/ / 2 cos Asin” ¢ (2sin @ sin § + cos ) dfdyp
o Jo = Jo

(4.3.278)
i [3 i [3
= / / 2sin® ¢ sin 20dAdy + / / 2 cos @sin” o cos pdfdyp (4.3.279)
0 0 0 0

jus

5 [arcsin(cot p) 5 rarcsin(cot ¢)
+ / / 2sin® psin 20d0dyp + / / 2 cos 6 sin? ¢ cos pdfdyp
= Jo 0

(4.3.280)

us

= /4 — sin® ¢ (cos 20)]0% dy + /4 2 cos psin? ¢ (sin 0)]0% dp (4.3.281)
0 0

s

—sin® ¢ (cos 29)|gmsm(cot 2 dp + /2 2 cos psin? ¢ (sin 9)|8rcsm(cot 2 dp (4.3.282)

s

+
m:\w

IS

= 2/4 sin® pdp + 2/4 cos @ sin? dyp (4.3.283)
0 0

™

+ / —sin® ¢ (1-2 sin? 9) ngSin(COt ?) do + /2 2 cos psin? ¢ cot @dyp (4.3.284)
T

(B

INH

= 2/4 sin® <pd<p—|—2/4 cos @ sin? @dyp (4.3.285)
0 0
L 2 LI
—|—2/ sin” ¢ cot godgo—i—Q/ cos” psin pdy (4.3.286)
i 1
ER 1 9
:2/ sin <pd<p+2/ cos @ sin” pdyp (4.3.287)
0 0
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™

+ 4/2 cos? g sin @dyp (4.3.288)

™

'

se realizan las siguientes integrales por aparte

1
/sin2 psindy = /sin pdp — /C082 psindy = — cos p + 3 cos® ¢ (4.3.289)

1
/sin2 @ cos wdp = 3 sin® ¢ (4.3.290)
2 L 3
cos” psin pdp = —3c0s" (4.3.291)
Luego la integral da

1 1 1 1 1 2
=2 <— cos ¢ + = cos® go) +2 (— sin? go) —4 (— cos® go) (4.3.292)

3 0 3 0 3 x

R R =l

4.3.2
2 3 4 3 (4.3.293)

( VZ 12 1>+2\/§

)

-/

Figura 4.3.17: Teorema de Stokes- Esfera Plano

Ejemplo 141. Aplique el Teorema de Green para mostrar que dado el campo
vectorial F = ;gfy 2 se cumple fC F.dr = 27 para toda trayectoria que encierra
el origen.

Primero que todo hay que notar que V x F = 0 por lo que podria pensarse que
todas las integrales de linea cerradas son cero. Sin embargo, no puede concluirse eso tan
facilmente pues el campo posee una divergencia que arruina las hipoétesis del Teorema
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e Green. De hec mando una curva ue encierra cierta region D con un huec
de G De hecho, to do C t on D co hueco
(pues no puede tocarse la singularidad) por el teorema de Green con huecos

oFy, 0
F-dr+¢ F:// <———> dxd 4.3.294
§£C —C p \ Ox 0y Y ( )

donde —C’ significa que la curva se recorre en direcciéon opuesta a la que aparece en la

figura. Ahora bien,
0F, O0F;
— — — | dxdy = 4.3.2
//D<0x 8y>xy0 (4.3.295)

%F-drz—% F-dr:ygF-dr (4.3.296)
c —c /

como C’ es un circulo de radio R se tiene que su parametrizacién es

por lo que

r(t) = R(cost,sint) 0<t<2m (4.3.297)
por lo que
21 1
55/ F.dr = /0 i (—Rsint, Rcost) - R (—sint,cost) dt = 2w (4.3.298)
De esta forma
55 F.dr=2n (4.3.299)
C

como se queria probar.

Figura 4.3.18: Campo con singularidad

4.3.2. Aplicaciones Fisicas
4.3.2.1. Ecuaciéon de Continuidad

Suponga que se tiene una regiéon volumétrica V en el espacio y 9V = S es la superficie
que lo rodea. Tal region puede contener cierta cantidad fisica (por ejemplo masa, carga
eléctrica, etc) que esta caracterizada por una densidad pe(r,t) 7.

"se introduce un subindice para que no se confunda con la coordenada radial de cilindricas
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Ahora bien, en tiempo t la “carga” total que esta contenida en V' es

qw//éw@@mf (4.3.300)

Por otro lado, si el campo v representa el campo de velocidades de la carga dentro del
material entonces se puede definir una densidad de corriente

J= pev (4.3.301)

La Ecuacién de Continuidad es un enunciado matemaético que establece la conservacion
local de la carga, es decir, suponiendo que no hay fuentes que estén produciendo carga
o destruyéndola, la ecuacién establece que el cambio de carga dentro de V solo puede
ocurrir por medio del escape de la carga a través de la frontera de V', es decir

dq .
i //SJ -ndS (4.3.302)

donde el signo menos se introduce pues un flujo positivo significa que la carga esta
disminuyendo. Ahora bien, por las formulas de derivaciéon bajo el signo integral se tiene

dg _ Ipe
E‘//Aaﬂv (4.3.303)
Ope .
// v = —//J -ndS (4.3.304)
v ot s

Ahora bien, gracias al Teorema de la Divergencia el lado derecho se puede escribir como

//Sj'ndsz///vvﬁd‘/ (4.3.305)

por lo que 4.3.304 se reescribe como

///V (88/:56 v 'j> v =0 (4.3.306)

Ahora bien, como se puede tomar un V arbitrariamente pequenio se puede igualar el
integrando a cero y llegar a la forma diferencial de la ecuaciéon de continuidad

y de esta forma 4.3.302 es

Ope
ot

+V-j=0 (4.3.307)
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4.3.2.2. Dinamica de Fluidos

También es posible utilizar los teoremas integrales para hallar algunas de las ecuaciones
mas importantes de la Dindmica de Fluidos. Primero que todo, hay que recordar el
concepto de derivada material de un campo escalar

Dr or

Dt ot
que en este caso conviene interpretar como el cambio de T que experimentaria una
particula con velocidad v(z,y,z,t) en el punto (z,y,z) en tiempo t. Es decir, aqui v
representa un campo de velocidades del fluido como un todo. Ahora bien, si se tiene un
campo vectorial u = u1i + usj + usk la derivada material del campo seria sencillamente
la derivada material de cada una de sus componentes que se puede escribir en forma
compacta como

+(VT) v (4.3.308)

Du  Ou
Dt ot
donde el gradiente de un campo vectorial es

+ (Vu)v (4.3.309)

Ou;  Ou;  Oug

Vuq 9z dy Oz
Vu= | Vuy |=| 92 %_1;2 Guy (4.3.310)
Vu;», Ouz Ouz Oug

Ox 0y 0z

y v se escribe como vector columna para poder realizar el producto matricial. En el caso
particular en que u = v se tiene la aceleracién material

Dv  0Ov

—=—+(V 4.3.311

bt ~ o TV ( )
Es decir, 2¥ es la aceleraciéon que experimentaria una particula en el punto (z,y,2) en

' Dt
el tiempo t. Luego, la segunda ley de Newton

F =ma (4.3.312)
se escribe en su forma local como
Dv ov
f= Py = Pm <E +(Vv) v) (4.3.313)

donde f es una densidad de fuerza, es decir, la fuerza por unidad de volumen. Ahora
bien, si se considera que la fuerza que actiia es debida a las diferencias de presion y a la
gravedad entonces se llega a la Ecuacion de Euler

ov 1

— +(Vv)v=——Vp+g (4.3.314)
ot m
donde Vp es el gradiente de presion (debido a las colisiones intermoleculares) y g la
aceleracion gravitacional.

Se van a realizar las siguientes suposiciones:
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1. el fluido es irrotacional, es decir, V x v = 0. En tal caso se puede escribir v = VV
para algtn potencial escalar.
2. la gravedad es constante lo cual permite escribir g =V (g - r)
3. La densidad p,, es constante

4. El fluido es estético, es decir, aa—‘t’ =0

5. El gradiente de presion es estatico, es decir, % =0

Dado que el fluido es irrotacional, se puede verificar que (Vv)v =V (% |V|2> por lo que

4.3.314 puede reescribirse como

1
v (— v+ L tg r> ~0 (4.3.315)
2 Pm
Esto permite concluir que el Teorema de Bernoulli,
1
P+ L ygr=cC (4.3.316)
2 Pm

donde C' es una constante. Observe que de la derivacién es constante a lo largo de la
linea de campo que define la particula al moverse sobre el fluido.

4.3.2.3. Ecuaciones de Maxwell

Los teoremas de Stokes y de la Divergencia permiten obtener las versiones diferenciales
de las ecuaciones de Maxwell a partir de las formas integrales. Las cuatro ecuaciones de
Maxwell describen el comportamiento de los campos magnéticos y eléctricos y proveen
una unificaciéon de distintos fenémenos de la naturaleza: la unificacion de la electricidad
y el magnetismo y la tnificacién de la 6ptica con el electromagnetismo pues la luz visible
no es méas que un tipo de onda electromagnética.

La primera ecuaciéon de Maxwell es la Forma Integral de la Ley de Gauss, que afirma
que el flujo del campo eléctrico a través de una superficie es igual a la carga encerrada
dentro de la superficie, es decir,

//E.ndS:Qenc
S €0

donde ¢ es una constante. Ahora bien

Qenc = / / /V pedV (4.3.318)

y aplicando el Teorema de la Divergencia al lado izquierdo de 4.3.317 se obtiene que

///‘/V-EdV:”{f%dV (4.3.319)

(4.3.317)
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y nuevamente, como esta relaciéon es véilidad para regiones arbitrariamente pequenas de
volumen se obtiene la Forma Diferencial de la Ecuacion de Gauss

vV E=" (4.3.320)
€0

Dado la interpretacién que se tenia de la divergencia de un campo vectorial, lo anterior
permite concluir que la carga eléctrica es la fuente del flujo eléctrico neto a través de
una superficie.

La segunda ecuaciéon de Maxwell es la Forma Integral de la Ley de Gauss del Magne-
tismo, que afirma que el flujo magnético neto a través de una superficie siempre es cero,

es decir,
// B - ndS =0 (4.3.321)
S

al igual que para ley de Gauss para la Electricidad puede aplicarse el Teorema de la
Divergencia para obtener la Forma Diferencial de la Ley de Gauss del Magnetismo

V-B=0 (4.3.322)

lo cual significa que no existen monopolos magnéticos, es decir, no existen fuentes pun-
tuales de campo magnético como sf ocurre para la electricidad.

La tercera ecuacion de Maxwell es la Forma Integral de la Ley de Induccion de Faraday
que establece el flujo de la variacion temporal del campo magnético produce (induce) un
campo eléctrico y es igual a menos la circulaciéon de este, es decir,

yg E. dr= // 9B ndS (4.3.323)

Aplicando el Teorema de Stokes al lado izquierdo se obtiene

//S(VXE).ndS:—//Saa_]:’.ndS (4.3.324)

y nuevamente, como la superficie es de tamano arbitrario se obtiene la Forma Diferencial
de la Ley de Induccién de Faraday

OB
E=-— 4.3.32
V x o (4.3.325)

Finalmente, la tltima ecuacion de Maxwell (sin la correcion) es la Forma Integral de
la Ley de Ampere

yf B dr = pol (4.3.326)
C

donde pg e I es la corriente eléctrica que atraviesa la superficie, es decir,

I= / /5 j-nds (4.3.327)
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Ahora bien, por el Teorema de Stokes se tiene que

//S(VXB)-ndS://Sj-ndS (4.3.328)

y como la superficie es arbitraria se concluye que
V x B = pugj (4.3.329)
Tomando la divergencia a ambos lados de la ecuacién anterior se obtiene que
V-(VxB)=puV-j (4.3.330)

Sin embargo, el lado izquierdo siempre es cero por una de las identidas vectoriales por
lo que se obtiene que

V-j=0 (4.3.331)

Ahora bien, comparando con la ecuaciéon de continuidad 4.3.307 es claro que la Ley de
Ampere solo es valida tal como esta cuando la densidad eléctrica es estatica, es decir,
% = 0. Esto hizo que Maxwell modificara la ley de Ampere de forma que fuera valida
en el caso de una densidad eléctrica no estética. De hecho, usando la forma diferencial
de la Ley de Gauss se tiene que

0pe

ot
lo cual sugiere realizar una modificacion a 4.3.329 y obtener de esa forma la Forma
Diferencial de la Ley de Maxwell-Ampere

— V- E (4.3.332)

OE
V- (V X B) =uV-j+ MO&OE (4.3.333)

Es facil verificar que al tomar la divergencia a ambos lados ahora si se cumple la ecuacién
de continuidad, expresendado el hecho de que la carga eléctrica ni se crea ni se destruye.
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