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Introduction 
On sait que si Bes t  un op6rateur lin~aire positif de domaine D(B) dense dans 

un espace de Hilbert H, il admet des prolongements maximaux positifs. D'autre 
part on sait 6galement que si A est un op6rateur maximal positif, dominant forte- 
ment B, l 'op6rateur eA+B est maximal positif. Dans la premiere partie de ce 
travail on montre qu'en faisant tendre e vers z6ro on d6finit des prolongements 
maximaux positifs de B. Les r6sultats obtenus sont assez #n6raux,  mais peu 
pr6cis, sauf dans le cas of 1 B est un op6rateur sectoriel, l 'extension de Friedrichs 
permettant alors de d6crire compl&ement la situation. On donne ensuite des 
applications ~t des probl~mes d'6quations aux d6riv6es partielles elliptiques. Dans 
la deuxi~me partie, on consid~re une classe g6n6rale d'op6rateurs diff6rentiels, 
les syst6mes sym6triques. On montre alors que (eA+B+2) -~ converge vers 
(& + 2)- 1 dans H faible, off & est un prolongement maximal positif de 

B= ~ A i-,o . 
f=l OXi 

on caract6rise ce prolongement (Th6or~me I1.2). On 6tudie ensuite les ~quations 
d'6volution associ~es ~t ces diff6rents probl~mes. Bien entendu la d6marche suivie 
s'apparente beaucoup aux probl~mes des perturbations singuli~res (cf. HUET [1 1] 
et LIONS [16]). L'&ude du comportement de la solution u, de l'~quation eAu~+ 
Bu~=f au voisinage de dO n'est pas entreprise dans ce travail, elle conduirait ~t 
des probl~mes de couches limites et de correcteurs comme dans LIONS [16] et 
dans VISIK & LYUSTERNIK [24]. 

I. Generalites 
Soit H un espace de Hilbert sur C. On note (,) et [. [ le  produit scalaire et la 

norme sur H. On d6signe par A un op6rateur lin6aire de domaine D(A) dense 
dans H;  on suppose que A est maximal positif; c'est-~t-dire que l 'on a 

Re(Au, u)>_O, Vu~D(A); (2+A)(D(A))=H, V2, R e ~ > 0 .  



70 C. BARDOS, D. BRI~ZIS & H. BR~ZlS 

On se donne d'autre part un op6rateur B lin6aire de D(A) dans H, strictement 
positif, i.e. il existe une constante 3 > 0  telle que l 'on ait Re(Bu, u)>6 [u[ 2, 
pour tout ueD(A). On suppose que A domine fortement B (cf. KATO [13], p. 189 
et suivantes) c'est-~t-dire que pour tout 5>0  il existe C(e)>__0 tel que l 'on ait 

IBul<=elAul+C(Olul, Vu~D(A). 

II est alors bien connu que eA + Best  un op6rateur maximal monotone. I1 existe 
done pour tout f e l l  un unique u~D(A) solution de l'6quation 

(I.1) ~Au,+Bu,=f.  

On se propose d'6tudier le comportement de u~ lorsque e tend vers z6ro. On 
remarque d'abord que, comme B e s t  strictement positif et de domaine dense, il 
existe des prolongements lin6aires maximaux et strictement positifs de B. Pour 
m6moire on rappelle alors le r6sultat 616mentaire suivant (cf. TROTTER [22], [23]) : 

Th6or6me 1.1. On suppose que B, la fermeture de B, 1 est maximal positif ; alors, 
lorsque e tend vers zdro, u~ converge fortement vers u= (B)-i f .  

Bien entendu les cas int6ressants que l 'on va 6tudier maintenant sont ceux 
pour lesquels B n'est pas maximal. Pour fixer les id6es, voici un th6or6me direct. 

Th6ori~me 1.2. On suppose que D(A*)n D(B*) est dense clans H, alors il existe 
un ultrafiltre ql convergeant vers z~ro et un opdrateur ~ prolongement maximal 
de B tel que suivant all, (eA + B)-X f converge faiblement vers ~ - l  f ,  pour tout 
f~H. 

D6monstration. On pose ~ =  (cA + B)-1. ~ est un opdrateur born6 et on a 
1 

]J~[ =<-~- pour tout e>0 .  

Soit d'autre part Hw l'espace H muni de la topologie faible et soit ~e(H, Hw) 
l'espace des applications lin6aires continues de H dans Hw muni de la topologie 
de la convergence simple. On sait (cf. BOURBAKI Chap IV, w Th. 1.1, Cor. 3) 
que la boule unit6 de .~e (H) est compacte dans .5a(H, Hw). On en d6duit qu'il 
existe un ultrafiltre q/convergeant  vers z6ro et une application lin6aire continue 
J telle que, pour t o u t f ~ H ,  ~ f c o n v e r g e  faiblement selon 0//vers ~r 

Montrons que ~" est injective; soit f tel que J f =  0: pour tout v* e D (A*) n D (B*), 
on a, en posant u,=~'~f, 

(I.2) (f, v*)=(eAue+Bu~, v*)=(u~,eA* v* +B* v*)=(~rj, eA* v* +B* v*). 

En passant A la limite dans (I.2), on obtient (f, v*)=0,  Vv*~D(A*)nD(B*). 
Ceci prouve que f=O car on a suppos6 que D(A*)c~D(B*) est dense dans H. 
On d6finit l 'op6rateur ~ en posant: D ( ~ ) = I m ~  et ~ = , g - 1 ;  ~ est surjectif; 
montrons qu'il est strictement positif; de la relation 

(1.3) eAu~+Bue=f, 

1 B 6tant positif de domaine dense, il est toujours fermable. 
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on d6duit, en multipliant scalairement par u, et en prenant la partie r6elle, la 
relation 

(I:4) Re(f ,  J , ( f ) )  = Re (f, u,)> 0; 

ceci donne en passant ~t la limite 

(I.5) Re (f, f ( f ) ) > 0 ,  VfeH,  

ou ce qui revient au m~me Re (~u,  u ) ~ 0  pour tout ueD(~) .  Ainsi ~ est un 
op6rateur maximal positif. Pour terminer on montre que ~ prolonge B; pour tout 
ueD(A) on 6crit 

(1.6) 8Au~ + Bu,= Bu + e A u - e A  u 

soit 

(I.7) eA(u~--u)+ B(u~-u)= - s A u ;  

1 
on en d6duit que l u,-ul  < 7  ~ IAul et done que u, converge vers u. On obtient 

done la relation u = J ( B u ) = ~ - l ( B u ) ,  ce qui prouve que l 'on a B u = ~ u  pour  
tout ueD(A). 

A la suite de ce th6or~me on est amen6 h envisager les questions suivantes. 

1) Le prolongement maximal & ainsi construit d6pend-t-il de l'ultrafiltre q/? 

2) Est-il possible de caract6riser ce prolongement ? 

3) La suite u~ converge-t-elle non seulement faiblement mais aussi fortement 
vers u selon ag ? 

Comme nous ne savons pas donner de r6ponse g6n6rale nous &udierons des 
cas particuliers, essentiellement ceux qui proviennent de probl6mes aux Iimites 
pour des 6quations aux d6riv6es partielles. Ce sont bien entendu les probl~mes 
aux limites qui sont ~t l'origine de ces d6veloppements. 

Remarque 1.1. Comme les op6rateurs eA + B  et & sont maximaux positifs de 
domaine dense - ( s A  +B)  et - &  sont g6n6rateurs de semi-groupes fortement 
eontinus h contraction; aussi il est naturel de consid6rer les fonctions u,(t) et 
u(t) solutions des 6quations: 

(I.8) u~+(aA+B)u~=f, u~(0)=Uo 

et 

(1.9) u ' + ~ u = f ,  u(0)=Uo, 

et d'6tudier darts quelles conditions u, converge vers u. En fair on peut ramener 
cette 6tude ~t la situation pr6c6dente en utilisant les th6orbmes suivants. 

Th6or~me L3. Pour une famille C, (5 > O) d'op~rateurs maximaux positifs de 
domaine dense dans H espace de Hilbert, les assertions suivantes sont dquivalents: 

(i) e -tc~ converge fortement verse -tc~ uniforrn~ment sur tout intervalle borne. 

(ii) Pour tout 2 e ~  v3rifiant R e 2 > 0 ,  (2+C,)  -1 converge fortement vers 
( z +  Co) -1  . 
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(iii) II existe un nombre complexe 20, de partie r~elle positive, tel que (;t o + C~)- 1 
converge fortement vers (2 o + Co)- 1 

Th6or~me 1.3'. Pour une famille C~ (e >= O) d' op3rateurs maximaux positifs dans 
H espace de Hilbert les assertions suivantes sont ~quivalentes: 

(i) Pour tout (x, x * ) ~ H x  H, t ~ (e -tc` x, x*) converge vers t ~ (e -tc~ x, x*) 
dans L ~~ (lR+ ) faible *. 

(ii) Pour tout 2 ~ �9 v~rifiant Re 2 > 0, (2 + C~)- 1 converge vers (2 + Co)- 1 dans 
.~ (H, Hw) (muni de la topologie de la convergence simple). 

(iii) 1l existe o9 > 0 tel que, pour tout 2 ~ C vHifian t Re 2 > 09, (2 + C~)- 1 converge 
vers (2 + Co)- 1 dans .~ (H, Hw). 

Le Thdor6me 1.3 est du ~t TROTTER [22] et on en trouvera une ddmonstration 
d&aillde dans KATO [13], p. 502, Th. 2.16; donnons une br~ve ddmonstration du 
Thdor~me 1.3'. De la formule 

( (2+C~)- lx ,  x*)=(Soe-~te- 'C~xdt ,  x* ) 

(I.lO) 
= Se-at(e-tC~x,x*)dt ,  V ( x , x * ) ~ H x H ,  

0 

on ddduit (ii) de (i). D'autre part il est dvident que (ii) implique (iii). Montrons 
enfin que (iii) implique (i). On pose, pour ~b~( lR) ,  

oo 

~ ( - 2 ) =  ~---[-~n _Se~tdp(t)dt. 

On a pour to '> co 

oO r + icO 

lim S(e- tC~ ~ ( ( 2 + C ~ ) - ~ x , x * ) ~ ( - ; O d 2  
(I.11) 8--0 o ~-,o o,.-ioo 

t o ' + i e o  co 

= ~ (( ,~+Co)-lx,  x * ) ~ ( - 2 ) d  ,~= ~(e-tC~ 
r  ioo 0 

to '+foo 

En effet rintdgrale ~ ((2+ C~)-1 x, x*) 4 ( - 2 )  d2 est uniformdment con- 
tO' -- ioo 

vergente (cf. CHAZARAIN [8]) et on peut appliquer le th6or~me de Lebesgue. Ainsi 
(e -tc~ x, x*) converge clans ~ '(IR+) vers (e -~c~ x, x*). Comme (e -tc` x, x*) est 
bornd dans L| on en ddduit que (e -tc~ x, x*) converge vers (e -tc~ x, x*) 
clans L ~176 (IR+) faiblement. 

Voici maintenant des exemples simples. 

Exemple 1.1. Cet exemple gdndralise un peu les rdsultats existant sur les per- 
turbations singuli~res des probl~mes aux limites elliptiques (cf. HUET [11], etc.). 
Pour caractdriser le domaine de ~ on utilise l'extension de Friedrichs de B. On 
trouvera un exposd tr~s clair de l'extension de Friedrichs clans le cas of~ B n'est 
pas autoadjoint dans FARTS [9]. On suppose donc que l'opdrateur Bes t  sectoriel, 
c'est-~-dire qu'il existe une constante c > 0 telle que l 'on air 

(I.12) l Im(Bu,  u)l~_cRe(Bu, u), Vu~D(A)=D(B) .  
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L'extension de Friedrichs de B est alors caractdrisde par Ia donnde d'un espace 
de Hilbert V e t  d 'un opdrateur lindaire continu ~ de V dans V* antidual de V 
tel que 

(i) D(B)c  V c H  chaque espace dtant dense dans le suivant. 

Oi) B~.~(D(B); H) se prolonge par continuitd en l 'opdrateur ~e.~e(V; V*). 
Comme d'habitude on injecte H dans V* et on note dgalement ~ la restriction de 

A H (i. e. l 'opdrateur ~ In ddfini par 

On a alors la proposition suivante. 

Proposition 1.1. On se place dans la situation de l'Exemple I.I. et on suppose 
que D (A)n D (,4") est dense dans V (ceci est automatiquement rdalis~ par exemple 
lorsque D (A) = D (,4")), alors (sA + B)- 1 converge dans V vers ~ -  i f  pour tout 
feH. 

D6monstration. On note ]l" ]l la norme de V e t  [l" ]l* la norme duale de V*. 
Par construction, il existe deux constantes ~ e t  M strictement positives telles que 
l'on ait 

(i) ]]~H.~(v,v.) <M, 

(ii) a]]un2~Rc(.~u,u), VuEV. 

On mulfiplie alors scalaircrncnt l'dquation ,A u s +Bu, =f par us etcn prcnant la 
partie rdclle, on voit que (sA + B)-i cst bornd dans s (H, V). Suivant un ultra- 
filtrc q/, (,A + B)-i converge dans La(H, V,~) vcrs un opdrateur C. 

Pour tout veD(A)c~D(A*), on a 

(1.13) (f, v)=(sAu,+ Bu,, v)=8(u,, A* v)+(~u,, v). 

En passant/t  la limite, on obtient 

(I.14) ( f  , v) =( ~C  f , v). 

Comme ~ ~ (V, V*) et comme D (A)n  D (A *) est dense dans V on en ddduit que 
~ C f = f ,  soit que C=  ~ - 1 .  I I e n  rdsulte en particulier que la famille (cA +B) -1  
route enti6re converge darts .W (H, V) faible vers ~ -  1. Pour 6tablir la convergence 
forte on dcrit 

(I.15) ITma[[u,-u[[2<l-~mRe(~(u~-u), us -u )< - R e ( / ~ u ,  u)+lim(~@u~, us) 
�9 ~ 0  ~ 0  ~"*0 

d'apr~s la convergence faible de u s vers u. Mais comme , A u , + B u , = f = ~ u ,  on a 
Re (~u, ,  u,)__<Re (~u ,  u,), soit 

(I. 16) lira Re ( ~  u,, us) = Re ( ~  u, u). 
*-'~0 

Ceei termine la ddmonstration. 

Exemple 1.2. On suppose que l 'opdrateur A est autoadjoint et que l 'opdrateur 
B s'dcrit sous la forrne B=iC+3,  off C est un opdrateur symdtrique positif. On 
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introduit cg extension de Friedrichs de C (C est trivialement sectoriel car on a 
Re (Cx, x ) ~  O, Im (Cx, x ) =  0 l); ~g est un op6rateur autoadjoint, et on a la 

Proposition 1.2. Dans la situation de l' exemple 1.2, (cA + B ) - l f  converge dans 
D (cg 1 / 2) vers ( i~ + 6)- i f  pour tout f ~  H. 

Pour d6montrer cette proposition on consid6re l'dquation eA u~ + iC u~ + 6 u~ = f , 
que l 'on multiplie par u e; en prenant successivement la partie rdelle et imaginaire 
de ce produit scalaire, on obtient la majoration 

Iluellv<~e,m < M l f l. 

On proc6de ensuite comme dans l'exemple 1.1, en laissant les details au lecteur. 

Soit f2 un ouvert de IR n, de frontidre dr2 et v la normale extdrieure ~ dr2. De 
l'exemple I. 1 on ddduit en particulier queue solution de 

due 
eA2ue-Aue+ 2ue=f dans g2(2~0), ue on=--~v e =O, 

converge dans Ho 1(I2) vers u, la solution de - A  u + A u = f  dans f2, u l~o=O. De 
mdme ve solution de 

ave 
~d2ve- idve+2ve=f  dans f2, ve e n = ~  es=0,  

converge dans Hol (f2) vers v solution de - i A  v +A v =f ,  vlen=0. 

Enfin, en utilisant le ThdorCme 1.3, on voit que u~(t), solution de 

d u ~ + e A 2 u e - d u e = f ,  f ~ L l ( P , + ;  L2(O)) 
dt 

= due =0  (I.17) u~lon• dv ~• 

uAx, O) = Uo(X), 

converge dans C(R+ ; L 2 (~2)) vers u(t), solution de 

du 
(I.18) d--i--Au=f, u [eS~•247 =0,  u(x,O)=uo(x ) . 

De m~me re(t), solution de 

dv~ iA ve=f sL  1 (~*"  Lz(CO) d----t- + eA 2 ve - 

v - -  ~ v e  
(I.19) e on• 00• =0  

vAx, O) = Vo (x), 

converge dans C(IR+ ; LZ(f~)) vers v(t), solution de l'6quation de Schr6dinger 

av 
(I.20) Ot lAy=f,  vleo• =0,  v(x, O)=vo(x ) . 
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On remarquera que dans le passage de (I.17) ~ (1.18) l 'opdrateur d'dvolution 
e`4 +B, g6ndrateur d'un semi groupe reste gdndrateur d 'un semi groupe, tandis 
que dans le passage de (1.19) ~ (I.20) le #ndra teur  d'un semi groupe devient par 
passage A Ia limite g6ndrateur d'un groupe unitaire. Ceci se produit en particulier 
parce que - A  ddfini sur Hol(f2)c~ H2(12) est un opdrateur autoadjoint et positif; 
ce sont ces propridtds de rdgularitd qui permettent de prouver que v~(t) converge 
vers la solution de (1.20). Darts la section suivante on se propose d'dtudier une 
classe d'opdrateurs B beaucoup plus #ndraux,  positifs mais ne possddant pas en 
gdndral de propri&d analogue ~ (I. 12), pour laquelle nous ne prouverons que des 
rdsultats de convergence faible. De plus (cf. Exemples 11.3 et II.4) nous n'obtien- 
drons jamais l 'analogue de la situation (I.19), (I.20) (passage d'un semi groupe 

un groupe). 

(11.1) 2 

ot~ 

II. Perturbations Singuli~res des Syst~mes Sym~triques 

Soit f2 un ouvert de ~ "  de fronti~re 0f2 assez rdguli~re (C I par morceaux). 

On consid~re sur ~ l 'opdrateur diff6rentiel L = Y',At ~ oil les `4~ sont des matrices 

hermitiennes de classe C 1 sur ~. La normale extdrieure ~ t~f2 v=(vl, Vz . . . .  , v.) 
est d6finie presque partout  sur Or2 et, d'apr~s la formule de Green, on a pour tout 

VA.  Ou ' Ox,'Ul=�89 o (v. Au, u)da-�89 

n 

div A= X a_ Ai et v. A= ~ v,A I. 
t = 1 0 X i  i=1  

On suppose que II divA II eL~(O) et on ddduit de la formule (ILl)  que, pour 
tout 6>�89 sup II d ivA II, l 'opdrateur B d6fini par D(B)=(~(f2))% Bu=Lu+6u  est 

strictement positif dans H =  (L 2 (f2)) m. 

On introduit alors les operateurs B . . . .  C, Cmax ddfinis par: D(Bm,x)= 
O(Cmax)={u~H, LueH},  D(C)=D(B)=(~(I2))mBm.xu=Lu+6u, Cu=L*u+ 
6u, Cm.xu=L*u+6u, oft L* ddsigne l'adjoint formel de L. C'est un opdrateur 
positif et on verifie les relations B*= C . . . .  C* =Bin.x; d'apr~s le Thdor~me 5 de 
PHILLIPS [28] (pp. 26--33), il existe des prolongements maximaux positifs 
vdrifiant B c ~ c Bma x. 

Les prolongements maximaux positifs sont donc lids ~t des conditions aux 
limites rendant positive l'expression S (v . .4  u, u) da. 

0D 
On dit qu'un sous-espace U de ~E m est maximal positif pour une matrice 

hermitienne m x m M si (i) U est positif c'est-~t-dire (Mu, u)>O pour tout u~ U. 
(ii) Quel que soit V sous-espace de C r" contenant strictement U, il existe v~ V 
vdrifiant (My, v) < O. 

2 On note par le mSme symbole le produit scalaire euclidien dans C met le produit scalaire 
darts (L 2 (g2)) m. 
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Exemple. Toute matrice hermitienne M d6compose canoniquement l'espace 
C ~ en la somme de trois sous-espaces stables M+, M_,  Mo engendr6s respective- 
ment par les vecteurs propres associ6s aux valeurs propres, strictement positives, 
strictement n6gatives, nulles; U= M+ 0)Mo fournit alors un exemple de sous- 
espace maximal positif. 

Lemme ILl .3  (i) Si U est un sous-espace maximal positif, il contient M o = Ker M. 

(ii) Pour tout sous-espace maximal positif U de M on a l'dgalitd dim U=  
dim M+ + dim Mo. 

D6monstration. On remarque d'abord que pour tout u~ U et tout ~ M o  on a 

Re (M(u + O, u+r  u)+Re(Mu,  O = R e ( M u ,  u ) > 0 ;  

donc M o c U, ce qui prouve (i). On introduit l'espace 

V=(M(U))'={v~r v)=O, Vu~ U}; 

Vest  un sous-espace n6gatif. En effet si ve V appartient ~t U, on a (My, v)=0  et 
si vr V, on a (My, v) <0 ;  sinon le sous-espace U ~  {2v} serait positif et contiendrait 
strictement U, ce qui contredit la maximalit6 de U o. D6signons par m+, mo et m_ 
les dimensions de M+, M o et M_ ; comme U est positif, U n M _  ={0} et on a 

dim U +m_ <m+ +mo +m_ =m. 

Comme K e r M =  U, on a dim V = m - d i m M ( U ) = m - ( d i m  U-mo).  
En utilisant la relation M+c~V={0},  il vient m - ( d i m U - m o ) + m + < m ;  

d'ofi finalement m o + m + < dim U<  mo + m +. 
Soit xEO~2 tel que Of2 soit de classe C k (k>2)  dans un voisinage de x. II existe 

donc 0 voisinage ouvert de x et T diff6omorphisme de classe C k de 0 sur T(O) 
ouvert de IR" tel que 

T(Ont2)c(y=(~,y~) ,O<Yn<l} ,  T(Or~af2)~{y=(;, 1)}. 

On pose y = T x  et on suppose que x ~ T . x = y ,  est normalis6 de mani6re h 
v6rifier I gradT.I = 1 sur 0 c~ 0f2 ce qui entraine que aT,/Ox~= vi sur 0 c~ 0~2. 

2 Sur 0 ra ~ on consid~re la matrice hermitienne v r .  A = ~ A , . - - ' ,  elle co'ncide 
i 

avec v �9 A sur 0~ et elle d6compose ~2" en la somme directe de trois sous-espaces 
(vrA)+, (vrA)_, (vrA)o, respectivement strictement positifs, n~gatifs, et nuls pour 
vrA et stables par vrA. On note P+,  P -  et pO les projecteurs orthogonaux sur ces 
espaces. 

D~fimtion lI.1. Soit ~ o c ~  un ouvert de ~ et, pour tout xeo), X(x) un sous 
espace de I1; '~. On dit que rapplication x ~ X ( x )  est de classe C k si dimX(x)=r  

3 Ce r~sultat  est v ra i semblablement  connu ,  mais  nous  ne  l ' avons  pas  trouv~ dans  la litt~rature. 
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est eonstante sur co, et s'il existe A(x)~Ck(co, s telle que A * ( x ) A ( x ) = I  
pour  tout x~co et X ( x ) = A ( x )  C" (ofa IE" est identifi6 avec l 'espace des u e ~  ~ tels 
que u,+ 1 =u~+ 2 . . . . .  urn=0). 

RemarqueIl.1. S'il existe une base orthonorm6e bx . . . . .  b~(x) de X(x)  
(biE(ck(co)) ~, l 'application x ~ X ( x )  est de classe C k (compl6tion d 'une base de 
X(x)  en une base r6guli~re de l'espace). 

Remarque II .2.  Si A(x)  est de classe C k, le projecteur orthogonal sur X(x), 
Px ~) appartient ~t Ck(co, ~ (lRm)). 

D6liuitiou 1/.2. On dit qu 'un point Xo~af2 est C k r6gulier si 

(i) al2 est de classe C k sur un voisinage de x0, 

(ii) il existe 0 et T comme ci-dessus tels que les applications x ~ ( v r A ) + ( x )  
et x ~ (vrA)_ (x) soient de classe C k sur 0 c~ a~. 

Le lemme suivant fournit un crit~re simple permettant  de v6rifier la r6gularit6 
d 'un point xo. 

Lemme II.2.  On suppose que (i) est v~rifi~ et qu'il existe un voisinage 0 de Xo 
tel que les A~ soient de classe C k sur 0 n ~ .  Si routes les valeurs propres de (v . A) (Xo) 
sont distinctes et non nulles, Xo est C k r~gulier. 

D6moustration. En choisissant 0 assez petit, on peut supposer que les valeurs 
propres de (v r .  A) (x) sont encore distinctes et non nulles sur 0 n ~ .  Ce sont done 
des fonctions de elasse C k. On introduit alors une matrice unitaire A (x) de classe 
C k telle que A -~ ( v r A ) A = D  soit diagonale, les sous-espaces D+ et D_ 6rant 
ind6pendants de x. On a alors (v r -  A)+ ( x )=A(x)  D+ et (v r .  A)_ (x )=A(x )  D_. 

Remarque 1/.3. I1 r6sulte de la d6finition d 'un point C k r6gulier que si Xo est 
C k r6gulier, il existe A(x)eCk(Oc~ O, Sa(Rm)) telle que pour xeOcn ~ on ait 

(I1.2) A * ( x ) A ( x ) = I  et A -a (x ) ( v r A) ( x ) A ( x ) = A( x )  

o~ A s'6crit 0 . 
0 

Lemme II .3.  Soit u~H tel que L u e H ;  alors au voisinage d'un point C 1 rdgulier 
de dO, les traces P+ u sur 0r sont ddfinies (dans H-I/2(Oc~df2)) et on a, pour 
tout v~(~(O))  mei support dans O, la formule de Green 

(I1.3) (Lu, v) + (u, L ~*) v) = (P+ u + P -  u, (v . A) V)HVZ. It- 1/2. 

D~monstration. On remarque d 'abord que si u~H et L u s H ,  il en va de m~me 
pour  �9 u, �9 ~ ~ (~). On se ram~ne done fi une fonction u tt support  dans un voisinage 
convenable de x. En introduisant le diff6omorphisme T d6fini ei-dessus et en 
posant  y = T x ,  ~ ( y ) = u ( T - l y ) ,  la relation L u = h  devient 

n - 1  

03 E B,(x) ~u (Tx)=h(x)  (II.4) (v ~ . 
A) oYn (Tx)+t=l  oYi 
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oil 

B~(x) = ~ Aj(x) ~ (x). 
j = l  j 

Posons  v(y)= A-1 (T -  ~ y) ~ (y), l '~quation (II.4) devient 

n - - 1  ~ 

(v r -  A ) ( x ) A ( x ) ~ ( y ) + ~ = l B i ( x ) ~ ( T x ) = h  1 (i1.5) 

soit 

(II .6) 
"~ / 1 - - 1  

A(T_ 1 cv Ov 
Y) O~Y. (Y)+ i=1 ~ Ci(Y)-~i  (Y)=h2 

soit enfin, pour  1 <j<m+ et pour  m+ + m o +  1 <j<m,  

(II .7) 0vj n-1 =~ 1 ~ /  
Oy, (y) + ,=1 ~ k di, k(y) (y) = ha, 

car  A + et A - sont  inversibles. Ces relations sont vrrifires au sens des distributions, 
mais  c o m m e  v e s t  nul en dehors de T(supp  ~),  elles s ' r tendent  de fa~on 6vidente 
/t G = { y = ( ; ,  y.) ,  0 < y . <  1}. On en drdui t  que, pour  1 <j<m+ et m+ + m o +  1 < 

j < m ,  vj~L2(0,  1 ; L2(lR"-1)),  ~ e L 2 ( 0 ,  1 ; H -1 (IR"-I)) .  Donc  vj admet  une 

trace en y .  = 1 dans H -  1/2 (IR"- x). Or  P + u = A (x) Q + v (Tx) et P - u = A (x) Q- v (Tx), 
oft Q+ et Q -  drsignent  les projecteurs sur les sous-espaces positifs et nrgatifs,  
canoniques  de A. La  formule  de Green s 'obt ient  de mani~re s tandard h par t i r  des 
relations (11.5) et (I1.7) en no tan t  que (P~ vrA v > = 0 .  

Caro l l a i r eH.1 .  On suppose que x-+X(x)  est de classe C 1 sur un voisinage 
Oc~OI2 de Xo~Of2, point C 1 r~gulier. Alors si X(x)  est un sous-espace maximal 
positif de (v �9 A) (x) pour x~Oc~Of2, on peut donner unsens d l'expression ulo~eaeX 
pour tout u e H  v~rifiant L u s H .  

Drmonstra t ion.  La  relation u ~ X  s 'exprime par  l ' rqua t ion  

(11.8) ( ! -  Projxcx)) u (x) = M (x) u (x) = 0 sur 0 n 0I'2. 

M(x)  appar t ien t  tt C 1 (0 n SO; La(Cm)), il drfinit  donc un mult ipl icateur  dans 
(H-1/2(Ondt2)) m. La relation (11.8) s ' rcr i t  aussi M ( x ) ( P + u ( x ) + P - u ( x ) +  
P~ soit encore 

(11.9) M ( x ) ( e  + u + P -  u ) = 0 .  

En effet, c o m m e  X(x)  est un sous-espace maximal  positif de v .  A, on a 
K e r ( v - A ) ( x ) = P ~  ou encore M(x)P~ L'rgali t6 (11.9) dans 
( H - 1 / 2  (Of2 n 0))" drfinit  la relation u(x)sX(x)  sur 0 c~ 0f2. 

Soit x-+ X(x)  une appl icat ion C 1 pa r  morceaux  de dr2 dans les sous-espaces 
de C "  telles que, pou r  tout  x, X(x)  soit un sous-espace maximal  positif pour  la 
mat r ice  v �9 A. On peut  alors drfinir les oprra teurs  &o et N en posant  

D ( ~ o ) =  ( u e ( ~ ( ~ ) ) S l u ( x ) e X ( x )  p.p.  sur SO}, ~oU =Lu +tSu, 
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D(&)={usH[  L u s H ,  u (x ) sX(x )  au voisinage de tout point r6gulier}, et & u =  
Lu+gu,  Bien entendu on a B = & o ~ & ;  No est un prolongement positif de B 
et ~ e s t  un prolongement ferm6 de ~o. 

L'op6rateur ~*  d6fini par 

D(,~*)={US(N(O--))mI<vA(x)u(x), ~>=0, V~sX(x ) ,  p.p. sur 0g?} 

et ~ = L * u + 6 u  est positif; (M*)*=B (utiliser le Lemme II.3); ainsi d'apr6s le 
Th6or6me 5 de PmLLIVS [28] il existe un prolongement maximal �9 de &o v6rifiant 
~ o = ~ .  Si & est positif, ce prolongement est unique; ceci est r6alis6 d6s que 

= ~o;  on dira alors que ~ e s t  r6gulier. La positivit6 et la r6gularit6 de ~ ont 
6t6 6tudi6es par de nombreux auteurs (FmEDRICHS [10], LAX & PmLLIPS [14], 
BARDOS [3]); elle est en particulier assur6e lorsque t o u s l e s  points de aO 
sont C ~ r6guliers et lorsque l'application x ~ X(x)  est de classe C ~ (reals aussi 
dans d'autres cas cf. bibliographie ci-dessus). Enfin il est bon de noter, en utilisant 
ce qui pr6c~de, que lorsque tous les points de Of 2 sont C x r6guliers, I'op6rateur 
d6fini par D(~)={u~H[  L u s H ,  P - u  [0n=0} v6rifie la relation ~ = ~ o .  

Voici maintenant le r6sultat essentiel de cette section. On suppose que f2 est 

un ouvert de classe C2~; on d6signe toujours par L=,  ~A~TS-~'==I~'.'I un syst~me 

sym&rique du premier ordre, /~ coefficients dans C~(f2). Soit d'autre part 
E= ~ a~D ~ un op6rateur fortement uniform6ment elliptique (cf. YOSIDA [25] 

lai_~2s 
p.'176). On suppose, pour simplifier, que a, sC~~ pour tout e. On d6signe 
6galement par E l'op6rateur d6fini par D (E) = (H 2, (f2) n H~ ff2))', Eu = Y" a, D ~ u. 
On appelle enfin u. la solution du probl~me lal ~2s 

(II.lO) e E u , + L u , + 2 u , = f ,  2 > 0  assez grand, f s H .  

Thiori~me II.1. Tout dldment u de H, limite faible d'une suite u~, (tn ~ 0) de 
solutions de (II.10), vdrifie les relations Lu + 2 u = f  dans Q et P - u[oa =0  au voisinage 
de tout point Xo s ~s C2 �9 rdgulier. 

D6monstration. I1 est d'abord 6vident que u~ reste born6 dans H et que l'on a 
L u+ 2 u = f  au sens des distributions. En multipliant (II.10) par u, et en utilisant 
l'in6galit6 de Garding on obtient 4 

(I1.11) ~ 11 u~[l~ < C~. 

Par interpolation entre (Hg (s met (L z (f2)) s, on en d6duit 

(II.12) gll2SI[u,][I <=C 2 et done [LuelH<=Cae -ll2s 

En utilisant (II. 10) et la r6gularit6 de l'op6rateur E, il vient 

-0 
(II.13) Ilu~ll2~_-<c48 

4 On d6signe par II "IIs la norme dans respace (HS(f2)) met par C~ diff6rentes constantes 
ind6pendantes de e. 
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Pour 0 < r/< 1 on a enfin 

(11.14) [lu~[12 ~(1 -tl)+stl~-~ C5 ~-~/2 s ~-  (1 -tl) (1 +'~s) 

En faisant ~/= 1/s dans (II.14) il vient 

(11.15) Ilu+ll2~-a---- c6 ~-(1-1/2s) 

Soit Xo6<gf2 un point C 2~ r6gulier, on introduit le voisinage 0 de Xo et le 
diff6omorphisme T: O--,T(O); Soit r  une fonction 6gale /t 1 dans un 
voisinage de Xo et nulle en dehors de 0. De (II. 15) on d6duit que 

(II.16) 

soit 

g~=eE(r L(r 2,r 

reste born6 dans H lorsque e tend vers z6ro. 

D6signons maintenant par ~,~ et t~ les fonctions & (T - ~ y) et r (T - ~ y) u~ (T-  1 y). 
On a la relation 

l~l~2s 

<9t7~ 

Oy~ <gY~ 
(II.17) ~_ 

= L -  E/4,(y)-W/y - 2" 

avec a 2 ~ ( - 1 ) ~ > C o > 0  sur T(Oc~g2). 
Grfice ~ (II.15), on voit que h~ demeure born6 dans L 2 (0, 1; (H-X (R"-1))m). 

On pose ~ ( y ) = A - 1 ( T - a y ) ~ ( y )  comme dans la Remarque II.3. L'6quation 
(II.17) devient 

(II.18) ea2s A ( T-  t y) ~ ~ + ( v  r .  A)( T-  <g Y n Y ) --~-~y = kV 

La fonct ion/~ peut s'6crire sous la forme 

(II.19) /~=h~-Bo(y) tT~-e  ~ C,(y) <gPt~ 

On applique aux deux membres de (II.18) l 'op6rateur A-1 ( T - l y )  et on divise par 
( - 1 ) ~ 2 ~ ;  on obtient 

<92s~ _ _ - -  A-1  
(II.20) e ( - 1 Y  ~ ~ 4 A(T-~Y) <9~ (T-~Y) ~. 

" <gy~ - (_l )S~2s <gy .  ( -1)sa2s  

On applique alors l 'op6rateur Q-  (cf. Lemme (II.2)); Q-  commute avec d (T-1  y) 
et est ind6pendant de y. Ceci donne 

<92s _ <9 
e(-- llS a--~-~n2 ~ Q ~+CCy)--~Q-~+=s.(y) (II.21) 

a v e c  

C(y)= A(T- l y )  t~(y)= Q - A - I ( T - l Y )  k~. 
(-- 1) a2~ ( -  1) s a2s 
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On pose enfin w,= Q- vs; C(y) op~re dans Q- (iU"). On notera 6galement C(y) 
sa restriction /t Q - ( C ' ) ;  c'est un oprrateur strictement nrgatif, c'est4t-dire, 
vrrifiant la relation (C(y)~,  0 < - 6  Ir 2 pour tout ~ s Q - ( C ' ) .  D'autre part 
l'application y ~  C(y) est de classe C 1 de T(On Q) dans s  Elle se 
prolonge done en une application encore notre y ~ C(y) de G = {(9, Y,), 0 < y ,  < 1 } 
dans s On notera r la dimension de Q-(t12"). L'application y ~ C(y) 
peut ~tre choisie de classe C 1 et strictement nrgative. La relation (II.21) s'rcrit 
alors sous la forme 

~2 ~ ~ w. 
(II.22) e ( -  1) 8 ~ w, + C(y) -~y = s,. 

Oy, 

Comme w, et s, sont nuls en dehors de T(O n~) ,  on pent, sans difficultrs, pro- 
longer (II.22) ~ G tout entier. On observe enfin que l'on a 

(II.23) P -  u, (x) 10 :, 0a = A (T-  1 y) w, (y) It(0 :, 0a) = 0. 

Pour prouver que P - u  lea = 0, il suffit done de passer ~t la limite darts (II.23) 
ou de prouver que w(~, 1 ) - 0  (dans (H-U2(IR"-I))" par exemple). D'aprrs les 

thror~mes de traces usuels il suffit done de montrer que ~ reste born6 dans 

L2(]0, 1[; (H-*  (IR"-*)) 9. Pour cela on remarque que, d'apr~s (II.19) et (II.15), 
s, reste born6 dans L2(]0, 1[; (H-*))').  II suffit doric enfin d'rtablir le lemme 
suivant. 

Lemme II.4. Soit y-+ C(y) une application de elasse C ~ de G = {(~, y.), 0 <,1:, < 1 } 
dans ~q'(~'). On suppose que C(y) est strietement ndgatif. Soit d'autre part u, une 
fonetion appartement g~ (Hg(G)f, nulle au voisinage de y .=0 .  On suppose que u, 
est bornd dans (L 2 (G))" et que 

s OZSu~ Ou8 
v,=~(--1) Oy2n--------~+C(y) Oy, 

. OUg 
est bornd dans L 2 (]0, 1[; (H-1  OR"- 1))'); ators ~ est born~ dans 

L 2 (10, 1 [; (H -~ (IR"- a),)). 

D~monstmtion. On drsigne par z~ le laplaeien en les variables (ya . . . .  , y ._ , )  
et on pose 

0u e 
Oy. ( . , y . ) = O t - A ) w , ( . , y . )  et v , ( . , y . ) = ( g - A ) h , ( . , y , )  

( / t>0 assez grand, & d~terminer dans Ia suite de la drmonstration). On note I] H 
la norme drfinie sur (H 1 (IR"- 1)), par 

O n  a 

(II.24) 

[[u(Y,)][ 2= I ( ( # - 3 ) u , u ) d ~ .  
R n -  1 

~ 2 s - 1  

~(--1)s ~ 2~-1 ( # - - A ) w , + C ( y ) ( l t - 3 ) w , = ( t t - , d ) h . .  
oYn 

6 Arch. Rational Mech. Anal.,  Vol. 53 
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Comme v~ est born6 dans L2(]0,1[ ; (H-I(IR"-I)) ' ) ,  he est born6 dans 
L2(]0, 1[; (H 1 (IRn-1))'). On a, en notant 6galement (,) le produit scalaire dans 
(1: ~ (F."- 1))t 

[ a ~ - I  
I ( - 1 )  ~-I , ~ ( I . t - A ) w ~ , w ,  dy~ 
o \ oy~ ! 

(11.25) i (  (~ ^ y - 1  0~-1 ) =o -~-y ( # - A )  ~y~-----Tw,, s-1 w, dy,, Oyn 
1 ( i~ s - 1  3 s-1 ) 

= ~  ~ - A )  Oy~------~w~(. 1 ) , ~ w ~ ( . , 1 )  ->0 
' Oy n 

car d'une part w,~H~ -t  (G), donc ses s - 2  premieres d&iv6es sont nulles sur dG, 
et d'autre part w, est identiquement nulle au voisinage de l'hyperplan yn=0. 
De m~me on a 

1 
-- ~ (C(y)(#- 2)w~, w~)d yn 

0 

(II.26) =oi -#(C(y)w~, w,)-"~ x,=l C(y) dye' Oy i 

,,-t [ aC(y) a w , ~ .  

Comme C est un op&ateur strictement n6gatif, de classe C ~, on d6duit de 
(11.26) l'in6galit6 

1 1 
- $(C(y)(#-A)w,, w,)dy,,> ~#3 lw,( ' ,  y,,)l~L~(xt,,-,)rdy,, 

0 0 
1 

W 2 + J',~ II A' ,  Y.)ll(n~(m--~)rdY~ 
(11.27) o 1 

- Ct ~ I w~(',  yn)I(L~(~--,)r" IIw~(', YDII(u~(R~-~)r dy , ,  
0 

1 
>c2SIIwA-, 2 Y~)IIcH,(~-,)r d y,, 

0 

(~t condition de prendre # assez grand, C2 est alors une constante strictement 
positive, ind6pendante de e). 

En multipliant scalairement (11.24) par w,(.,y,,) dans (L2(R"-I))  ", et en 
int6grant de 0 ~t 1, on obtient, compte tenu de (II.25) et (II.27), l'in6galit6 

1 
j" llwA', y . ) l l~(R-- , ) r  dy. 

(II.28) o 
< 1  
= ~  [Iw~IIv'(ao, at;(H,(W,-~)),') �9 IIh,,ltL=O0, tt ;(H,(W'-,))"). 

Ceci termine la d6monstration du lemme. 

Corollaire II.2. On suppose que les hypotheses du Th~or~me II. 1 sont v&ifides 
et que de plus, l'op&ateur ~ ddfini par D(&)={u~H, LueH; P-u[aa=O au 
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voisinage de tout point C 2~ r~gulier}, & u = L u +  2u est positif (il est alors maximal 
positif). Alors u~, solution de eEu~+Lu,+2u,=f, converge dans H faible vers 
l'unique solution uEH du probl~me Lu+ Au=f, P-u[o~=O au voisinage de tout 
point r$gulier. 

Compte tenu de ce qui pr6cbde la d6monstration de ce corollaire est 6vidente, 
nous la laissons au lecteur; de m~me nous laissons au lecteur le soin d'6noncer, 
en utilisant le Th6orbme 1.3' un corollaire pour l'6quation d'6volution 

dub 
dt t-sEu~+Lu~=f. 

Remarque II.4. On peut bien entendu remplacer l'op6rateur L par l'op6rateur 
L + K off K d6signe un op~rateur fortement domin6 par L e t  positif, ou tout simple- 
ment born& Les r6sultats ci-dessus restent alors valables (prendre 2 assez grand). 
De m~me si L e s t  un op6rateur strictement positif sur D(E), on peut consid6rer u,, 
solution de l'6quation eEu, + L  u~ =f,  et proc6der comme ci-dessus. 

Nous avons 6none6 et prouv6 le Th6or~me II. 1 dans un cas assez simple, de 
mani6re ~t d6gager les hypotheses essentielles et les diff6rentes 6tapes de la d6- 
monstration. Voici une g6n6ralisation pour des syst~mes elliptiques (il est bien 
stir possible de construire d'autres g6n6ralisations; cf. Remarques II.4 et II.6). 

On d6signe par e( . ,  .) une forme sesquilin6aire continue et coercive sur 
(H~) (g2))', 

E 
~ _~s 

dont les coefficients E~, ~ sont des matrices m x m, suppos~es de classe C ~ pour 
simplifier. On note E l'op6rateur non born6 dans H d6fini en posant 

D(E)=(H2S(I2)nH~o(I2)) m et Eu= Y' (-1)I~IDr(E~,rDnu)= ~, E~D~u. 
=<s 1~l_-<2s 

On suppose que dans un voisinage de 0f2 les matrices E, sont hermitiennes, 
pour I~1 =2s; on introduit la matrice 

= ( -  1) v" �9 v,") 
I~1 = 2 s  

d~finie sur 0~2. D'apr~s la coercivit6 de la forme e(,)  cette matrice est d~finie 
positive. On note E~/z son unique racine carr6e d~finie positive. La matrice 
(E, L), = E~ ~/2 (v. A) E~- ~/2 est ~galement hermitienne, elle d~compose ~m en la 
somme de trois sous-espaces stables (E, L) +, (E, L) ~ (E, L);' ,  auxquels on associe 
les projecteurs P~,  P~, P~. En tout point x~OI2 on introduit respace 

X(x) = {~ ~ r  P~ E~/~ ~ = 0} = E~-'/~ ((E, L) + ~ (E, L) ~ 

Cet espace est positif pour la matrice v �9 A, de plus d'apr~s la loi d'inertie de 
Silvester, on a dim X(x) = dim (v. A) + + dim (v �9 A)o; on d6duit alors du Lemme 
ILl  que X(x) est maximal positif. Enfin il est facile de voir qu'au voisinage de 
tout point xsOI2 C ~ r6gulier, X(x) est de classe C z'. 

6" 
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(II.31) 

o/~ 

Throrrme 1/.2. On d~signe par u s la solution du probldme (I1.29) eEus+ Lu~+ 
2u~ = f  (f~ H, 2 rdel positif assez grand). Alors tout ~l~ment u de H, limite dans H 
faible d'une suite us, de solution de (II.29), vdrifie les relations: 

(i) Lu+ 2 u = f  
(II.30) 

(ii) PE E~/2 u I o~ = 0 au voisinage de tout point xe  Of 2 C2 s r$gulier. 5 

Drmonstrat ion .  La drmonstration drbute par des majorations ~ priori qui 
s 'obtiennent comme dans la drmonstration du Thror~me II. 1. Ensuite on localise 
et on introduit le diffromorphisme T de mani~re ~ obtenir la relation 

2 S ~  
s T o Ug - T e ( - 1 )  g~ --=-y=+(v . A ) ( T - l y )  =h~ ayg ~ 

n 
T Ev = ( - 1 )  s E E~ I-[ [ c~ T" '~ ~'' 

Sur un voisinage convenable de Xo~at2, E r e s t  d~finie positive et prolonge Ev. 

On pose ~s = (E~r) 1/2 ~s et on obtient 

s d2~w~ 
(II. 32) e ( - 1) a y2----r- + ( Er) - I /2  (vrA) (E r) -1/2 ddy,,Ws = f~. 

On est ainsi ramen6/L une 6quation analogue/t  (11.17) off vrA est remplac6 par 
la matrice (E~r) -1/2 (v ~. A)(E,r)-I/Z=(E,L),r.  Cette matrice drcompose ~E men 
(E, L)+r, (E, L)Tr et (E, L)~ on montre que ces sous-espaces varient rrgulirre- 
ment, ce qui permet de rrduire (E, L)vr/ t  la forme (o0 0) 

0 0 . 
0 A- 

On en d~duit comme dans la d~monstration du Th6or~me II. 1 que P~ # ly.= 1 = 0, 
c'est ~ dire P~ E~/2uloe=O, au voisinage de Xo. 

Corollaire H.3. On suppose que les hypotheses du Thd.or~me II.3 sont vdrifides 
et que de plus l'opdrateur ~ ddfini par D(~)={ueHI  LueH,  P~ E~/2ulo~=O au 
voisinage de tout point r~gulier } est positif, alors us, solution de (II.29), converge dans 
H faible vers la solution unique du probl~me Lu+2u=f ,  P~E~/Zu[ou=O au 
voisinage de tout point r~gulier. 

Bien entendu le Corollaire 11.3 se drmontre comme le Corollaire II.2. On 
peut 6galement considrrer les 6quations d'rvolution assocides. 

Remarque 1/.4. Pour grnrraliser un peu plus on peut ~tre amen6/t considrrer 
des 6quations de la forme eEu~+Lus+2u~= f,  oi~ E n'est plus associ6/l un pro- 
blame de Dirichlet, mais est drfini par la donnre d'un sous-espace V de (H~(f~)) m 

s Soient (2, ~x) les valeurs et les vecteurs propres de v. A relativement/t E v (i.e.v. A~a= 
2Ev~x). La condition (ii) peut s'rnoncer 6galement en disant que u(x) appartient au sous-espace 
engendr6 par les vecteurs ~,~ pour 2>_ 0. 
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et d 'une forme sesquilin6aire continue et coercive sur V x V: 

e(u, v)= 5 ~  (E~,~D~u, D~ v) ax. 
F~ 

On suppose que les matrices E~ d6finies par  

E(--1)l'lDaEr, o Dru= E E,D'u 
l~ l -<2s  

sont hermitiennes dans un voisinage de af2. On introduit alors E,= ~ E~ v ~. 
On suppose que Ves t  contenu dans l 'espace des us(HS(12)) m v~rifiant I~l=s 

P ;  E~/2u[ou=O 

(au sens du Th~or~me I1.3). Alors on peut montrer, dans les <<bons>> c a s q u e  u,, 
solution du probl~me 

(II.33) ~ E u~ + Lu~ + 2 u~ =f, 

converge dans H faible vers u, solution du probl~me L u + 2 u = f ,  P~ 1/2 E~ uloa=O. 

Remarque 11.5. On ne sait en g6n6ral pas prouver  la convergence forte de u s 

vers u dans H. Celle-ci est cependant v~rifi6e dans le cas off L=i~_at--6--~x ' - ' -  est un 

op6rateur scalaire et off E est un op6rateur elliptique du second ordre (cf. BARDOS 
[3], Proposition 2.7, p. 214 et aussi l 'appendice I). Voici un second cas off il est 
possible de prouver la convergence forte. 

Proposition IL2. On suppose que E et L v&ifient les hypotheses du Th~or~me II. 1 ; 
et que, de plus l'op~rateur ~ d~fini par D(~)  = {usHI L u s H ,  P -  u Ioo = 0 au voisinage 
de tout point rdgufier } , ~ u = L u + 2 u, est r$gulier. Alors si au voisinage de tout point 
r~gulier (v . A) + est r~duit dl z~ro, (sE + L + 2)-1 converge fortement vers ~ -1 .  

D6monstration. Compte tenu des hypothbses il suffit de prouver que pour  tout 
u s ( ~  (~))m n ~ (~),  (~E + L + 2)-  ~ ~ u converge vers u. On 6crit 

6 llu~-ull2 < Re( .~(u , -u) ,  u s - u )  
(11.34) 

_~ Re (& u, u) + Re (& u s, u~) - Re (M us, u) - Re (& u, u~). 
On a 

lim ( ~  u, us) = (& u, u) et lim (& u,, u) = (u~, ~*) u + 2 u) = (u, L (*) u + 2 u). 
8 ~ 0  e ~ O  

Enfin en utilisant la positivit6 de E il vient 

01.35) lira Re (& u,, u,) < lim Re (& u, u,). 
~",* 0 ~-*0 

On obtient donc 

lim~ Ilu~-ull2<Re(Lu+2u, u) - (u , /3*)u  + 2 u )  = ~ (v. au ,  u )da  
8-+0 OFZ 

et par  hypoth6se on a f (v .  A u, u) da  < 0. Ceci termine la d6monstration de la 
Proposition II.2. oa 

7 Arch.  Rat ional  Mech.  Anal . ,  Vol. 53 
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V. THOMt~E nous a signal6 que SIVASINSKII [21] a 6tabli la convergence forte de 
u~, solution de 

~-~ B ~ -T-;7~. u~ - O u~ ,=1 , ~.., + Z A '  ~ ,  +2u~=f' Ue lot2 = O, 

~u 
vers u, solution de ~Ai -~ -x  + 2 u = f ,  P - u [ e a = 0  , pour un choix particulier de By 

Ceci pourrait facilement se g6n6raliser de la mani~re suivante: on se place dans 
la situation du Corollaire II.3; on suppose que u, solution du probl~me 

0u 
~Ai--~xi+2u= f dans 0, PZE~/2uIea=O, 

v6rifie de plus la relation u E Ker(A~-E0.  Alors u,, solution de 

_%~,j O_~i (Eu One \ OU~ 
-~xj ) + 2 A` uel0a-----0, �9 --~x~ + ) ~ u " = f '  

converge vers u dans H fort. 

Voici plusieurs exemples d'applications: 

Exemple 11.1. Equations scalaires. Soit L =  ~ a~-x---, une op6rateur ~ coeffi- 
i = l  OXi 

cients scalaires. On sait que u~, solution du probl~me 

-~Au~+~a~-~x +)~u~---f, u~10o=O, 

converge clans L 2 (0) fort vers u~L 2 (0), solution du probl~me 

n Ou 
ai-y~7.+2u=f, ulx_ =0;  i= 1 Xi 

n 
Z_ d6signe l'ensemble des points x e 0 0  tels que ~ ai(x ) vi(x)<0 (cf. LEVINSON 

i = 1  

[15], OLEINIK [17], BARDOS [3] et aussi l'appendice I). On retrouve sur cet exemple 
un cas particulier du Th6or~me II.1 et du Corollaire 11.2. Dans cet exemple on 
peut remplacer Ho l (0) par un sous-espace ferm6 de H 1 (0) contenu dans l'espace 
des w i l l ( O )  v6rifiant u[~ =0  (cf. Remarque II.4). En particulier si on prend 
V= {veH 1 (O) 1 v I~_ =0} on voit que u,, solution du probl~me 

(11.36)  - e A u ~ + L u , + 2 u ~ f ,  u~[r_ =0 ;  au~ =0, 
Ov ea\2r_ 

converge dans L2(O) vers u, solution du probl~me Lu+Xu=f, ulx_ =0. Dans ce 
cas particulier on retrouve une approximation du type TROTTER (cf. Section I e t  
BARDOS [21, [3]). 

Exemple 11.2. Cet exemple simple dfi ~t LIONS a motiv6 le Th6or~me I1.2. Soit 
f2 = ]a, b[ un intervalle ouvert born6 de IR et soit (u,, v,) la solution dans (H~ (0)) 2 
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du probl~me de Dirichlet 

�9 ~ v ~  . Ou~ 
(II.37) -ezlu,+---~-~x+U,=j, -flsAv~+--~-~--+v~=g (fl reel>0),  

u s e t  v, restent born6s dans L 2 (f2). On peut ainsi extraire des sous-suites encore 
not6es u s et v~ convergeant respectivement vers u et v dans L 2 (t2) faible. 

On pose F,=f-u~, G~=g-ve, h,=]/-flv,. Le syst6me (II.37) s'6crit alors 

1 0 (u~+h~)=F~ +-~-oGe -~a(u~+h.)4 V~ ax v/" 
(II.38) 1 a 

1 
- -  ~ A  ( u s  - -  h~)  y~ ax (u~-h~)=fo--~--~G~. 

On en d6duit imm6diatement que, pour a <  q <b,  

0 2 2 

!--~--X-x (ue+he)dx et ~ i l 0 - ~ ( u , - h s ) d x  

restent born6s quand ~ tend vers z6ro; ainsi u et v v6rifient 

(11.39) 0v 0u u+--~--~-=f, v+-~-x = g ;  

(II.40) u(a)+~-ff v(a)=O et u(b)--~ff~ v(b)=O. 

La relation (II.40) n'est autre que la condition PE E~/2uleo=O du Th6or~me II.2. 

Exemple 1/.3. Equation de Laplace et dquation des ondes. Le probl~me de 
Dirichlet dans un ouvert born6 f2 de R " - A  u + u =f ,  u leo = 0, s'6crit sous la forme 

Ou Ou 
d'un syst~me en introduisant les fonctions Uo=U, u~ = Ox~ ..... u ,=  OXn" On a 
alors, en posant 

l ~ li] A,=[a~k]={Osi(j,k)*(1, i+l),(i+l, 1),-lsinon}, U= 1 ,  F =  , 

Lu.J 
la relation 

(11.41) " 0U 
i= 1 Xt 

On consid~re Us, solution du probl~me perturb6 

(II.42) - e A U . +  ~ A~ + U,=F, U.Io~=O. 
i = 1  i 

D'apr~s le Th6or~me II. 1 et le Corollaire II.2, Ue converge dans (Z  2 (~'2)) n+l  faible 
vers U, solution de 

aU 
(II.43) ,=l~A'-~x~ +U=F' P-UI~ 

7* 
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Comme la matrice v �9 A est 6gale it 

[_vn 

son,ol.nomecara t, st quees., a   "+' 0 v (22 - 1), ses valeurs 
i= 

propres sont donc O, 1, - 1, et les sous-espaces propres correspondants sont 

p _ = { , ~ C . + ,  1~ _ lo_v_~ " ~ j ,~ ,=_~ .~}  

I P + =  ~er  I~~ vj 

La relation P -  ~ = 0 s'6crit ~o + ~ vj ~j = O; ainsi (11.43) est 6quivalent 
j = l  

Ou 
(11.44) - A u + u = f ,  --~-v + u  =0.  

On comparera (11.44) avec l'Exemple I. 1 en remarquant en particulier que (11.42) 
est 6quivalent 

(II.45) -~Au~-  ~ ~g"~-(l-eA) -1 -x'--gu* . U~[0~=0. 7 
~=1 ~x~ ox~ +u~=J' 

(Darts (II.45) on d6signe par (I-cA) -x la r6solvante du probl~me de Dirichlet 
associ6 h (I-cA).) 

S'il est facile de prouver directement que la limite faible de u s v6rifie l'6quation 
- A  u +  u =f ,  il ne nous semble pas simple d'6tablir directement que cette limite 

Ou 
faible v6rifie la condition -~-v +u  lea=0. Cette condition peut sejustifier ~<heuris- 

tiquement)> (cf. Remarque II.6) en consid6rant le probl~me d'6volution associ6. 
En effet U,(t), solution du probl~me d'6volution 

dO. 0V. F 
(II.46) d----t-- eA U, + ~ A, ~ = 

i=1 

UAx, O)=Uo, U~lo~•247 =0, 

6 i d6signr un entier entre 1 et n tel que v ~  0. 
_ a cOu, 

7 On remarquera qu'en raison des conditions aux limites >'-x--(l--eA)-l--~ -- n'est pas 
6gal ~ A(l--,zJ) -x. ox~ ou~ 
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converge au sens du Th6or6me 1.3' vers U solution du probl6me 

d___U_U d U = F 
dt F ~ A ~  i=1 dxi 

(II.47) aU 
U(x,O)=Uo, -~-v +Ul~o• =0.  

dUo o 
A condition de prendre U o = (Uo ~ u ~ . . . . .  u ~ v6rifiant --~-x = ui, (II.47) est 6qui- 
valent h l '4quation des ondes 

(11.48) 

du [ = 0  O2u . 3 f  du ~-'-~-- o o •  --3--i'~--- A u = d t ' d v 

u(x,O)=h(x), ~ t  (x,O)=k(x). 

On laisse au lecteur le soin d'dtablir l '6quation scalaire 6quivalente/t (II.46) et 
d'en d6duire que sa solution converge vers celle de (I1.48). 

E x e m p l e  H.4. Equations de Maxwell. Dans  (L2(~'~)) 6 identifi6 avec l'espace 
(L 2 (0)) 3 x (L 2 (0)) 3, on consid~re l 'op6rateur de Maxwell L d6fini par 

L \ - r o t  u ' 

L s'6crit eomme un syst~me sym&rique, et la matrice v �9 A peut ~tre not6e sym- 
boliquement 

v .A__(  0 ~ )  
- v A  " 

On salt qu'il existe une famille de conditions aux limites, maximales positives, 
isotropes, pour lesquelles L e s t  anti-adjoint, et donc g6n4rateur d 'un groupe 
(cf. SCHNIDT [20], p. 311, Th6or~me 2.1.3). 

Le couple (u,, ve)e(H~ (12)) 3 x (H01 (0)) 3, solution de 

- cA  u~+ rot v~+Au~ =f  
(II.49) - eA v~- rot u, + 2 v~ = g, 

converge done au sens du Th6or6me ILl  vers (u, v)~(L2 (O)) 3 x (L2 (O)) 3 solution de 

(I1.50) rotv+2u=f,  - r o t u + 2 v = g ;  P-(u,v)[oo=O. 

Les valeurs propres et les sous-espaces propres de la matrice v �9 A s'obtiennent 
en r6solvant les 4quations v ^  r /=#~ et - - v ^  r On trouve que les valeurs 
propres sont 1, 0 et --1 et que (v.  A)_ ={(~, r/)l GD/, ~/= v ̂  ~}, la condition aux 
limites P - ( u ,  v)= 0 s'6crit donc sous la forme 

(11.51) u .  ~ + v .  (v^  ~)=0 Vr r 

On note Z(v) la projection orthogonale (dans IR 3) sur le plan tangent ~ hi2 
et R(v) la rotation d'angle rr/2 autour de la normale ext6rieure v. On laisse au 
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lecteur le plaisir de v6rifier que (II.51) est 6quivalent/t 

(II.52) Z(v)v=R(v)Z(v)u sur c3f2. 

Ainsi la solution de (II.49) converge dans (L 2 (f2)) 3 x (L 2 (f2)) 3 faible vers (u, v), 
solution de 

rotv+2u=f, -rotu+2v=g, Z(v)v=R(v)Z(v)u sur af2. 

Comme pour l'6quation de Laplace, on peut consid6rer le probl6me d'6volution 
associ6; alors (u~, v~), solution du probl~me d'6volution 

du~ 
d--T- sd u~ + rot v, = f  

(11.53) dv, 
d--T-- sA v~ - rot u~ = g 

u~l~m•215 uAx, O)=uo, v~(x,O)=vo, 
converge au sens du Th6or6me 1.3' vers (u, v), solution du probl6me d'6volution 

du dv 
- - +  rot v =f ,  - - -  rot u = g 

(II.54) dt dt 

Z(v)v=R(v)Z(v)u sur Of 2 xlR+, u(0)=u0, v(0)=Vo. 

RemarqueII.6. Dans l 'ExempleI.2 l'op6rateur diff6rentiel C d6fini par 
D ( C )  = H o  1 ( ~ )  t~ H 2 ( ~ ) ,  C u  --- - izt u, est g6n6rateur d'un groupe unitaire, de plus 
il est trhs r6gulier; ainsi il pr6serve pour la solution de l'6quation limite de (I.17) 
la propri6t6 de groupe, bien que (I. 17) soit parabolique. Par contre les op6rateurs 
L introduits dans les Exemples II.3 et II.4 ne sont plus de la forme iC avec C 
sectoriel, leur image num6rique est port4e par tout l'axe imaginaire. Ainsi, bien 
qu'ils admettent des extensions antiadjointes qui engendrent des groupes unitaires 
(Th6orhme de Stone), les 6quations (II.47) et (II.54), obtenues par passage/t la 
limite dans (II.46) et (II.53), sont dans un certain sens paraboliques. Le caract6re 
parabolique de (II.46) et (II.53) s'est conserv6. Les probl6mes (II.47) et (II.54) 
ne sont bien pos6s que pour t > 0. Et si on identifie/t z6ro les seconds membres, 
au lieu des traditionnelles 6galit6s de l'6nergie on obtient des in6galit4s; par exemple 
pour (II.48) on a 

t 
(II.55) �89 t)12+[ Vu(x, t)I2)+ ~S lu'(r t)lZdr189 Vhl2§ 

0 00 
De mSme pour (II.54) on a 

(11.56) �89 +lv(t)12)§ i ~ Iz(v)v(~,, t)lZ d~dt=�89 +Iv(O)12 ). 
0 Of~ 

On remarquera enfin que les 6quations (II.48) et (II.54) r6gularisent /t la 
fronti~re en; effet dans (II.48) la trace de u' est d6finie dans L 2 (~-.+, c~'2), mSme si 
u'(0) n'appartient qu'~ L2(~). De m~me dans (II.54), la trace de Z(v)v et celle 
de Z(v)u sont d6finies dans L2(]R+, (c3(2) 2) m~me si Uo et Vo n'appartiennent qu'/t 
(L 2 (a))  3 x (L 2 (a))  ~. 
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Remarque H.7. Dans les ddmonstrations de Thdor~mes II.1 et II.2 on utilise 

A_~_ ~ surtout la positivitd de l 'opdrateur ~ I dx~ et le fait que la matrice v .  A est 

hermitienne. Aussi il est naturel de considdrer non plus un opdrateur L symdtrique 
o ? 

mais un opdrateur L =  ~ A t possddant les propridtds suivantes: 
t = l  OXi 

(i) Les matrices At(x  ) sont de classe C 1 (0). 

(ii) Dans un voisinage f2 o de t3f2 les matrices At sont hermitiennes. 

(iii) Dans t2 le syst~me L est hyperbolique au sens de Petrowski (PETROWSm 
[18]) OU IKAWA [12]), 

c'est4t-dire que tout point (Xo, r S (S ddsigne la sphbre unitd de JR") 
possbde un voisinage V sur lequel est ddfini une matrice r(x, 0 de classe C 2 in- 

versible, telle que la matrice r(x, O" ~, At~t.  r(x, ~)-1 soit hermitienne sur V. 
t = l  

L'opdrateur L n'est plus alors forcdment positif sur (~(t2)) m muni du produit 
scalaire canonique de (L 2 (f2)) m. N6anmoins on peut le rendre positif en munissant 
M =  (L 2 (o))m du produit scalaire ddfini par 

((u, v))= ~ (u, ~v)+ (~u, v)ax 

o~ ~ ddsigne l 'opdrateur pseudo diffdrentiel de symbole r(x, O. On peut vrai- 
semblablement alors gdndraliser les rdsultats des Thdor~mes II. 1 et II.2. Le cas ou 
E est ddfini par un opdrateur scalaire/t coefficients constants ne prdsente pas de 
difficultds. Cependant un article de SMOLLER & TAYLOR [29] montre que des 
rdsultats de ce type ne peuvent &re dtendus au cas o~ E n'est pas scalaire. 

Appendiee I 
Compl~ment au Cas d'une Equation Scalaire 

Soient ateCl(O) ,  1 < i<n ,  of a t2 est un ouvert bornd de IR" de fronti~re tr~s 
rdguli~re. 

Th6or6me A.1. Soit f ~  W 1' 1 (t2) et soit u, la solution de l'~quation 

n 

(1) _~Aue+i~=lat.= ~u~ -~x + 2 u e = f  sur f2, u~=0 sur ~f2. 

II existe deux constantes 20 et C, d3pendant uniquement des ai et de O, relies que si 
2>20 on a 

(2) (2-2o)  Ilu~llwl. l<  C Ilfllw,.l. 

CorollaireA.2. Soit feL2(f2)c~ Wl ' l ( f2) ,  et soit 2>20. Alors la solution du 
probl~me 

du . . 
~=la,-~x + z u = J  sur f2, u = 0  sur E _ = { x ~ d O ; 2 , a ,  v t<0 } 

est d variation born~e. 
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On utilisera dans la d6monstration du Th6orSme A.1 le 

Lemme A.3. Pour tout u ~ H 2 (12) c~ H ~ ( f~), on a 

Igradulda<= [IAuldx. 

D~monstration du Lemme A.3. Posons h =A u et soit ul la solution du probl~me 

(3) A u l = h  + sur f2, Ul=0  sur (~12. 

On sait (cf. par exemple H. BR~ZIS [6], Corollaire 1.8) que u t vgrifie -~-~-v~ >0  sur 

af2. [Plus pr6cis6ment il faut consid6rer uln solution du probl~me - A U l , +  

r / U l ~ = - h  § sur 12, u~n=0 sur dr2; du fait que du t ,  >n  sur dr2, on d6duit par 
~V = v  

passage ~ la limite quand r /~  0 que ~ . .1  >0.]  Par cons6quent, en int6grant (3) sur 
f2 on obtient I J V  

De m~me si u2 d~signe la solution de l'~quation 

A u 2 = h -  sur ~, u2=0  sur 0~, 
o n  a 

Enfin comme u = u ~ - u 2 ,  il vient 

oo ool ov - 0 o l  Ov I d a +  0 ~ da  

=~lhldx=[IAuldx. 

Dimonstration du Th6or/~me A.1. I1 suffit d'~tablir (2) lorsque f ~ H  ~ (t~); le 
cas g~n6ral s'en d6duit par densit6. Soit j~ la fonction convexe d6finie sur R~ par 

f l  ~2 
]T~-~I I s i l r  

J . (r  # 
[l~l- T sil~l>~; 

J ~ C ~ ( R " )  e t A ( ~ ) - '  I~1 quand # ~ 0 .  
Gr~,ce h la convexitg de Jz, on a 

j ,  ( - ~ - / - ) - j z ( g r a d u , ) >  ~, ~b-~J~ ( , radu , ) .  ( 1  a f  d u , )  
k=l ~ k  OXk (~X k 

n ~ ( ~ue ~ ~2u~ 
_- (gradu ). o, 

- -  ~ ' i ~  1 ~ X  k ~ X  i " 
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D'ofl l'on d6duit apr~s une int6gration par parties 

e S ~ c3zJ" ( g r a d  Ue) 02 ue --62 ue 
2 a~kt3~t OXkOXm OX~3Xm dx ~ k,l,m 

Oj. -o0,T~ ~'~- ~ ( g r a d u ~ )  02u~ . 1 . ~  0 . + O--~--~xk Cltr--T2 ~ a, ~-~- Z j.(gradu.)dx 

1 Oai dJg (grad . Ou, 

<~Ju(-~gradf) dx+ 2o~(gradu~'k ~k ~-'~-~Xk da d2u" 

Jo~ (~a'v')ju(gradu')da+l ~ ~ Oa, \ (~-~x~ ) j,(gradu.)dx 

1 Oat Oj~ Ou~ 
�9 ~ ~Qi~,k OX k 0r  k (gradu*)-~x~dX 

<--~lgradfldx+-~ ~e.. 10u .  02u. 

+ T  J' sgn da--  T ~ (~a~v~)j.(gradu,)da 
0 u~ "~ O.Q i 

C1 +--~--~ I grad u~ [ dx 

off C~ d~pend seulement des av Passant ~ la limite quand # ~ O, il vient 

~[gradu.ldx< Igradfldx --  ~ da 
fJ = O] 

g 

2 ea (~" a,v,) dx. 

Or d'aprbs l'6quation (1) on a sur Or2 
du~ 

(4) - eA u~ + ( ~  a, v,) W =f" 

D'autre part si ~ d~signe une fonction r6guli~re sur t2 telle que ~ > 0 sur O. ~ = 0 

sur 0f2, et --~- ar sur 0f2, on a (cf. BRaZeS [6] d6monstration du Lemme 1) 

02 u~ c3u~ x 
--0~--v ] sur 01Z 
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Grace ~t (4) on obtient 

f_(~aiv,  )__~v + e ~ v  = 0 u  e d2u~ --~ t~U~3v to 

Enfin on a 
1 1 

I grad u, [ dx<--T~ Igradfldx+-v- 
f2 "~" .O 

[fId~ 
A r ~u~ l 

L~.~;-~r 

2 a v t3u~ I ~(~, , ,)l_~_v Ida+_~ ~,gradu.idx" 
Par cons6quent 

.l" Igrad,.I dx IgraaS I lild<  

iou.i o, 2e o~ ~ wd~+--~-~_ Igradu.I dx. 

Il en r6sulte (Lemme A.3) que 

(A-CO~lgradu~ldx< Slgradfldx+ [, Iflda+eCEf. lAu:ldx 
.Q .O O.q' 1-1 

oh C2 = Sup co-. Enfin, comme 
Oil 6q U8 

~lAu~l<lfl+Zla, I ~ +,~lu~l 
et 

2S lu~ ldx<~l f ldx+~ " Oa, o -o  dxi lu~ldx 
on obtient 

e~lAu, ldx< Ilfldx+CaIIgradu, ldx+ ~_~4 ~lfldx. 

Remarque 1. Lorsque f2 est convexe, alors co > 0  de sorte que c o - > 0  et 20 
d6pend seulement des a,. Dans le cas g6n6ral 20 d6pend de la courbure de at2 via to. 

Remarque 2. Comme on peut le voir sur des exemples tr6s simples, la solution 
du probl6me 

du 
~a i~+gu=f~- - ,  surf2, u = 0  su rE_  

G X  i 

n'appartient pas en g6n6ral ~t W 1' 1 (f2), mSme si f~C ~~ (O). On a ainsi obtenu la 
~ meilleure >> r6gularit6 possible. D'autre part si f e  WI'  t (f2) c~ L ~ (~2), alors u est 
born6 et ~t variation born6e. I1 en r6sulte q u e u e  WS'V(f2) pour tout 1 < p <  + ~  

1 
et tout s < - - .  

P 
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Remarque 3. Soit u, la solution de (1) pour f e H  1 (I2) (plus g6n6ralement, le 
laplacien pourrait ~tre remplac6 par l'op6rateur (-A)m). On montre (cf. D. BRfizIs 
[5]) que, pour tout point x o de 27_, il existe un voisinage co de Xo tel que u, reste 
born6 dans H 1 (co ca f2). 

Appendice H 
Dans deux articles [26] et [27] ILIN 6tudie le comportement asymptotique de 

U(Xl, x2, t), solution dans (f2= ]al, b~ Ix] a2, b2D x IR+ du probl6me 

(1) - cg--f Au + =f,  ulo~xtt+=O, 

(2) u(xl ,  x2, 0)=0  

(dans (1), f n e  d6pend pas de t). Les 6quations (1) et  (2) d6crivent le mouvemen t  
des vagues dans l'oc6an, /t condition de supposer que le terme provenant de la 
force de Coriolis est grand (voir [26] et [27] pour les indications bibliographiques). 
ILIN prouve que la fonction u(xt ,  x2, t) converge dans un sens faible vers la 
solution w(xt ,  x2) du probl6me 

Ow 
(3) - - = f ,  W(Xl, X2)=0. 

aXl 
Plus pr6cis6ment, on a 

1 ot s ) d s - w  L2(m (4) lim T ~  u ( - , . ,  =0.  
t--~OO 

Nous allons montrer que ce r6sultat peut se d6duire de notre travail, ce qui permet 

d'ailleurs de le g6n6raliser. L'id6e est de passer de l'6quation d'6volution ~ A u + 

B u = f  it une 6quation stationnaire de la forme (e~A + B)v =f.  Pour cela on com- 
mence par prouver un th6or6me Tauberien, qui est une version vectorielle, mais 
facile du th6or6me de KARAMATA. 

Th6or6me 2.A.1. Soit t--, u(t)  une fonction ddfinie sur ]R+ d valeur dans un 
espace de Banach X. On suppose que u est continftment ddrivable, nulle d l'origine 
et d croissance polynomiale. On note ~ (2) sa transformde de Laplace: 

oo 

a (2 )=  S e -a 'u ( t )  
0 

t 

et v(t) la fonction ddfinie par v ( t )=  lit ~ u(s) ds. Alors 
0 

1) Si v(t) est uniformdment bornde sur IR+ et converge fortement (respectivement, 
faiblement) lorsque t tend vers l'infini, 2 ~ (2) converge, lorsque 2 tend vers z~ro par 
valeurs re'elles positives fortement (respectivement, faiblement ), vers la m~me limite. 

2) Si 2 ~ (2) est uniform~ment born~e dans le demi plan Re 2__> 0 et converge 
fortement (respectivement, faiblement) lorsque 2 tend vers zdro, dans tout secteur 
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strictement contenu dans le demi plan Re z > 0,1 v (t) converge fortement (respective- 
ment, faiblement) vers la m~me limite. 

D6monstration. (On ne consid6rera que la convergence forte; la convergence 
faible se traite de la m~me mani&e en remplaqant la fonction u(t) par la fonction 
(u(t), 4) et la fonction a (2) par la fonction (a (2), O, ~ ~x*.) Par une int6gration 
par  parties on obtient la relation 

(5) 2f l (2)= ~e-~t2 t  u(s)ds d 0 . t ) =  ~e-a t2 tv ( t )d (2 t )  = ~ e - ' s v  ds. 
o \ t o  ] o o 

Dans ce dernier terme, on peut utiliser le th6or~me de Lebesgue pour passer ~t la 
limite et on obtient la premiere partie du th6or~me. Pour prouver la seconde, on 
remarque, que comme u(t) est assez r6guli~re, on a la relation 

s 1 t r + i A  1 

(6) I u (s) d s = lim ~ ~ e ~' 4 -  a (2) d 2. 
0 A ~  m ,g, 1 7 ~ a _ i A  ,L 

D6signons par F ,  la droite Re z =  tr. Comme 2 a (2) est uniform6ment born6e la 
1 1 

fonction e zt ~-  ~ (2)= e ~' -fz 2 ~ (2) est int6grable (au sens de Riemann) sur la 

droite F, ,  il vient donc 

(7) v( t )=  e ~' 2~(2) 2 

en posant  # = 2 t et g(2) = ;t a (2). 

- - - -  2ire r ! ~  2g d# 

On remarque ensuite, que l 'on a, pour tout t > 0, 

e ~ e ~ 
(8) S ~'z g(#/t) dp  = S ~ g(#/t) dl z. 

F~ t r~  

On peut alors ~t nouveau appliquer le th6or~me de Lebesgue et on obtient, en 
d6signant par  1 la limite de 2 a (2) lorsque 2 tend vers z6ro, 

(9) lim v(t) = _ !  e" ( I .--~. dlt~ l= l  
t-.o~ 2 in  \ r .  I ~ / 

car par  un calcul de r6sidus 6vident, on montre que 

2 ~ n ~  e" - ~ d # = l .  

On reprend maintenant les notations des sections precedents, on d6signe par V 
et H deux espaces de Hilbert (on note ((., .)) I1" II, ( ' ,  ") et ].1 les normes et les 
produits scalaires correspondants). On suppose que Vest  contenu alg6briquement 
et topologiquement dans H et est dense dans H. On identif ie/- /~ un sous espace 
de V* dual de V; on d6signera par A un op~rateur lin~aire continu coercif et 
auto-adjoint de V dans V* et par  B u n  op6rateur lin~aire continu de V dans H. 

1 Ceci signifie que pour tout e>0, on a lim D.u(2)]--l. 
Arg )-I <~12--~, 2"+0 
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On suppose que B, consid6r6 comme un op6rateur non born6 dans H, est positif 
et que la famille d 'op6rateur (eA + B) -  1 est 6quiborn6e, pour Re e > 0, dans L,e (H). 
Cette derni~re condition est automatiquement r6alis6e si B e s t  strictement positif; 
elle est aussi r6alis6e dans l 'exemple d'Ilin. On d6signe par  u(t) (t > 0) la solution 
du probl~me 

(10) Au'  +Bu =f, f e B ,  u(O) =0.  

On pose v ( t ) =  u(s) ds; on peut alors d6duire du Th6or~me 2.A.1 la pro- 
~ 0  

position suivante: 

Proposition 2.A.1. On suppose que (cA + B) - 1 converge dans ~ (H) fort (respec- 
tivement, ~w  (H)) lorsque et end vers zdro dans tout secteur du demi plan Re e > 0. 
On ddsigne par ~ - ~  cette limite (.~ est un prolongement maximal positif de B), 
alors v (t ) converge fortement (respeetivement, faiblement), lorsque t tend vers l' infini, 
vers ~ -  I f .  

D~monstration. II suffit d 'appliquer le point (2) du Th6or~me 2.A.1. I1 est 
6vident que u est continftment diff6rentiable; d 'autre part  en multipliant scalaire- 
ment  par  u l '6quation (10) on voit que l 'on a Ilu(t)ll < Ct, ce qui prouve que u(t) 
est ~ croissance polynomiale. Enfin, on remarque que 2 a (2) = (2A + B) - 1 f ,  en 
effet, en prenant la transform~e de Laplace de (10), on obtient 

(11) 2 A f t ( 2 ) + B a ( 2 ) = l  f 

soit (2A + B) (2a (2)) = f ,  et le r6sultat est imm6diat. 

Corol la ire  2.A.1. On d~signe par f ( t )  une fonction continue de IR+ d valeurs 
dans H, et on suppose que f ( t )  converge lorsque t tend vers l'infini vers f au sens 
suivant: il existe O> 1 tel que 

oo 1 t 12 
<,.> ?So:(S>.S-: .=< 

t 

Alors si A et B v~rifient les hypotheses de la Proposition 2.A.I, 1 S u (s)ds converge 
vers ~ -  l fi  t o 

D 6 m o n s t r a t i o n .  On introduit ul, solution du probl~me 

(13) A u ' I + B u l = f ,  ul(O)=O, z 

puis on pose 

w=liu s  s !i  ul s d' +i et g = f (s)  d s - f .  
t o  t o  

z L'6quation (10) admet une unique solution t--~u(t) qui se prolonge en une fonction 
analytique d6finie sur C ~t valeur dans V, pour le voir il suffit de poser h=ACru l'~tuation (13) 
s'6crit alors: 

h" + A-1/ZBA-11Zh= A-1/z f, 

(A-1/2BA -112 un ol~rateur born6 dam H); proc~der de m~me pour l'6quation (14). 
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I1 suffit de mon t r e r  que w converge vers z6ro. On remarque  que w est solution de 
l '6quat ion 

(14) A w ' + + A w + B w = g ,  w(O)=O. 

En mult ipl iant  pa r  tw et en notan t  ~ la constante  de coercivit6 de A, on obt ient  

(15) 

soit 

(16) 

ce qui donne en int6grant 

(17) 

Soit 

(18) 

1 d 
~- t ~ Ilwl[ z + ilwl[ 2 ~ t/or(g, w), 

d i ~ d t  (t Ilwl12)~ Ct 2 I g 

t 

t I[wll 2 ~ C~s 2 Ig(s)12 ds. 
0 

ct~ 

IIw(t)ll2 ~ t(l-O) S sOlg(s) l 2 ds 
0 

ce qui, compte  tenu de (12) donne le r6sultat. 

Applications. Bien entendu, on retrouve les r6sultats d'ILIN. On d6signe pa r  
us (21, 22) la solution dans f2 = ]a l, b 1 [ x ]a2, b z [ du probl~me 

0 U  e 
-~Au.+-d--~xl =J, u~10~=0. 

On sait que lorsque e tend vers z6ro, us converge dans L 2 (f2) for t  vers u, solution 
du problbme 

Ou 
(19) Oxl - f '  U(Xx, x2) =0 .  

I1 en r6sulte aussi t6t  que si u(xl, x2, t) est solution du probl~me 

(20) -- 0--t- A u + = f ( . ,  t), u ( - , . ,  0) = 0 

!i et si f ( t )  converge vers f au sens de (12), u(s) ds converge d a m  L 2 (~) vers la 
solution de (19). t o 

Plus g6n6ralement,  on peut  consid6rer un champ  de vecteur ~1 = (a 1, a 2 . . . . .  an )  , 

r6el de classe C a sur un ouver t  f2 de lR", alors si u est solution du probl6me 

( , ~  / 11 Ou ~ " 
(21) Ot ~ \ Oxj]]  i=1 - ~ x / + 2 u = f ( t ) '  

ulo4• u ( 0 ) = 0 )  

3 R e 2 > � 8 9  ' ai, j=aj,+ (l~i<n),(l<=j<n). 
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oil  ~-TS-~ atj  d6signe un op6ra teur  eUiptique, la  fonc t ion  u ( s ) d s  
I , J  �9 - L J . ~  

converge  dans  L 2 (~)  vers la  so lu t ion  du  probl~me 

n t3u 
(22) ~ = l a , - - ~ x + 2 U = f ,  u l ~ _ = 0 .  

On laisse enfin au  lecteur  le soin d '6noncer  des r6sultats  semblables  p o u r  les au t res  
exemples  trai t6s dans  les sect ions pr6cedents.  

Remarque.  Dans  les sections pr6c6dents on  s '6tai t  l imit6 ~t e r6el; ici il  est  
n6c6ssaire de consid6rer  e comme un n o m b r e  complexe  t e nda n t  vers z6ro dans  un  
secteur  du  demi  p l an  Re z > 0 .  Ceci est poss ible  sans grandes  difficult6s car  l 'op6-  
r a teur  A est au toad jo in t .  Pa r  exemple,  p o u r  &ud ie r  le cas des syst~mes s y m & d q u e s  
on  remarque  que les ma jo ra t ions  ( I 1 . 1 3 ) - ( I I . 1 5 )  res tent  valables  h cond i t ion  de 
r emplace r  e p a r  Re  ~. C o m m e  e reste dans  un secteur  on  en d6dui t  que le t e rme 
s8 qui  f igure dans  le second m e m b r e  de (I1.20) reste born6  dans  

L2(]0, 1[; ( H - '  (R"-  1)')). 

Enfin en u t i l i sant  le fai t  que C ( y )  est a u t o a d j o i n t  on voi t  que l '6nonc6 du  L e m m e  
II .4  reste va lable  p o u r  tou t  ~ complexe  ver i f iant  Re  z > 0 .  On te rmine  ensui te  la  
d6mons t ra t ion  c o m m e  dans  la Sect ion II.  

Bibliographie 
1. AG~NOVlC, M. S., Positive boundary problems. Dokl. Akad. Nauk. SSSR. 167, 1215-- 1218 

(1966). Traduit dans Soviet Math. 7, 539--542 (1966) 
2. BAm~OS, C., Sur un th6or6me de perturbation. C.R. Acad. So. (A) 265, 169--172 (1967) 
3. BARDOS, C., Probl6mes aux limites pour les 6quations du premier ordre. Ann. Sci. Ec. Norm. 

Sup. 3, 185--233 (1970) 
4. BOtmBAKL N., Espaces Vectoriels Topologiques. Tome 2. Paris: Hermann 
5. BR~ZIS, D., A paraitre 
6. Bgfizzs, H., Monotonicity methods in Hilbert spaces and some applications to non-linear 

partial differential equations. Contributions to Non Linear Functional Analysis. E. Zaran- 
tonello, ed. Acad. Press (1971), 101 -- 156 

7. BR~ZIS, H., Probl6mes unilat6raux. J. Math. Pures Appl. 51, 1 -- 164 (1972) 
8. CHAZARAIN, J., Probl6mes de Cauchy abstraits. J. Funct. Anal. 7, 386--446 (1971) 
9. FARIS, W. G., The product formula for semi-groups. Pacific J. Math. 21, 47--70 (1967) 

10. FRW.DR~CHS, K., Symmetric positive systems of differential equations. Comm. Pure App. 
Math. 7, 345--392 (1954) 

11. Ht~T, D., Ph6nom6ne de perturbation singuli6re. Ann. Inst. Fourier 10, 61--151 (1960) 
12. IKAWA, M., Mixed problems for hyperbolic systems. Pub. Res. Inst. Mat. Sci. Kyoto U. 

7, 427--454 (1971) 
13. KATO, T., Perturbation Theory For Linear Operators. Berlin-Heidelberg-NewYork: Springer 

1966 
14. LAx, P., & R. S. PmLLres, Local boundary conditions. Comm. Pure. App. Math. 13, 427-- 

455 (1960) 
15. LEVINSON, N., The first boundary value problem for 8A u d- A (x, y) u x -I- B (x, y) uy-I- C(x, y) u 

=D(x,  y) for small e. Ann. Math. 5, 428--445 (1950) 
16. LIoNs, J. L., Singular perturbations and singular layers in variational inequalities. Contri- 

butions to Non-Linear Functional Analysis. E. Zarantonello, ed. Acad. Press 523--564 
(1971) 



100 C. BARDOS, D. BR~ZIS & H. BR~ZIS 

17. OLEINIK, O., Linear equations of second order. Mat. Sb. 69, 111-140 (1966), Amer Math. 
Soc. Transl. Series 2, 65, 167--200 (1967) 

18. PETROVSKI, I. G., fiber das Cauchysche Problem. Mat. Sb. 2, 815--868 (1937) 
19. PHILLIPS, R. S., & L. SARASON, Singular symmetric positive first order differential operators. 

J. Math. Mech. 15, 235--272 (1966) 
20. SCHMIDT, G., Spectral and scattering theory for Maxwell's equations. Arch. Rat. Mech. Anal. 

28, 284-- 322 (1968) 
21. SIVASn~SKII, S. V., The introduction of 'viscosity' into first order linear symmetric systems. 

Vestnik Leningrad Univ. 25, 54-- 57 (1970) 
22. TROTTER, H. F., Approximation of semi-groups. Pacific J. Math. 8, 887--919 (1958) 
23. TROTTER, H. F., On the product of semi-groups. Proc. Amer. Soc. 10, 545--551 (1959) 
24. VISIK, M. I., ~g.L.A. LYUSTERNIK, Regular degeneration and boundary layer for linear 

differential equations with small parameter. Uspekhi Mat Nauk. 12, 3--122 (1957), 
Amer. Math. Soc. Trans. (20) 20, 239-- 364 (1962) 

25. YOSlDA, K., Functional Analysis. Berlin-Heidelberg-New York: Springer 1971 
26. ILIN, A. M., Sur le comportement asymptotique de la solution d'un problrme aux limites. 

Mat. Zametki. 8, 273--284 (1970) 
27. ILrN, A. M., Sur le comportement de la solution d'un problrme aux limites pour t---~oo. 

Mat. Sb. 81, 530--553 (1972) 
28. PHILLIPS, R. S., Semi Groups of Contraction, C.I.M.E. Equazioni differenziali astratte. 

Roma: Edizioni Cremonese 1963 
29. SMOLLER, J. A., & M. E. TAYLOR, Wave front sets and the viscosity method, Bull. Am. Math. 

Soc. 79, 431--436 (1973) 

Drpartment de Mathrmatiques 
Universit6 Paris-NORD 

Centre Scientifique et Polytechnique 
Saint-Denis, France 

et 

Drpartment de Mathrmatiques 
Universit6 Paris VI 

Paris 5 e, France 

(Refu le 28 Ddcembre, 1972) 


