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Introduction

On sait que si B est un opérateur linéaire positif de domaine D(B) dense dans
un espace de Hilbert H, il admet des prolongements maximaux positifs. D’autre
part on sait également que si A est un opérateur maximal positif, dominant forte-
ment B, 'opérateur ¢4+ B est maximal positif. Dans la premiére partie de ce
travail on montre qu'en faisant tendre ¢ vers zéro on définit des prolongements
maximaux positifs de B. Les résultats obtenus sont assez généraux, mais peu
précis, sauf dans le cas ol B est un opérateur sectoriel, I’extension de Friedrichs
permettant alors de décrire complétement la situation. On donne ensuite des
applications & des problémes d’équations aux dérivées partielles elliptiques. Dans
la deuxiéme partie, on considére une classe générale d’opérateurs différentiels,
les systémes symétriques. On montre alors que (e4+B+1)~! converge vers
(#B+ 1)~ ! dans H faible, ot Z est un prolongement maximal positif de

" é
B=L Ay

on caractérise ce prolongement (Théoréme I1.2). On étudie ensuite les équations
d’évolution associées & ces différents problémes. Bien entendu la démarche suivie
s’apparente beaucoup aux problémes des perturbations singuliéres (cf. HUET [11]
et LioNs [16]). L’étude du comportement de la solution u, de I’équation edu,+
Bu,={ au voisinage de Q2 n’est pas entreprise dans ce travail, elle conduirait a
des problémes de couches limites et de correcteurs comme dans LioNs [16] et
dans VIsIK & LYUSTERNIK [24].

1. Generalites

Soit H un espace de Hilbert sur €. On note (,) et |.| le produit scalaire et la
norme sur H. On désigne par 4 un opérateur linéaire de domaine D(A4) dense
dans H; on suppose que A est maximal positif; c’est-a-dire que I’on a

Re(du,u)20, YueD(4); (A+A)(D(4)=H, V1, Rei>0.
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On se donne d’autre part un opérateur B linéaire de D(A4) dans H, strictement
positif, i.e. il existe une constante >0 telle que on ait Re(Bu, u)=4d |ul?,
pour tout ue D(A). On suppose que A domine fortement B (cf. KaTO [13], p. 189
et suivantes) c’est-a-dire que pour tout ¢>0 il existe C(¢)=0 tel que 'on ait

|Bu|Z¢|Aul+C(e)|ul, VYueD(A).

11 est alors bien connu que &4 -+ B est un opérateur maximal monotone. Il existe
donc pour tout fe H un unique u,€ D (4) solution de ’équation

(L.1) eAu,+Bu,=f.

On se propose d’étudier le comportement de u, lorsque ¢ tend vers zéro. On
remarque d’abord que, comme B est strictement positif et de domaine dense, il
existe des prolongements linéaires maximaux et strictement positifs de B. Pour
mémoire on rappelle alors le résultat élémentaire suivant (cf. TROTTER [22], [23]):

Théoréme 1.1. On suppose que B, la fermeture de B, est maximal positif; alors,
lorsque & tend vers zéro, u, converge fortement vers u=(B)"'f.

Bien entendu les cas intéressants que [’on va étudier maintenant sont ceux
pour lesquels B n’est pas maximal. Pour fixer les idées, voici un théoréme direct.

Théoréme 1.2. On suppose que D(A*)n D(B*) est dense dans H, alors il existe
un ultrafiltre U convergeant vers zéro et un opérateur B prolongement maximal
de B tel que suivant U, (eA+B)~'f converge faiblement vers B~ f, pour tout
feH.

Démonstration. On pose £,=(c4A+B)™'. £, est un opérateur borné et on a
1
|J£|_S_—5~ pour tout £>0.

Soit d’autre part H,, ’espace H muni de la topologie faible et soit & (H, H,)
I’espace des applications linéaires continues de H dans H, muni de la topologie
de la convergence simple. On sait (cf. BourBak1 Chap 1V, §2, Th. I.1, Cor. 3)
que la boule unité de ¥ (H) est compacte dans & (H, H,). On en déduit qu’il
existe un ultrafiltre % convergeant vers zéro et une application linéaire continue
# telle que, pour tout fe H, £, f converge faiblement selon % vers £ 1.

Montrons que £ estinjective; soit / tel que £f=0: pour toutv*e D (4*) N D(B*),
on a, en posant u,=.2, f,

(1.2)  (f,v*)=(eAu,+ Bu, v*)=(u,, e A*v* + B*v*)=(L, f, e A*v* + B*v").

En passant a la limite dans (1.2), on obtient (f, v*)=0, Yv*e D(4*)n D(B¥).
Ceci prouve que f=0 car on a supposé que D(A4*)n D(B¥*) est dense dans H.
On définit 'opérateur & en posant: D(#)=Im ¢ et B=_¢"1; B est surjectif;
montrons qu’il est strictement positif; de la relation

(1.3) eAu,+ Bu,=f,

1 B étant positif de domaine dense, il est toujours fermable.
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on déduit, en multipliant scalairement par u, et en prenant la partie réelle, la
relation

(14) ' Re(f, £.(f))=Re(f,u,)20;
ceci donne en passant a la limite
(L5 Re(f, £(f))20, VfeH,

ou ce qui revient au méme Re (Zu, u)=0 pour tout ue D(%). Ainsi # est un
opérateur maximal positif. Pour terminer on montre que # prolonge B; pour tout
ue D(A) on écrit

(1.6) sAu,+Bu,=Bu+ecAu—cAu
soit
(%)) eA(u,—u)+B(u,—u)=—cAu;

. 1 .
on en déduit que |4, —u|<—- € |A4u| et donc que u, converge vers . On obtient

donc la relation u= ¢ (Bu)=%""*(Bu), ce qui prouve que I’on a Bu=%u pour
tout ue D(A).

A la suite de ce théoréme on est amené & envisager les questions suivantes.

1) Le prolongement maximal &£ ainsi construit dépend-t-il de 'ultrafiltre % ?

2) Est-il possible de caractériser ce prolongement?

3) La suite u, converge-t-elle non seulement faiblement mais aussi fortement
vers u selon % ?

Comme nous ne savons pas donner de réponse générale nous étudierons des
cas particuliers, essentiellement ceux qui proviennent de problémes aux limites
pour des équations aux dérivées partielles. Ce sont bien entendu les problémes
aux limites qui sont a 1’origine de ces développements.

Remarque I.1. Comme les opérateurs ¢4+ B et # sont maximaux positifs de
domaine dense —(ed+B) et —% sont générateurs de semi-groupes fortement
continus a contraction; aussi il est naturel de considérer les fonctions u,(z) et
u(t) solutions des équations:

(L8) u,+(EA+Bu,=f, u,(0)=u,
et
(1.9) u'+Bu=f, u(0)=u,,

et d’étudier dans quelles conditions u, converge vers «. En fait on peut ramener
cette étude 2 la situation précédente en utilisant les théorémes suivants.

Théoréme 1.3. Pour une famille C, (¢20) d’opérateurs maximaux positifs de
domaine dense dans H espace de Hilbert, les assertions suivantes sont équivalents:

() e *C: converge fortement vers e~ '°°, uniformément sur tout intervalle borné.

(ii) Pour tout AcC vérifiant Re A>0, (A+C,)~' converge fortement vers
(A+Co)~ .
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(iii) I/ existe un nombre complexe 1y, de partie réelle positive, tel que (Ao+ C,)~
converge fortement vers (Lo +Cgo) 1.

Théoréme 1.3'. Pour une famille C, (¢=0) d’opérateurs maximaux positifs dans
H espace de Hilbert les assertions suivantes sont équivalentes:
@) Pour tout (x, x¥)e Hx H, t — (e~ x, x*) converge vers t—(e™*® x, x*)
dans L* (R ;) faible *.

(i) Pour tout AeC vérifiant Re A>0, (A+C,)~! converge vers (A+Cy)™* dans
2 (H, H,) (muni de la topologie de la convergence simple).

(iii) 1! existe >0 tel que, pour tout AeC vérifiant Re A2 w, (A+ C,)™! converge
vers (A+Cy)~ ! dans % (H, H,).

Le Théoréme 1.3 est du & TROTTER [22] et on en trouvera une démonstration
détaillée dans KaTo [13], p. 502, Th. 2.16; donnons une bréve démonstration du
Théoréme 1.3'. De la formule

(A+C) ' x,x*)= (f e e xdt, x )

(1.10) >

= [e * (e x,x*)dt, V(x,x*)eHxH,
0

on déduit (i) de (i). D’autre part il est évident que (ii) implique (iii). Montrons
enfin que (iii) implique (i). On pose, pour ¢ 2 (R),

D(—N)=—— j Pt dt.

On a pour 0'>w

o' +ico
lim j(e"c‘x x*)p(Hdt=1lim j" (A+C) 'x, x*)d(—)dA
(111) g0 0 o' +ic &0 o' —iwn
= _[ (A+Co) 'x, x*)o(=NdA= _[(e"c"x x*)p(t)dt.
' +iwo
En effet I'intégrale | ((A+C)™! x, x*) #(—2) dA est uniformément con-

w’— i
vergente (cf. CHAZARAIN [8]) et on peut appliquer le théoréme de Lebesgue. Ainsi
(e~ *C= x, x*) converge dans 9'(R,) vers (e~*°° x, x*). Comme (e x, x*) est
borné dans L®(IR,), on en déduit que (e *C x, x*) converge vers (e~*¢° x, x*)
dans L* (IR ) faiblement.

Voici maintenant des exemples simples.

Exemple I.1. Cet exemple généralise un peu les résultats existant sur les per-
turbations singuli¢res des problémes aux limites elliptiques (cf. HUET [11], etc.).
Pour caractériser le domaine de # on utilise I’extension de Friedrichs de B. On
trouvera un exposé treés clair de ’extension de Friedrichs dans le cas ou B n’est
pas autoadjoint dans FaAris [9]. On suppose donc que 'opérateur B est sectoriel,
C’est-3-dire qu’il existe une constante ¢>0 telle que l'on ait

(1.12) |Im(Bu,u)|=cRe(Bu,u), VYueD(A)=D(B).
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L’extension de Friedrichs de B est alors caractérisée par Ia donnée d’un espace
de Hilbert ¥ et d’un opérateur linéaire continu # de V dans V' * antidual de V
tel que

(i) D(B)c V< H chaque espace étant dense dans le suivant.

(ii) Be £ (D(B); H) se prolonge par continuité en Popérateur Ze L (V; V'*).
Comme d’habitude on injecte H dans V' * et on note également & la restriction de
# a H (i.e. Popérateur #|, défini par

D(B|y)={ueV|BueH}, Rlyu=3Ru).
On a alors la proposition suivante.
Proposition 1.1. On se place dans la situation de I’Exemple 1.1. et on suppose
que D(A) D(A*) est dense dans V (ceci est automatiquement réalisé par exemple

lorsque D(A)=D(A%)), alors (eA+B)~' converge dans V vers B~ 'f pour tout
feH.

Démonstration. On note ||| la norme de V et ||+||* la norme duale de V*.
Par construction, il existe deux constantes « et M strictement positives telles que
I’on ait

O 2lep.vnsM,
(i) «flul|*<Re(Bu,u), VYueV.

On multiplie alors scalairement 1’équation 4 u,+ Bu,=f par u, et en prenant la
partie réelle, on voit que (¢e4+B)~! est borné dans .# (H, V). Suivant un ultra-
filtre %, (eA+ B)™! converge dans Z(H, V,) vers un opérateur C.

Pour tout ve D(A)n D(4*),on a

(1.13) (f,v)=(eAu,+Bu,, v)=¢(u,, A*v)+(Bu,, v).
En passant 3 la limite, on obtient
(I.14) (f, v)=(BCf, v).

Comme Ze.Z(V, V*) et comme D(A)~ D(A4*) est dense dans ¥ on en déduit que
BCf=f, soit que C=2""1. 1l en résulte en particulier que la famille (e4+B)!
toute entiére converge dans % (H, V') faible vers 2~ . Pour établir la convergence
forte on écrit

(L15) Tima|u,—u|®<lim Re(B(u,—u), u,—u)< —Re(Bu, u)+1lim (Bu,, u,)
£—0 &—0 e—+0

d’apres la convergence faible de u, vers u. Mais comme eédu,+ Bu,=f=%u, on a

Re (Bu,, u,)<Re (Bu, u,), soit

(1.16) lim Re(#u,, u,)=Re(Zu, u).

=0
Ceci termine la démonstration.

Exemple I.2. On suppose que I’opérateur A est autoadjoint et que I’opérateur
B s’écrit sous la forme B=iC+4, ot C est un opérateur symétrique positif. On
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introduit ¥ extension de Friedrichs de C (C est trivialement sectoriel car on a
Re(Cx, x)20, Im(Cx, x)=0!); ¥ est un opérateur autoadjoint, et on a la

Proposition 1.2. Dans la situation de Pexemple 1.2, (eA+ B)~1f converge dans
D(%1%) vers (i% +6) " 'f pour tout feH.

Pour démontrer cette proposition on considére I’équation e4u,+iCu,+du,=f,
que I’on multiplie par u,; en prenant successivement la partie réelle et imaginaire
de ce produit scalaire, on obtient la majoration

”ue||n(~z’l/2)§M [fl

On procede ensuite comme dans 'exemple 1.1, en laissant les détails au lecteur.

Soit £ un ouvert de IR”, de frontiére 0Q et v 1a normale extérieure & 0Q. De
I’exemple 1.1 on déduit en particulier que u, solution de
du,

ed*u,—Au,+lu,=f dans Q(A=0), 0= s

=0,

on

converge dans Hj(Q) vers u, la solution de —Au+Aiu=f dans Q, u|,,=0. De
méme v, solution de

ov,
v

ed*v,—idv,+Av,=f dans Q, v,lpn= =0,

on

converge dans H{(Q) vers v solution de —idv+Av=Ff, v|,o=0.
Enfin, en utilisant le Théoréme 1.3, on voit que «,(¢), solution de

aa—l:‘+sA2ue—Aus=f, fel'(R*; 2(@)
du
1.17 Ulsaxr, =—— =0
( ) |an R av JXR.
ue(x’ 0)=UO(X),
converge dans C(R , ; L?(2)) vers u(t), solution de
du
(1.18) W—Au:f, Ulaxr, =0, u(x,0)=uy(x).
De méme v,(¢), solution de
%vti+aA2ve—-iA v,=feL'(R*; }(Q))
v
1.19 v laoxr, =—>— =0
( ) Ib.Q R av xR,

vz(x’ 0) =0y (X),
converge dans C(RR . ; L2(Q)) vers v(?), solution de I’équation de Schrédinger

(1.20) g—‘t’—mu=f, Vlsaxm, =0, b(x,0)=00(%).
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On remarquera que dans le passage de (1.17) a (1.18) opérateur d’évolution
eA+ B, générateur d’un semi groupe reste générateur d’un semi groupe, tandis
que dans le passage de (1.19) a (1.20) le générateur d’un semi groupe devient par
passage 2 la limite générateur d’un groupe unitaire. Ceci se produit en particulier
parce que — A défini sur Hj(Q) n H?(Q) est un opérateur autoadjoint et positif;
ce sont ces propriétés de régularité qui permettent de prouver que v,(f) converge
vers la solution de (I.20). Dans la section suivante on se propose d’étudier une
classe d’opérateurs B beaucoup plus généraux, positifs mais ne possédant pas en
général de propriété analogue a (1.12), pour laquelle nous ne prouverons que des
résultats de convergence faible. De plus (cf. Exemples I1.3 et I1.4) nous n’obtien-
drons jamais 1’analogue de la situation (I.19), (1.20) (passage d’un semi groupe
a un groupe).

I1. Perturbations Singulidres des Systémes Symétriques

Soit Q un ouvert de R” de frontiere dQ assez réguliére (C' par morceaux).

On considére sur Q 'opérateur différentiel L=} 4, 75 o les A; sont des matrices
i

hermitiennes de classe C' sur Q. La normale extérieure 2 8Q v=(v,, v, ..., ¥,)

est définie presque partout sur 02 et, d’aprés la formule de Green, on a pour tout
ue(2 Q)"

(11.1)? (ZAig—::, u) =4[ (v- Au,u)do—1((div A) u, u)
i o0
ou
divA=Zzii et v-A=) v A4,
i=1 0% i=1

On suppose que [[divA4 | eL®(R) et on déduit de la formule (II.1) que, pour
tout 6>1% sup ||divA |, 'opérateur B défini par D(B)=(2(Q))", Bu=Lu+5u est
0

strictement positif dans H=(L*(Q))".

On introduit alors les operateurs B,,,, C, Cg., définis par: D(B,.)=
D(Cru)={ucH, LucH}, D(C)=D(B)=(D(Q)" Bpaxtt=Lu+u, Cu=L*u+
ou, Copt=L*u+5u, ot L* désigne I'adjoint formel de L. C’est un opérateur
positif et on verifie les relations B*=C,,,,, C*=B,,,; d’aprés le Théoréme 5 de
PHiLLIPS [28] (pp. 26—33), il existe des prolongements maximaux positifs %
vérifiant Bc #Z<B,,,,.

Les prolongements maximaux positifs sont donc liés 4 des conditions aux
limites rendant positive I'expression | (v- Au, u) do.

é0

On dit qu'un sous-espace U de C™ est maximal positif pour une matrice
hermitienne mxm M si (i) U est positif c’est-a-dire (Mu, u)=0 pour tout ueU.
(ii) Quel que soit V sous-espace de €™ contenant strictement U, il existe veV
vérifiant (Mv, v)<0.

2 On note par le méme symbole le produit scalaire euclidien dans C™ et le produit scalaire
dans (L2(Q))™.



76 C. BArDOS, D. Brézis & H. Brézis

Exemple. Toute matrice hermitienne M décompose canoniquement I’espace
C™ en la somme de trois sous-espaces stables M, M_, M, engendrés respective-
ment par les vecteurs propres associés aux valeurs propres, strictement positives,
strictement négatives, nulles; U=M, ® M, fournit alors un exemple de sous-
espace maximal positif.

LemmeIlL.1.> (i) SiU est un sous-espace maximal positif, il contient My=Ker M.

(ii) Pour tout sous-espace maximal positif U de M on a I’égalité dim U=
dim M, +dim M,

Démonstration. On remarque d’abord que pour tout ue U et tout £e M, on a
Re(M(u+&),u+&)=Re(Mu,u)+Re(Mu, &)=Re(Mu,u)=0;
donc M, < U, ce qui prouve (i). On introduit I’espace
V=(MU)) ={veC"|(Mu,v)=0,YVueU};

V est un sous-espace négatif. En effet si ve V appartient 3 U, on a (Mv, v)=0 et
sivg¢V, on a (Mv, v)<0; sinon le sous-espace U @ {Av} serait positif et contiendrait
strictement U, ce qui contredit la maximalité de U,. Désignons par m,, m, et m_.
les dimensions de M, M, et M_; comme U est positif, Un M_={0} et on a

dmU+m_Sm, +my+m_=m.

Comme KerMc U, on a dim V=m—dim M (U)=m~— (dim U—my).

En utilisant la relation M, nV={0}, il vient m—(dimU—my)+m,<m;
d’ott finalement my+m, SdimUZmy+m,.

Soit xedQ tel que 92 soit de classe C* (k=2) dans un voisinage de x. Il existe
donc 8 voisinage ouvert de x et T difféomorphisme de classe C* de 8 sur T(0)
ouvert de IR" tel que

TONQ)={y=3,y),0<y,<1}, TONID={y=(, D}

On pose y=Tx et on suppose que x—T,x=y, est normalis¢é de maniére &
vérifier |grad T, | =1 sur 8§ n Q2 ce qui entraine que 87,/0x;=v; sur 6 N Q.

o, |
ox;’
avec v - 4 sur 02 et elle décompose €™ en la somme directe de trois sous-espaces
(vTA) 4, (vT4)_, (vTA),, respectivement strictement positifs, négatifs, et nuls pour
vT A et stables par vT4. On note P*, P~ et P° les projecteurs orthogonaux sur ces
espaces.

n
Sur 8 n Q on considére la matrice hermitienne v7 - A=Y 4, elle coincide
11
i=1

Définition IL.1. Soit w<Q un ouvert de Q et, pour tout xew, X(x) un sous
espace de €™. On dit que I'application x — X(x) est de classe C* si dimX(x)=r

3 Ce résultat est vraisemblablement connu, mais nous ne I’avons pas trouvé dans la littérature.
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est constante sur w, et §’il existe A(x)eC*(w, £ (C™) telle que A*(x) A(x)=1
pour tout xew et X(x)=A(x) C" (ou C" est identifié avec ’espace des ue C™ tels
qQUE Uy 4y =Upyy =" =, =0).

Remarque II.1. S’il existe une base orthonormée by, ..., b,(x) de X(x)
(b:e(C*(w))™, l'application x — X (x) est de classe C* (complétion d’une base de
X (x) en une base réguliére de I'espace).

Remarque IL.2. Si A(x) est de classe C¥, le projecteur orthogonal sur X(x),
Py () appartient & C*(w, £ (R™)).

Définition IL.2. On dit qu’un point x,€0Q est C* régulier si

(i) 09 est de classe C* sur un voisinage de x,,

(ii) il existe 8 et T comme ci-dessus tels que les applications x — (vT4) . (x)
et x— (vT4)_ (x) soient de classe C* sur §n0Q.

Le lemme suivant fournit un critére simple permettant de vérifier la régularité
d’un point x,.

Lemme II.2. On suppose que (i) est vérifié et qu’il existe un voisinage 0 de x,
tel que les A; soient de classe C* sur 6 ~ Q. Si toutes les valeurs propres de (v - A)(x,)
sont distinctes et non nulles, x, est C* régulier.

Démeonstration. En choisissant 0 assez petit, on peut supposer que les valeurs
propres de (vT - 4)(x) sont encore distinctes et non nulles sur 8 ~ 2. Ce sont donc
des fonctions de classe C*. On introduit alors une matrice unitaire A(x) de classe
C* telle que A~! (vTA)A=D soit diagonale, les sous-espaces D, et D_ étant
indépendants de x. On a alors (vT - A), (x)=A4(x) D, et (vT - A)_(x)=A(x) D_.

Remarque I1.3. 1l résulte de la définition d’un point C* régulier que si x, est
C* régulier, il existe A (x)eC*(0n Q, Z(R™) telle que pour xe8n 2 on ait

(IL.2) A A =I et A™1(x)TA)(x) A(x)=A(x)
A* 0 0

ot dsécrit{ 0 0 0
0 0 4

Lemme I1.3. Soit ue H tel que Lue H; alors au voisinage d’un point C' régulier
de 09, les traces P u sur 0~ 6Q sont définies (dans H ™ 2(0 n0Q)) et on a, pour
tout ve(2 (Q))™ a support dans 0, la formule de Green

11.3) (Lu, 0)+(u, LY 0)=<{P* u+P u,(v- A)vdgu2 g-va.

Démonstration. On remarque d’abord que si uc H et Luc H, il en va de méme
pour ®u, e P (). On se raméne donc 3 une fonction u & support dans un voisinage
convenable de x. En introduisant le difféomorphisme 7 défini ci-dessus et en
posant y=Tx, t#(y)=u(T"'y), la relation Lu=h devient

od
oy,

~ n—1
(IL4) o7 - A)gTu(Tx)+ ingi(x) (Tx)=h(x)
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ol

Bi()= ¥, 4001 (),

Posons v(»)=A"Y (T~ 1y)di(y), I’équation (I1.4) devient

(1IL.5) T A)(x) A(x) a (Tx) hy
soit
(11.6) A(T™ 'y

soit enfin, pour 1 Sj<m, et pour my +my+1<5j<m,

dv;

(IL7) o

n—1 n a
W+ Y ¥ dis) 52 ) =hs,
i=1 k=1 Vi

car A% et A~ sont inversibles. Ces relations sont vérifiées au sens des distributions,
mais comme v est nul en dehors de 7'(supp &), elles s’étendent de fagon évidente
aG={y=(, y,), O<y,<1}. On en déduit que, pour 1 <j<m, et my +my+1=

jS<m, v;eL*(0, 1; L*(R*"1)), 3y, eLZ(O 1; H-'(R"™Y)). Donc v; admet une

traceeny,=1dans H " V2(R*"1).Or P u=A(x)Q* v(Tx)etP " u=A(x)Q~ v(Tx),
ol OF et O~ désignent les projecteurs sur les sous-espaces positifs et négatifs,
canoniques de 4. La formule de Green s’obtient de maniére standard a partir des
relations (IL.5) et (IL.7) en notant que {P°u, vTA4v>=0.

Corollaire II.1. On suppose que x— X(x) est de classe C* sur un voisinage
0noQ de x,€0Q, point C' régulier. Alors si X(x) est un sous-espace maximal
positif de (v - A) (x) pour xeB N 0Q, on peut donner un sens a 'expression ulgp0€X
pour tout ue H vérifiant Lue H.

Démonstration. La relation ue X s’exprime par 1’équation
(1L8) (I=Projy)u(x)=M(x)u(x)=0 sur 0n0oQ.

M (x) appartient 3 C'(60Q; £ (C™), il définit donc un multiplicateur dans
(H™2(0noQ))". La relation (I1.8) sécrit aussi M(x) (P u(x)+P~ u(x)+
P°u(x))=0, soit encore

(11.9) Mx)(P*u+P u)=0.

En effet, comme X(x) est un sous-espace maximal positif de v- 4, on a
Ker(v- A)(x)=P°(C™)=X(x) ou encore M(x)P°(x)=0. L’égalité¢ (I1.9) dans
(H Y2 (0Q ~ 0))™ définit la relation u(x)e X (x) sur 6 N oQ.

Soit x - X(x) une application C' par morceaux de 02 dans les sous-espaces
de €™ telles que, pour tout x, X'(x) soit un sous-espace maximal positif pour la
matrice v - 4. On peut alors définir les opérateurs %, et # en posant

D(Bo)={ue(2(Q)"|u(x)eX(x) p.p.sur 0Q}, Bou=Lu+su,
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D(#)={ueH| Lue H, u(x)e X(x) au voisinage de tout point régulier}, et Bu=
Lu+du. Bien entendu on a BcB,=H; B, est un prolongement positif de B
et # est un prolongement fermé de %,.

L’opérateur #§ défini par
D(BY)={ue(D@)" | (VA u(x), Ey=0, Ve X(x), p.p. sur 42}

et BY=L*u+du est positif; (#%)*=B (utiliser le Lemme I1.3); ainsi d’aprés le
Théoréme 5 de PHILLiPs [28] il existe un prolongement maximal # de B, vérifiant
Boc BB Si B est positif, ce prolongement est unique; ceci est réalisé dés que
#=2A,; on dira alors que & est régulier. La positivité et la régularité de & ont
été étudiées par de nombreux auteurs (FrRIeDRICHS [10], Lax & PHILLIPS [14],
BarDOs [3]); elle est en particulier assurée lorsque tous les points de 0Q
sont C! réguliers et lorsque I'application x — X(x) est de classe C*! (mais aussi
dans d’autres cas cf. bibliographie ci-dessus). Enfin il est bon de noter, en utilisant
ce qui précéde, que lorsque tous les points de dQ sont C! réguliers, Iopérateur
défini par D(#)={ucH| LucH, P~ u|,q=0} vérifie la relation #=%,.
Voici maintenant le résultat essentiel de cette section. On suppose que @ est
un ouvert de classe C2°; on désigne toujours par L= ZAiTa—)—C-
i=1 i
symétrique du premier ordre, a coefficients dans C!(Q). Soit d’autre part

E= Y a,D" un opérateur fortement uniformément elliptique (cf. Yosipa [25]
lajs2s

p.'176). On suppose, pour simplifier, que a,eC* () pour tout a. On désigne
également par E 'opérateur défini par D(E)=(H**(Q)n Hy(Q))", Eu= ) a,D*u.
On appelle enfin u, la solution du probléme lel=2s

un systéme

(IL.10) eEu,+Lu,+Au,=f, A>0assezgrand, feH.

Théoréme IL.1. Tout élément u de H, limite faible d’une suite u,, (g,—0) de
solutions de (11.10), vérifie les relations Lu+ Au=fdans Q et P~ u|;,=0 au voisinage
de tout point x,€0Q, C>* régulier.

Démonstration. 11 est d’abord évident que u, reste borné dans H et que 'on a
Lu+Au=f au sens des distributions. En multipliant (II.10) par u, et en utilisant
I'inégalité de Garding on obtient*

(IL11) ellu,)2=C.
Par interpolation entre (H§(Q2))™ et (L*())™, on en déduit
(IL12) eS|, £C, etdonc [Lu,|z<Csye™ >,

En utilisant (I1.10) et la régularité de Popérateur E, il vient

(14l
(IL13) lugls < Cae O F79),

4 On désigne par ||+, l1a norme dans I'espace (H*(2))™ et par C; différentes constantes
indépendantes de e.
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Pour 0<#n<1 on a enfin
(- (1t

(I1.14) "us”2s(l ~m+sy=Cs e e
En faisant n=1/s dans (I1.14) il vient
(IL.15) lugllzs- 1 SCoe™ 7129,

Soit x,€0Q un point C2* régulier, on introduit le voisinage 6 de x, et le
difféomorphisme T: 8 - T(0); Soit ®eZ(IR") une fonction égale 4 1 dans un
voisinage de x, et nulle en dehors de 6. De (11.15) on déduit que

g.=¢E(pu)+L(pu)+Aidu,

reste borné dans H lorsque ¢ tend vers zéro.

Désignons maintenant par g, et i, les fonctions g,(T "' y) et $(T ™1 3) u, (T~ 1 ).
On a la relation

UL16) & ¥ G0)D i +v" - AT y) o~ a"’ +2A(y =3,
la| 25
soit
2s ~ ~
aa“%ﬂu(r‘y)%“i
(IL17) W Pr

) _Aas—e 2 ﬁa(y)Daﬁe=Es’
i=1 i a+(0,0...25)
avec a,,(—1)°=ZC,>0 sur T(0 N Q).

Griace & (IL15), on voit que h, demeure borné dans L*(0, 1; (H~*(R"~1)™).
On pose 7, (»)=A" (T~ 'y)ii,( y) comme dans la Remarque II.3. L’équation
(I1.17) devient

2s

5 0P
~ -1 5 T -1 L=
(I1.18) ed, A(T™'y) a7 Bt (- AT 9) 5=k

La fonction k, peut s’écrire sous la forme

(11.19) E,=h,—By(y)ii,—¢ Y C (y)

p<2s

On applique aux deux membres de (I11.18) 'opérateur A~ (T ~'y) et on divise par
(—1)*a,,; on obtient

%9, A(T“y) a5, A~ YT 'y

11.20 1)° -k,

( ) ( ) a zs ( 1)352s ay'l ( 1) a2s

On applique alors opérateur O~ (cf. Lemme (I1.2)); Q™ commute avec 4(T ™ 'y)

et est indépendant de y. Ceci donne

2s

I1.21) e(—1)° aay“ 0 5,+C(y) —;y— Q™ B,=s.(y)

avec

ATy ) 0TATT)

c=2L 0 L2 Vg,
=73, —D'a,
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On pose enfin w,=Q~ §,; C(y) opére dans @~ (C™). On notera également C(y)
sa restriction 3 Q~ ((D'") c’est un opérateur strictement négatif, c’est-a-dire,
vérifiant la relation (C(y) ¢, &)< —6 |¢£|* pour tout £eQ™ (C™). D’autre part
l’application y— C(y) est de classe C! de T(6nQ) dans Z(Q (C™)). Elle se
prolonge donc en une application encore notée y — C(y) de G={(¥, y,), 0<y,<1}
dans Z(Q~ (€C™). On notera r la dimension de Q™ (C™). L’application y — C(»)
peut étre choisie de classe C' et strictement négative. La relation (I1.21) s’écrit
alors sous la forme

(11.22) e(—1)*

2s
a 2s

Comme w, et s, sont nuls en dehors de 7(8 n Q), on peut, sans difficultés, pro-
longer (I1.22) & G tout entier. On observe enfin que 'on a

(I1.23) P u,(X)|gron=A(T" ! w(y) IT(onan) =0.

Pour prouver que P~ ul;,=0, il suffit donc de passer a la limite dans (I1.23)
ou de prouver que w(y, 1)=0 (dans (H~'/?(IR"" "))’ par exemple). D’apreés les

w +C(y)

6 S

ow,
OVn
L2(10, 1[; (H ™" (R"™1)"). Pour cela on remarque que, d’aprés (I1.19) et (11.15),
s, reste borné dans L2(J0, 1[; (H ~))"). 1l suffit donc enfin d’établir le lemme
suivant.

LemmeIL.4. Soit y — C(y) une application de classe C* de G={(¥, y,), 0<y,<1}
dans & (C"). On suppose que C(y) est strictement négatif. Soit d’autre part u, une
Jfonction appartement a (H3(G)Y, nulle au voisinage de y,=0. On suppose que u,
est borné dans (L*(G)) et que

v,=g(—1)° o E+C(y )

a 2s yﬁ

est borné dans L*(10, 1[; (H ™' (R"~1))"); alor.

L2(10, 1[; (H ~ (R*™1Y)).

Démonstration. On désigne par 4 le laplacien en les variables (yy, ..., Y, 1)
et on pose

%("yn)#ﬂ—ﬁ)ws(-,yn) et v, y)=(u—Ah(,y)

(1>0 assez grand, & déterminer dans la suite de la démonstration). On note | ||
la norme définie sur (' (R"~ 1)) par
Hu(yn)llz=m,f_1 ((u—AD)u,u)d5.
On a
(11.24) (=1

2s~1
a 2s

6 Arch. Rational Mech. Anal., Vol. §3

et (=D w,+CO)u— D w,=(u—A) b,
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Comme v, est borné dans L?(J0, 1[; (H~"(R""!))y), h, est borné dans
L*(10, 1[; (H* (R*~1)Y). On a, en notant également (,) le produit scalaire dans
L@y,

625 1

5( 1y 1(a T Dwaw,) dy,

1 - as 1 as~
. —A 2 e d n
(11.25) §(ayn n )a =T We G W) Y
1 s—l s 1
=5 (=B e D o w, ) 20

car d’'une part w,e H3"1(G), donc ses s—2 premiéres dérivées sont nulles sur G,
et d’autre part w, est identiquement nulle au voisinage de I’hyperplan y,=0,
De méme on a

1
"g(C(,V)(H—Z)Wg, w )dyn

(11.26) -] ( W(COIWaw)- 3 (C( )2¥e

_ ac(y) 6we)
1;1( oy; Yo 0y; 4

Comme C est un opérateur strictement négatif, de classe C!, on déduit de
(I1.26) I’'inégalité

ow, aw)
dy;” oy,

—I(C(y)(u Awyw)dy,= Iu5IW( Y L2 crn- 1y 4 Vn

+ j6 ”Wa('s yn)”(Hi(Rn-l))rdy,,
(I1.27) o
—Cl(.)“Ws(" yn)l(Lz(R"'l))r : "Wg(‘, y,.)"(yl(nn—1))r dy,,

1
2, [ 1wyl oy 43,

(& condition de prendre yu assez grand, C, est alors une constante strictement
positive, indépendante de ¢).

En multipliant scalairement (IL24) par w,(-, y,) dans (L>(R"" Y)Y, et en
intégrant de 0 & 1, on obtient, compte tenu de (I1.25) et (I1.27), P'inégalité

1
6[ w.(-, yu)"%H‘(R”“‘))" dy,
(11.28) 1

..S__C'Z' ”we“Lz(]O, 1GEI(Rr-1))) ” he“L’(]O, 10 (HY(R?- 1))
Ceci termine la démonstration du lemme.

Corollaire IL.2. On suppose que les hypothéses du Théoréme 11.1 sont vérifiées
et que de plus, Iopérateur # défini par D(B)={ueH,LucH; P u|,n=0 au
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voisinage de tout point C** régulier}, Bu=Lu+ Lu est positif (il est alors maximal
positif). Alors u,, solution de ¢Eu,+Lu,+Au,=f, converge dans H faible vers
Punigue solution ue H du probléme Lu+ Au=f, P~ ul,o=0 au voisinage de tout
point régulier.

Compte tenu de ce qui précéde la démonstration de ce corollaire est évidente,
nous la laissons au lecteur; de méme nous laissons au lecteur le soin d’énoncer,
en utilisant le Théoréme 1.3' un corollaire pour I’équation d’évolution

du,

dt

+eEu,+ Lu,=f.

Remarque I1.4. On peut bien entendu remplacer ’opérateur L par I'opérateur
L + K ou K désigne un opérateur fortement dominé par L et positif, ou tout simple-
ment borné. Les résultats ci-dessus restent alors valables (prendre A assez grand).
De méme si L est un opérateur strictement positif sur D(E), on peut considérer u,,
solution de ’équation eFu,+Lu,=f, et procéder comme ci-dessus.

Nous avons énoncé et prouvé le Théoreme I1.1 dans un cas assez simple, de
maniére & dégager les hypothéses essentielles et les différentes étapes de la dé-
monstration. Voici une généralisation pour des systémes elliptiques (il est bien
sir possible de construire d’autres généralisations; ¢f. Remarques I1.4 et I11.6).

On désigne par e(-, -) une forme sesquilinéaire continue et coercive sur
(Hs (@)™,

e(w,v)=[( Y E; ,D’u,D"v)dx
2 |d|=s

7ISs

dont les coefficients Ej; , sont des matrices m x m, supposées de classe C® pour
simplifier. On note E I'opérateur non borné dans H défini en posant

D(E)=(H*(@nHyQ)" et Eu= Y (-1)'D'(E, ,D’u)= Y E,D*u.
& i
On suppose que dans un voisinage de 0Q les matrices E, sont hermitiennes,
pour |a|=2s; on introduit la matrice

E,= Y (—DEy (=1 v3...v)
lel=2s
définie sur Q. D’aprés la coercivité de la forme e(,) cette matrice est définie
positive. On note E}? son unique racine carrée définie positive. La matrice
(E,L),=E;'2(v. A) E;1/% est également hermitienne, elle décompose €™ en la
somme de trois sous-espaces stables (E, L)}, (E, L)?, (E, L); , auxquels on associe
les projecteurs Py, P2, P;. En tout point xedQ on introduit I’espace

X(x)={¢eC™ Pz E}? =0} =E; Y2((E, L)} @ (E, L)?)

Cet espace est positif pour la matrice v- A, de plus d’aprés la loi d’inertie de
Silvester, on a dim X (x)=dim(v - A), +dim(v - 4)y; on déduit alors du Lemme
I.1 que X(x) est maximal positif. Enfin il est facile de voir qu’au voisinage de
tout point xedQ C2* régulier, X (x) est de classe C>*.

6*
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Théoréme I1.2. On désigne par u, la solution du probléme (11.29) ¢Eu,+ Lu,+
Au,=f(feH, A réel positif assez grand). Alors tout élément u de H, limite dans H

faible d’une suite u, de solution de (I1.29), vérifie les relations:
() Lu+iu=f

ar3o .. - s . 2s s 1S

(i) Pz EY?ul,0=0 au voisinage de tout point x€dQ C**° régulier.

Démonstration. La démonstration débute par des majorations a priori qui
s’obtiennent comme dans la démonstration du Théoréme I1.1. Ensuite on localise
et on introduit le difféomorphisme T de maniére a obtenir la relation

o254
ayks

(IL.31) e(—1)°ET +OT- AT y)

o, ~
Y =h.

ol

Ef=(-1r ¥ EJT(52)"

la|=2s i=1
Sur un voisinage convenable de x,€0Q, ET est définie positive et prolonge E,.

On pose w,=(ET)"? i, et on obtient

625"4'}8 T\~1/2, T T\—1/
Tt ED T 0T ED

2 aws =~

(11.32) e(—1) oy =k

On est ainsi ramené 4 une équation analogue & (I1.17) ot v' 4 est remplacé par
la matrice (ET)™ /2 (vT. 4) (EN)"Y/2=(E, L),r. Cette matrice décompose C™ en
(E, L)}1, (E, L);r et (E, L)%; on montre que ces sous-espaces varient réguliére-
ment, ce qui permet de réduire (E, L), 4 la forme

4T 0 0
0 0 0
0 0 47

On en déduit comme dans la démonstration du Théoréme I1.1 que Pz W], -;=0,
c’est a dire Pz E}?u|,o=0, au voisinage de x,.

Corollaire I1.3. On suppose que les hypothéses du Théoréme 11.3 sont vérifiées
et que de plus Uopérateur % défini par D(B)={ueH| LueH, Pz E}'*u|;,=0 au
voisinage de tout point régulier} est positif, alors u,, solution de (11.29), converge dans
H faible vers la solution unique du probléme Lu+Au=f, Py E}?u|,q=0 au
voisinage de tout point régulier.

Bien entendu le Corollaire I1.3 se démontre comme le Corollaire II.2. On
peut également considérer les équations d’évolution associées.

Remarque I1.4. Pour généraliser un peu plus on peut étre amené A considérer
des équations de la forme eFu,+Lu,+Au,=f, ou E n’est plus associé & un pro-
bléme de Dirichlet, mais est défini par la donnée d’un sous-espace V' de (H*(Q))"

5 Soient (4, & » les valeurs et les vecteurs propres de v - A relativement & E, (i.e. v- A, =
AE,¢)). La condition (ii) peut s’énoncer également en disant que u(x) appartient au sous-espace
engendré par les vecteurs &, pour 1=0.
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et d’une forme sesquilinéaire continue et coercive sur V'x V:

e(u,v)=[Y (E, ;D"u, D’v)dx.
2

On suppose que les matrices £, définies par

Y(-DYD’E, ;D'u= Y E,Du

la|£2s

sont hermitiennes dans un voisinage de éQ. On introduit alors E,= Y E, V"
On suppose que ¥ est contenu dans espace des ue(H*(2))™ vérifiant 141=*

Pg Ejul,q=0

(au sens du Théoré¢me I1.3). Alors on peut montrer, dans les «bons» cas que u,,
solution du probléme

(I1.33) eEu,+ Lu,+ Au,=f,

converge dans H faible vers u, solution du probléeme Lu+Au=f, P; E}/?u|,q=0.

Remarque I1.5. On ne sait en général pas prouver la convergence forte de u,

vers u dans H. Celle-ci est cependant vérifiée dans le cas ol L=} g, F5 estun
i=1 i

opérateur scalaire et oll E est un opérateur elliptique du second ordre (cf. BARDOS
[3], Proposition 2.7, p. 214 et aussi I’appendice I). Voici un second cas ou il est
possible de prouver la convergence forte.

PropeositionIL.2. On suppose que E et L vérifient les hypothéses du Théoréme 11.1;
et que, de plus Iopérateur 8 défini par D(B)={ue H| Lue H, P~ u|,q=0auvoisinage
de tout point régulier}, Bu=Lu+ Adu, est régulier. Alors si au voisinage de tout point
régulier (v A)* est réduit @ zéro, (¢E+L+2)"! converge fortement vers B 1.

Démonstration. Compte tenu des hypothéses il suffit de prouver que pour tout
ue(2(Q)" D (B), (¢E+L+1)" ! Bu converge vers u. On écrit

6”ue_u"2§Re(ﬂ(us_u)s us_u)

(I1.34) <Re(Bu, u)+Re(Bu,, u)—Re(Zu, u)—Re(Bu, u,).
Ona
lim (Bu, u)=(Bu,u) et Lm(Bu,u)=(, [Du+iu)=(u, [Pu+iu).
&—0 &=0

Enfin en utilisant la positivité de E il vient

(11.35) limRe (Bu,, u)<lim Re(Bu, u,).
£+ 0 e=>0
On obtient donc

limd ||u,—u)*<Re(Lu+Au,u)—u, [(Pu+iv)= [ (v- Au,u)do
a2

e—0

et par hypothése on a | (v- Au, u) do £0. Ceci termine la démonstration de la
Proposition 11.2. o

7 Arch. Rational Mech. Anal., Vol. 53
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V. THOMEE nous a signalé que Srvasinsku [21] a établi la convergence forte de
u,, solution de

0 ou, ou, _ _
_eizl axi Bi axi +ZA1 axi +Aue—f’ uele_O’

vers u, solution de Y 4, +lu— f, P~ ul,o=0, pour un choix particulier de B;.

i

0x;
Ceci pourrait facilement se généraliser de la maniére suivante: on se place dans
la situation du Corollaire I1.3; on suppose que %, solution du probléme

3 4 gu +Au=f dans Q, P; E}Y%u|,n=0,

vérifie de plus la relation ueKer(4,— E,). Alors u,, solution de

a 6“2 au
‘SER (Eij 5xj)+ZAi dx ——+Au=f, u,ln=0,

converge vers # dans H fort.
Voici plusieurs exemples d’applications:
n
Exemple I1.1. Equations scalaires. Soit L= Z ai—(,}?, une opérateur a coeffi-
i=1 i

cients scalaires. On sait que u,, solution du probléme

—edu,+)Y a, g;e

e—J> U, Ian =0,
converge dans L*(Q) fort vers ue L2 (), solution du probléme
2 + lu=f, u|;_=0;

n
Z_ désigne 'ensemble des points xedQ tels que Y a;(x) v;(x) <0 (cf. LEVINSON
i=1

[15}, OLemik [17], BARDOS [3] et aussi I'appendice I). On retrouve sur cet exemple
un cas particulier du Théoréme I1.1 et du Corollaire I1.2. Dans cet exemple on
peut remplacer H{(Q) par un sous-espace fermé de H' (Q) contenu dans Pespace
des ve H'(Q) vérifiant u|;_=0 (cf. Remarque I1.4). En particulier si on prend
V={veH'(Q)| v|;_=0} on voit que u,, solution du probléme

(11.36) —edug+Lug+du~f, u,l; =0; S| g
ov \Z -

converge dans L?(Q) vers u, solution du probléme Lu+ Au= f, u|ly_=0. Dans ce
cas particulier on retrouve une approximation du type TROTTER (cf. Section I et
BARrDOS [2], [3]).

Exemple I1.2. Cet exemple simple dd & Lions a motivé le Théoréme II.2. Soit
Q=a, b[ un intervalle ouvert borné de R et soit (1, v,) la solution dans (H (2))*
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du probléme de Dirichlet

(11.37) —Bedo, ‘2’3‘: v,=g (B reel>0),

dv,
0x
u, et v, restent bornés dans L2(Q). On peut ainsi extraire des sous-suites encore
notées u, et v, convergeant respectivement vers u et v dans L?(Q) faible.

On pose F,=f—u,, G,=g—uv,, h£=]/ﬁv,. Le systéme (I1.37) s’écrit alors

1
——(u, +ha) F,+—G,
VB

—ed(u,+h)+—

a
(I1.38) V 1
(u z) =F,—— Ge'

l/ﬂ 5* " VE

On en déduit immédiatement que, pour a<n<b,
n
EE

restent bornés quand ¢ tend vers zéro; ainsi u et v vérifient

—ed (ue s)

b

(u +h,) dx et |
n

d
H (ua - he)

(11.39) u+g—;=f, v+g—z=g;
(11.40) u(a)+V%v(a)=0 et u(b)—ﬁv(b)ﬂ).

La relation (I1.40) n’est autre que la condition Pz E}?u|,,=0 du Théoréme II.2.

Exemple I1.3. Egquation de Laplace et équation des ondes. Le probléme de
Dirichlet dans un ouvert borné Q de R*—Au+u=f, u|,o=0, s’écrit sous la forme

, \ . . . _ _ Ou _ du
d’un systéme en introduisant les fonctions uy=wu, u;=——, ..., u,=——, On a
0 17 9x, " dx,

alors, en posant

Uo S
A;=[al*]={0si(j, )*+(,i+1),(i+1,1), —1sinon}, U= “:1 , F= (:) ,
u, 0
la relation
ou
(IL.41) U+ Z Aj— 7 =F.
. Xy
On considére U,, solution du probléme perturbé
(11.42) —edU, + ZA oU, +U F,  U=0.

D’aprés le Théoréme IL.1 et le Corollaire I1.2, U, converge dans (L*(Q))"* ! faible
vers U, solution de

(11.43) Z +U F, P Ulp=0.

il
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Comme la matrice v - 4 est égale a

0 Vi Va e Vy
Vi

- v, 0

i=1
propres sont donc 0, 1, —1, et les sous-espaces propres correspondants sont

iéivi=0}
=1

n
son polynome caractéristique est égal a A"+ ! — ( y v,z) A=2""1(2*=1), ses valeurs
11

P0={ée(l:"+1|§o=0}®{§e(]3"“

P. ={cec"“ | Eo= & @%’}é,}

J J

O e

La relation P~ &=0 s’écrit &+ ), v;£;=0; ainsi (I1.43) est équivalent &
j=1

du

(11.44) —dutu=f, =

On comparera (11.44) avec I’Exemple 1.1 en remarquant en particulier que (I1.42)
est équivalent a
Ju,

axi +ue =f’ usl69=0'7

(I1.45) —edu,— Y —a——(I—sA)'1
i1 0x;

(Dans (I1.45) on désigne par (I—ed)™! la résolvante du probléme de Dirichlet
associé a (I—e4).)

S’il est facile de prouver directement que la limite faible de u, vérifie I’équation
—Au+u=f, il ne nous semble pas simple d’établir directement que cette limite
du
oy
tiquement» (cf. Remarque I1.6) en considérant le probléme d’évolution associé.
En effet U,(¢), solution du probléme d’évolution

faible vérifie la condition +ul,0=0. Cette condition peut se justifier «heuris-

du, " oU,
(11.46) gt ~ AUt L Ay t=

Ue(x’ 0)=U0) Uela.QXIR+=0’

S i désigne un entier entre 1 et n tel que »;=40.

F

du,

. . . 2
7 On remarquera qu’en raison des conditions aux limites Y, —- (I—e4)~!

n’est pas
égal 3 A~ ed)~1, 9x; du;
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converge au sens du Théoréme 1.3’ vers U solution du probléme
4 p

av & U
— ZA e =F
(11.47) oU
U(x,0)=Uo, “—6——+U|anxm+-—0
it o 0 o Uy _ o -
A condition de prendre U,=(ug, ¢5, ..., 4, T, (I1.47) est équi-
valent & I’équation des ondes i
o*u of du ou
F7- At T T ol I

(11.48) ou
u(x, 0)=h(x), ¥ra (x, 0)=k(x).

On laisse au lecteur le soin d’établir 'équation scalaire équivalente a (I1.46) et
d’en déduire que sa solution converge vers celle de (I11.48).

Exemple I1.4. Equations de Maxwell. Dans (L*(Q))® identifié¢ avec l’espace
(L*(2))® x (L*(2))?, on considére Popérateur de Maxwell L défini par

rot
L(0)= (el
v —rotu
L s’écrit comme un systéme symétrique, et la matrice v - A4 peut étre notée sym-

boliquement
0 vA
v-A= (_ vA 0 ) .

On sait qu’il existe une famille de conditions aux limites, maximales positives,
isotropes, pour lesquelles L est anti-adjoint, et donc générateur d’un groupe
(cf. ScamIDT [20], p. 311, Théoréme 2.1.3).

Le couple (u,, v,)e(H3(Q))® x (H(Q))3, solution de
—edu,+rotv,+Au,=f
(I1.49) —sdv,—rotu,+Av,=g,
converge donc au sens du Théoréme I1.1 vers (1, v)e(L*(R2))* x (L?(22))? solution de
(I11.50) rotv+Au=f, —rotut+ilv=g; P (u,0)];n=0.

Les valeurs propres et les sous-espaces propres de la matrice v - 4 s’obtiennent
en résolvant les équations vAn=ué et —vAf=pun. On trouve que les valeurs
propres sont 1,0 et —1 et que (v- A)_ ={(&, n)| éLn, n=v A€}, la condition aux
limites P~ (u, v)=0 s’écrit donc sous la forme

(I11.51) u-(4+v.-(WAl)=0 VEELv.

On note Z(v) la projection orthogonale (dans IR?) sur le plan tangent & 6Q
et R(v) la rotation d’angle =/2 autour de la normale extérieure v. On laisse au
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lecteur le plaisir de vérifier que (I1.51) est équivalent &
(I1.52) ZWv=RMWZ(u sur 0Q.

Ainsi la solution de (IL.49) converge dans (L?(Q))> x (L*(Q))? faible vers (u, v),
solution de

rotv+Au=f, —rotu+iv=g, ZMv=RMWZ()u sur 0Q.

Comme pour ’équation de Laplace, on peut considérer le probléme d’évolution
associé; alors (i, v,), solution du probléme d’évolution

du, _
It —edu,trotv,=f
(I1.53) (f;:” —edv,~rotu,=g

“alanxm+=vs|mxx+=0, u,(x,0)=uy, v,(x,0)=0,,

converge au sens du Théoréme 1.3' vers (u, v), solution du probléme d’évolution
g

iu_ iv_ —rotu=
(IL54) dt at =8

ZWv=RMZ(Wu sur 0QxR,, u(®=uy, v(0)=v,.

+roto=f,

Remarque I1.6. Dans I'Exemple I.2 T'opérateur différentiel C défini par
D(C)=H{(Q)n H*(Q), Cu= —idu, est générateur d’un groupe unitaire, de plus
il est trés régulier; ainsi il préserve pour la solution de ’équation limite de (1.17)
la propriété de groupe, bien que (1.17) soit parabolique. Par contre les opérateurs
L introduits dans les Exemples I1.3 et II.4 ne sont plus de la forme iC avec C
sectoriel, leur image numeérique est portée par tout I’axe imaginaire. Ainsi, bien
qu’ils admettent des extensions antiadjointes qui engendrent des groupes unitaires
(Théoréme de Stone), les équations (I1.47) et (I1.54), obtenues par passage a la
limite dans (I1.46) et (I1.53), sont dans un certain sens paraboliques. Le caractére
parabolique de (I1.46) et (IL.53) s’est conservé. Les problémes (11.47) et (I1.54)
ne sont bien posés que pour ¢>0. Et si on identifie 4 zéro les seconds membres,
au lieu des traditionnelles égalités de ’énergie on obtient des inégalités; par exemple
pour (I1.48) on a

(IL55)  3(1u' (x, O + | Vu(x, t)|2)+f [l (o, 0> dodt=2(VR]*+|k|?).
0 o0
De méme pour (11.54) on a

(I1.56) %(Iu(t)lz+|v(t)lz)+0§ta£ 1Z@)v(o, DI* dadt=4(ju(0)]* +]0(0)]*).

On remarquera enfin que les équations (I1.48) et (I1.54) régularisent 4 la
frontié¢re en; effet dans (I1.48) la trace de u' est définie dans L? (R ., ), méme si
' (0) n’appartient qu’a L?(Q). De méme dans (I1.54), la trace de Z(v)v et celle
de Z(v)u sont définies dans L*(IR , ; (82)*) méme si u, et v, n’appartiennent qu’a
(L*(@)* x (L* (@)
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Remarque I1.7. Dans les démonstrations de Théorémes I1.1 et I1.2 on utilise

e s . . 0 . .
surtout la positivité de I'opérateur ZAF&T et le fait que la matrice v- 4 est
i

hermitienne. Aussi il est naturel de considérer non plus un opérateur L symétrique

n

. 0 . iz s
mais un opérateur L= ) A;— possédant les propriétés suivantes:
i=1 f

13

(i) Les matrices 4;(x) sont de classe C!(Q).
(ii) Dans un voisinage Q, de 022 les matrices A4; sont hermitiennes.

(ili) Dans  le systeme L est hyperbolique au sens de Petrowski (PETROWSKI
[18]) ou Ixawa [12]),

c’est-a-dire que tout point (x,, {)eR xS (S désigne la sphére unité de R")
posséde un voisinage ¥ sur lequel est défini une matrice r(x, £) de classe C? in-

n
versible, telle que la matrice r(x, &) - Y A& - r(x, £)~! soit hermitienne sur V.
i=1

L’opérateur L n’est plus alors forcément positif sur (2(2))" muni du produit
scalaire canonique de (L?(22))™. Néanmoins on peut le rendre positif en munissant
M=(L*(Q))™ du produit scalaire défini par

((u, )= [(u, Zv)+(Ru, v)dx
Q

ol # désigne I'opérateur pseudo différentiel de symbole r(x, £). On peut vrai-
semblablement alors généraliser les résultats des Théorémes II.1 et I1.2. Le cas ou
E est défini par un opérateur scalaire i coefficients constants ne présente pas de
difficultés. Cependant un article de SMOLLER & TAYLOR [29] montre que des
résultats de ce type ne peuvent étre étendus au cas ot E n’est pas scalaire.

Appendice I
Complément au Cas d’une Equation Scalaire

Soient a;eC1(Q), 1<i<n, oll Q est un ouvert borné de IR” de frontidre trés
réguliére.

Théoréme A.1. Soit fe W' 1(Q) et soit u, la solution de I'équation

'¢)) —edu,+ Zai—g—;:—‘+ﬂ.us=f sur @, u,=0 sur 0Q.
i=1 i

Il existe deux constantes Ay et C, dépendant uniquement des a; et de Q, telles que si
A>Aqona

@ A=) llws. S Clfllwe. 1.

Corollaire A.2. Soit feL?>(Q)n W' 1(Q), et soit A>A,. Alors la solution du
probléme

Za,-g—;l+/lu=f sur @, u=0 sur ) _={xedQ;Za;v,;<0}
i1 :

est a variation bornée.
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On utilisera dans la démonstration du Théoréme A.1 le

Lemme A.3. Pour tout ue H?(Q)n H3(RQ), on a
[lgradu|do< {|Au|dx.
on 2

Démonstration du Lemme A.3. Posons 2= A4u et soit 4, la solution du probléme
3 Adu,=h* sur Q, u,;=0 sur oQ.
On sait (cf. par exemple H. BrEzis [6], Corollaire 1.8) que u, vérifie ﬂl—go sur

av
0Q. [Plus précisément il faut considérer u,, solution du probléme —du,,+

Nuya=—nh" sur Q, u;,=0 sur 9Q; du fait que 6;;,, 20 sur 9Q, on déduit par

Uy

. ov =
Q on obtient
du,y

“a—v— do.

+ . ¢ Ouy _
,!h dx—aj;) " do= |

o

De méme si u, désigne la solution de 1’équation

du,=h" sur Q, u,=0 sur Q,

ona
- du
h™dx= 2 | do.
s“)‘ a£z ov
Enfin comme u=u, —u,, il vient
[ lgraduldo= § |2 doz [ |24 \do+ | |942|d0
a0 aa| 0V o0 o0

={|hldx={|4u|dx.
2 2

Démonstration du Théoréme A.1. Il suffit d’établir (2) lorsque fe H*(Q); le
cas général s’en déduit par densité. Soit j, la fonction convexe définie sur R” par

Ler sifezu
Ju@=12#
E-E s ez

Ju€CT(RM et j, (&) > €] quand p—0.
Grice 2 la convexité de j,, on a

Ju ( gridf) —Jju.(gradu,) = 2:, O (gradu,) - (L i——éu—‘)

1 & dj, ( 6u2 z u, S da; Ou,
/lkgl (gradu,)- 0x, =4 L 0x;0x, @ &4 0%, 6x,-)'
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D’ou Pon déduit aprés une intégration par parties

IJu(gfad"e)dx< j]u ( ! gradf) dx

€ %, *u, *u,
—Tf-!k,lz,mafka (gradu) 3xkax 5x,5xm dx
& a-]ll 62“8 _ a .
+Ta?‘;; aék (gradus) azaxk do —i—!_!‘;aiai_.]y(gradue)dx
1 da; aj,‘ du,
——I{j;i’k—axk 3z (gradu,) ax,- dx
1 2u
§£],, (7 radf) dx+-2 jz 6 z) da
1 da;\
-7 S av)ia (gradu) do+— I ax.)J"(gradug)dx
o i i i
1 da; 0j, du,
_Ts'!z,k o0x, 08, (gradu,) ox;
1 Ju, o
<o [lgmdflax+ s St de
9 [xea.Q; I_ﬂ_u_zl< 'u
£ du,\ *u, 1 .
+= j sg ( 5 )W—da-—Ta!}(Zi:a,-v,-)J"(gradue)da

+—1j|gradualdx
A g

ol C, dépend seulement des ;. Passant 3 la limite quand x4 — 0, il vient

8*u

1 g
<=
s!lgradu,:ldx= )h!j;lgradfldx+/1 ) T do

[xsaﬂ; O =0]

& du,
+ j' sgn( 7y )———z—d

- I Qa V)
Or d’aprés I’équation (1) on a sur 9Q

(4) —edu,+ (L) S =f.

da+—j|gradu | dx.

D’autre part si ¢ désigne une fonction réguliére sur Q telle que £>0 sur 2, £=0
o

sur 09, et ¥

%0 sur 89, on a (cf. BREzIS [6] démonstration du Lemme 1)

Pu, du, [OE\" o2¢
Au =52 =7, (_67) (Aé ) sur 0.



94 C. Barpos, D. Brizis & H. BREZIS

Grice 4 (4) on obtient

du, *u, Ju,
f-Eav) g He g =—e g,
ou e\ »e
o00=(G8) " (46-5F)
Enfin on a
j|gradu,,|dx_§—}l—j|gradfldx+—i— § |flda
2 2 [reon: Se=0]
s (e 2o @ am) | 25 ) do
A 0 PR o

[xeB.Q; -a&*o]

do +——j|gradu | dx.

L) |G

Par conséquent

1
Jlgraduzldxg—l—_[lgrade j | fldo

[

&
- !)
Il en résulte (Lemme A.3) que

—Cl)jlgradueldxgjlgradfldx+ {1flde+eC,(4u,|dx
2 a0 2

du, o,
= wdo+ 5 glgradualdx.

ou C,= Sup o~ . Enfin, comme

eldu | <|f1+Xlal |

‘ +ilu,l

et

Ajluldx<j[f|dx+j'2' |u,|dx

on obtient

efldu, ldx<j|f|dx+C3j'|gradu |dx+

Ilfldx

Remarque 1. Lorsque Q est convexe, alors w>0 de sorte que w™ 20 et 4,
dépend seulement des ;. Dans le cas général A, dépend de la courbure de 0Q via .

Remarque 2. Comme on peut le voir sur des exemples trés simples, la solution
du probléme

Za,-g—;:+lu=f<—> sur 2, u=0 surX._
n’appartient pas en général 3 W' (Q), méme si feC®(Q). On a ainsi obtenu la

«meilleure » régularité possible. D’autre part si fe W' (Q)nL®(Q), alors u est
borné et A variation bornée. Il en résulte que ue W*?(Q) pour tout 1 <p< + o0

1
et tout s<—.
p
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Remarque 3. Soit u, la solution de (1) pour fe H'(Q) (plus généralement, le
laplacien pourrait tre remplacé par I'opérateur (— 4)™). On montre (cf. D. BREZIS
[5]) que, pour tout point x, de X_, il existe un voisinage w de x, tel que u, reste
borné dans H! (0N Q).

Appendice I1

Dans deux articles [26] et [27] ILIN étudie le comportement asymptotique de
u(xy, x,, t), solution dans (Q=1la,, b, [x] a,, b,[) xR, du probléme

du
» "—A"+E=f, Ulsaxr, =0,
(2) u(xbxza 0)=0

(dans (1), f ne dépend pas de ¢). Les équations (1) et (2) décrivent le mouvement
des vagues dans I’océan, & condition de supposer que le terme provenant de la
force de Coriolis est grand (voir {26] et [27] pour les indications bibliographiques).
ILIN prouve que la fonction u(x,, x,,t) converge dans un sens faible vers la
solution w(x,, x,) du probléme

aw

€)] E=f’ w(xy, x;)=0.
Plus précisément, on a
t
@ lim ij’u(-,-,s)ds——w =0.
tvoo | T O 12(0)

Nous allons montrer que ce résultat peut se déduire de notre travail, ce qui permet

d’ailleurs de le généraliser. L’idée est de passer de I’équation d’évolution g_t— Au+

Bu=f 3 une équation stationnaire de la forme (¢4 + B)v=f. Pour cela on com-
mence par prouver un théoréme Tauberien, qui est une version vectorielle, mais
facile du théoréme de KARAMATA.

Théoréme 2.A.1. Soit t—u(t) une fonction définie sur R, a valeur dans un
espace de Banach X. On suppose que u est continiiment dérivable, nulle a Iorigine
et 4 croissance polynomiale. On note () sa transformée de Laplace:

()= Fe'“u(t)
0

t
et v(t) la fonction définie par v(t)=1/t | u(s) ds. Alors
[v]

1) Si v(z) est uniformément bornée sur R . et converge fortement (respectivement,
JSaiblement) lorsque t tend vers Uinfini, 20 (A) converge, lorsque A tend vers zéro par
valeurs réelles positives fortement (respectivement, faiblement), vers la méme limite.

2) Si AQ(A) est uniformément bornée dans le demi plan Re A=0 et converge
Jortement (respectivement, faiblement) lorsque A tend vers zéro, dans tout secteur
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strictement contenu dans le demi plan Re z>0," v(t) converge fortement (respective-
ment, faiblement) vers la méme limite.

Démonstration. (On ne considérera que la convergence forte; la convergence
faible se traite de la méme maniére en remplagant la fonction u(¢) par la fonction
(u(?), &) et la fonction (1) par la fonction (fi(2), £), Eex*.) Par une intégration
par parties on obtient la relation

5 iGa(d)= }Oe_“/lt (qu(s)ds) d(At)y= ]'oe"“ltv(t)d(lt)= }Ge'ssv (i) ds.
0 to 0 0 A

Dans ce dernier terme, on peut utiliser le théoréme de Lebesgue pour passer a la
limite et on obtient la premiére partie du théoréme. Pour prouver la seconde, on
remarque, que comme #(z) est assez réguliére, on a la relation

o+id l

©6) Iu(s)ds—hm——l—— | o amyda,

A-w 2in Toia
Désignons par I', la droite Re z=0. Comme A4 (A) est uniformément bornée la

fonction e** % f()=e*! A@(A) est intégrable (au sens de Riemann) sur la

Fa
droite I',, il vient donc

@ o=z § 4 0 =g § e () du

en posant u=At et g(A)=14(4).
On remarque ensuite, que I'on a, pour tout >0,

® f ;zg(u/t)du I—zg(u/t)du

ot

On peut alors & nouveau appliquer le théoréme de Lebesgue et on obtient, en
désignant par / la limite de A2 (4) lorsque 4 tend vers zéro,

9 hmv(t)————(j—fd,u)l=l
t— o
car par un calcul de résidus évident, on montre que
1 e’
2in r{ u dp=1

On reprend maintenant les notations des sections précédents, on désigne par V'
et H deux espaces de Hilbert (on note ((+, »)) |-, (-, *) et |+] les normes et les
produits scalaires correspondants). On suppose que ¥ est contenu algébriquement
et topologiquement dans H et est dense dans H. On identifie H 4 un sous espace
de V* dual de V; on désignera par A un opérateur linéaire continu coercif et
auto-adjoint de V dans V'* et par B un opérateur linéaire continu de ¥ dans H.

1 Ceci signifie que pour tout ¢>0, on a lim [Aa(Dl=1.
Arg A|<mi2—¢, 20



Perturbations Singuliéres 97

On suppose que B, considéré comme un opérateur non borné dans H, est positif
et que la famille d’opérateur (e4 + B) ! est équibornée, pour Re ¢>0, dans & (H).
Cette derniére condition est automatiquement réalisée si B est strictement positif;
elle est aussi réalisée dans P’exemple d’Ilin. On désigne par u(¢) ( =0) la solution
du probléme

(10) Au'+Bu=f, feH, u(0)=0.
t

On pose v(t)=%ju(s) ds; on peut alors déduire du Théoréme 2.A.1 la pro-
]

position suivante:

Proposition 2.A.1. On suppose que (¢A+ B) ™' converge dans ¥ (H) fort (respec-
tivement, & ,,(H)) lorsque et end vers zéro dans tout secteur du demi plan Re £>0.
On désigne par B~ cette limite (B est un prolongement maximal positif de B),
alors v(t) converge fortement (respectivement, faiblement), lorsque t tend vers infini,
vers B~ f.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le point (2) du Théoréme 2.A.1. Il est
évident que u est continliment différentiable; d’autre part en multipliant scalaire-
ment par u I’équation (10) on voit que 'on a |ju(¢)|| £ Ct, ce qui prouve que u(t)
est & croissance polynomiale. Enfin, on remarque que A2())=(14+B)"'f, en
effet, en prenant la transformée de Laplace de (10), on obtient

(1) lAa(A)+Ba(A)=%f

soit (A4 + B) (A0 (1)) =/, et le résultat est immédiat.

Corollaire 2.A.1. On désigne par f(t) une fonction continue de R, a valeurs
dans H, et on suppose que f(t) converge lorsque t tend vers infini vers f au sens
suivant: il existe 0>1 tel que

2
ds< + 0.

T If©ds—f
0

(12) i¢
0
1 t
Alors si A et B vérifient les hypothéses de la Proposition2.A.1, — [u(s)ds converge
vers B~ 1f. o

Démeonstration. On introduit u,, solution du probléme
13 Auy+Bu=f, u;(0)=0,?
puis on pose

w=—1—j5u(s)ds——ij£u1(s)ds et g=ijtf(s)ds—f.
t 0 t 0 t 0

2 1’équation (10) admet une unique solution #— u(#) qui se prolonge en une fonction
analytique définie sur C a valeur dans ¥, pour le voir il suffit de poser A= A#u I'équation (13)

s’écrit alors:
h’+A‘1lzBA’1/2h=A'1/2f,

(A~Y2BA~12 yn opérateur borné dans H); procéder de méme pour I'équation (14).
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I1 suffit de montrer que w converge vers zéro. On remarque que w est solution de
I’équation

(14) Aw'+%Aw+Bw=g, w(0)=0.

En multipliant par 7w et en notant « la constante de coercivité de 4, on obtient

1 2
<
s) > dt Iwl®+liwl? St/a(g, w),
soit
d 2 2 2

(16) WIS CE gl
ce qui donne en intégrant

t
an tiwl*<Cfs*|g(s)|*ds.

0
Soit
(18) Iw@®I? st~ [s° 1 g(s)1>ds

V]

ce qui, compte tenu de (12) donne le résultat.

Applications. Bien entendu, on retrouve les résultats d’ILIN. On désigne par
u, (14, 4,) la solution dans Q=]a,, b,[ % la,, b, du probléme

U,Jon=0.

On sait que lorsque ¢ tend vers zéro, u, converge dans L?(Q) fort vers u, solution
du probléme

ou
(19) B, =f,  u(xg,x)=0.

Il en résulte aussitot que si u(x,, x,, t) est solution du probléme

0 Ju
20) g7 Autgi=f(, 0, u(, - 0)=0

t

1
et si f(¢) converge vers f au sens de (12), —ju(s) ds converge dans L2(Q) vers la
solution de (19).

Plus généralement, on peut considérer un champ de vecteur & =(a,, a,, ..., a,),
réel de classe C! sur un ouvert Q de R”, alors si u est solution du probléme

3 [« 0
1) K (Z, a%, (a5 o, )>+ Ya —Hu-f(t),

Ulsoxr, =0, “(0)=0,3
3 ReA>3}|dive|y, a; j=a; ; 1Sisn),(1Sj<n).
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. 1
ol Zj— (aij _6__) désigne un opérateur elliptique, la fonction — fu(s) ds
4 0x; Ox; ts

converge dans L2(Q) vers la solution du probléme
L8
(22) Zai—au +Au=f, ul;_=0.
i=1 X

On laisse enfin au lecteur le soin d’énoncer des résultats semblables pour les autres
exemples traités dans les sections précedents.

Remarque. Dans les sections précédents on s’était limité & & réel; ici il est
nécéssaire de considérer ¢ comme un nombre complexe tendant vers zéro dans un
secteur du demi plan Re z>0. Ceci est possible sans grandes difficultés car "opé-
rateur A est autoadjoint. Par exemple, pour étudier le cas des systemes symétriques
on remarque que les majorations (11.13) — (I1.15) restent valables & condition de
remplacer ¢ par Re ¢. Comme ¢ reste dans un secteur on en déduit que le terme
s, qui figure dans le second membre de (I1.20) reste borné dans

L*(J0, 1[; (H Y (R 1Y)).

Enfin en utilisant le fait que C(») est autoadjoint on voit que 1’énoncé du Lemme
11.4 reste valable pour tout ¢ complexe verifiant Re z>0. On termine ensuite la
démonstration comme dans la Section II.
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