INTEGRALES CONVEXES DANS LES ESPACES
DE SOBOLEVT

BY
HAIM BREZIS

ABSTRACT

The convex functional J(u) = f af(w)dx on the space WP (Q) is considered.

5,p'(Q)

A description of its conjugate J* on W and its subdifferential oJ are

given.

1. Préliminaires et notations

Soit @ = R un ouvert borné de frontiére réguliére. Soit s = 0 un entier e
soit 1 £ p < + co. Suivant I'usage, on désigne par

A(Q) I'espace des fonctions continues a support dans €,

M(Q) (resp. M (Q)) I’espace des mesures (bornées) sur Q,

2(Q) I'espace des fonctions indéfiniment dérivables & support dans Q,

LP(Q; p) (resp. L(Q)) I’espace des fonctions de puissance p
Q pour la mesure u (resp. pour la mesure de Lebesgue),

W*P(Q) I'espace de Sobolev des fonctions dont toutes les dérivées jusqu’a

ieme

sommables sur

I’ordre s appartiennent a LP(Q),
W5P(Q) la fermeture de 2(Q) dans WHP(Q),
W™oP(Q) le dual de WP(Q).
Soit E un espace de Banach de dual E* et soit J une fonction convexe s.c.i. de
E dans (— o0, + 0] telle que J = + oo0; on note
D) ={ucE; Ju)< + o}
JNT)= sup {(T,u) —J(u)}  pour TeE*

ueD(J)
et pour u D(J)

T Ces résultats ont été obtenus, en partie, pendant la visite de I’A. a1’ E. P. F. de Lausanne.
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10 H. BREZIS Israel J. Math.,
0J(u) = {T e E*; J(v) — J(u) 2 {T,v — u) pour tout veE}.

Il est bien connu que la restriction & E de J** coincide avec J. Dans toute la suite
j désigne une fonction convexe s.c.i. de R" dans [0, + o] telle que j(0) =0

Posant, pour A >0, !
30 = ot | =+ |

on sait (cf. par exemple [2]) que j, est différentiable & différentielle lipschitzienne
et que j,(r)1j(r) quand 4|0, pour tout reR",

Soit p e M,(Q) une mesure positive. Si u est une fonction u-mesurable, alors
j(u) est aussi y-mesurable. On définit sur L}(Q; p)"

[ e sijwer@ip,
Jwy =1
+ o0 ailleurs.
11 est clair que J est convexe s.c.i. (utiliser le lemme de Fatou).
Le lemme suivant est un cas particulier des résultats de [7]; nous en indiquons
ici une démonstration directe et élémentaire.
LemMme 1. La fonctionnelle conjuguée J* est définie sur L*(Q; u)* par

f [ roa sro@m,
J*(v) = e
+ o ailleurs.

DEMONSTRATION. Posons

[ row siroer@s,

K@) = @

+ ailleurs.
Comme ov.u — j(u) £ j*(v) p— p.p. sur Q, on en déduit aprés intégration que
J*=< K.
Pour A > 0 et v e L®(Q; )", on définit
, A
H*v) = sup L (vu — j(u) — Elulz)du;

ueD(J)
il est clair que
H*(v) £ J*(v).

Pour tout Xxo€Q, sup,.ps {0{xg).7 —j(r) — (A/2)r*} est atteint en r,
= (A + 8)~*v(x,). Comme la fonction u = (A + 8j)~!v appartient & D(J), on a
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Hv) =J;l (j + %’ |2)*(v)d,u.
Or (j+ Af2| |?* = (%), (cf. par exemple [6]);
donc
IO [ (M0
11 résulte du théoréme de Beppo-Levi que si J*(v) < + oo, alors
JH) e LNQ; ) et JHv) = f . J¥()du (puisque (j*);(v) 1j*(v)

quand 1 0). Par conséquent J* = K.

Appliquant alors le fait que la restriction & L'(Q; )" de J** coincide avec J, on
obtient, pour tout u € L}(Q; p)"

D @ =sup | [ @oum M ve L@ et O L@ |
Q
La proposition suivante est liée aux résultats de [8] (sans s’y trouver
explicitement).
PROPOSITION 1. Pour tout ue L{(Q; )", on a

2 Jw) = sup { f (0.1 = (o) du; e A Q)" et j*4(0) € LHQ; u)}

La démonstration de la Proposition 1 est basée sur les lemmes suivants:
LEMME 2. Soit C < R" un convexe fermé contenant 0. Alors
{u e (Q)"; u(Q) = C}
est dense dans {ue L'(Q; p)"; u(x)e C u-p.p.} pour la topologie de L'(Q; p)".

DEMONSTRATION DU LEMME 2. Soit u e LNQ; u)" tel que u(x)e C p-p.p. Pour
tout & > 0, il existe v A (Q)" tel que ” v—u ” 1 < & Soit w(x) = Proje v(x); alors
wed (Q)" et |w(x) — u(x)| < ’v(x) — u(x)[. Donc H w—u HL‘ <e.

LemMme 3. Soit h une fonction convexe s.c.i. de R* dans [0, + o] telle que
h(0) = 0. Soit ueIL{Q; u)" tel que h(u)e I}Q; ). Alors il existe une suite
v, e (Q) telle que h(v,) € INQ; p), v, converge vers u dans L'(Q; p)" et p-p.p.,
h(v,) converge vers h(u) dans INQ; u) et u-p.p.

Si de plus ue L*(Q; w", on peut choisir les v, tels que ” Uy HLoo = H u HLw.

DEMONSTRATION DU LEMME 3. On considére dans R"*! le convexe C
={(r,p); reR" et p = h(r)}. On applique le Lemme 2 avec @ = (u, h(u))
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€ L{(Q; p)"* ! et #(x) € C p-p.p. Donc pour tout k, il existe 8 = (v, o) e (Q)+1
tel que | @, — @], < 1/k et 6,eC p-p.p.

ie.

“ v — U “,_1 < %, ” o — h(u) ”Ll < —kl— et o = h(vy).

Aprés extraction d’une sous-suite, on peut supposer que v, = u U-p.p., o — h(u)
u-p.p. et que o, < B, pour tout k, avec feL'(Q; ). Comme h est s.c.i. on a
h(v,) = h(u) p-p.p. et grice au théoréme de Lebesgue h(v,) - h(u) dans L'(Q; p).
Si de plus u € L°(Q; u)", on applique le résultat précédent avec h remplacé par
A {h(r) si lrl < “ u “Lw,
k(ry=
+oo  si|r|>]|u|pe

DEMONSTRATION DE LA PrOPOSITION 1. Posons
8 = sup ” (v.u — j*©)du; vl (Q)" et j*(v) e L{Q; p) } ;
Q

il est clair que 8 < J(u).
Pour tout ¢ > 0, il existe, d’aprés (1), v, € L*(Q; w)" tel que j*(vy) € L{(Q; u) et

L (00t = (oo = J(u) — o,

Soit v, €4°(Q)" une suite telle que v, = vy u—p.p., || Uk H Lo = “ v ” L J¥(0) € LNQ;0)
et [oi*(w)du ~ [q i*(vo)dp (cf. Lemme 3). Comme on a [o(v;.u — j*(v)du < 6,
il vient & la limite (utiliser le théoréme de Lebesgue)

[ Gou=jtooNiu s

D’oll J(u) — & £ 6 £ J(u), et par suite J(u) = 0.

2. Calcul de J* dans les espaces de Sobolev

Dans ce paragraphe, on supposera de plus que Oelnt D(j). Pour tout
u € W3P(Q)" on définit la fonctionnelle

[ s sijwer@,
J(u) = e
+ oo ailleurs.

11 est clair que J est convexe s.c.i. sur Wg?(Q)"; soit J* la fonction conjuguée de J
définie sur WP (Q)".
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THEOREME 1. Soit Te WP (Q)" tel que J¥(T) < + o, alors T appartient
nécessairement & M, ()"

Lorsque T € W ™" (Q)" " M(Q)", soit T = Tdx + T, sa décomposition de
Lebesgue par rapport & la mesure de Lebesgue sur Q. On a

3) JXT) = fﬂj*(T.,)dx + Sup {<T,0); veX Q) et o(®) = DO))

(ces expressions pouvant étre finies ou infinies).
On utilisera dans la démonstration du Théoréme 1 les lemmes suivants:

LemMeE 4. Soit C <= R" un convexe fermé contenant 0. Alors
{ue 2" u(@< C}

est dense dans

ue [[ W5"P(Q); u(x)eC p.p.}
i=1

n

pour 1a topologie de ] WsP(Q).

i=1

La démonstration du Lemme 4 est basée sur le

LemMe 5. Il existe une suite {, € 2 (Q) telle que {(Q) = [0,1] et {,u —> u dans
WH(Q) pour tout u € WyP(Q).

Le Lemme 5 est établi, par exemple dans [5] (démonstration du Th. 11.8 au
Chap. 1) lorsque p =2, avec une démonstration qui s’étend aisément au cas
1<p< + 0.

DEMONSTRATION DU LEMME 4. Soit ue[[{—; Wo™?(Q) tel que u(x)eC p.p.
On choisit k de sorte que

¢t — u |, wsore <& (Lemme 5).

Alors v = Gu e[[;W*P(Q), v(x)eC p.p. et v est & support compact.

En régularisant v par convolution, on obtient une suite v,€ Z(Q)" telle que
v(Q) = Cetv,~vdans[[-, WP Q).

LeMME 6. Soit h une fonction convexe s.c.i. de R" dans [0, + oo] telle que
h(0) = 0. Soit ue W3P(Q)" tel que h(u) € L'(Q). Alors il existe une suite v, € D (Q)"
telle que h(v,) € L{Q), v, converge vers u dans WP(Q)" et p.p., h(v,) converge vers
h(u) dans LNQ) et p.p.
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DEMONSTRATION DU LEMME 6. On considére dans R"*! le convexe C
={(r,p);reR" et p=h(r)}. On applique le Lemme 4 avec @ = (u, h(u))
e Wy (Q)"xIMQ) et @#(x)eC p.p. Donc, pour tout k, il existe &, = (v;, )
eDQ)+! tel que [v,—ul o< 1/k, o — h(w)l|ps < 1/k et o = h(n,). On
conclut comme dans la démonstration du Lemme 3.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1. Supposons que M = J*(T) < 4 oo de sorte
que {T,v) — fq j(v)dx £ M pour tout ve WyP(Q)" tel que j(v) e L'(Q). Comme
0 cInt D(j), il existe p > 0 et < + oo tels que j(r) < n pour tout r avec lrl =p.
Donc {T,v> £ M + 5 mesQ pour tout veZ (Q)" tel que ” v ”Loo =< p. Par suite
I(T, v)l (M 4+ nmesQ) /p. H v ”Loo pour tout ve2(Q)" et Te M (Q)" 11 résulte
du Lemme 6 que

1) = swp [<Toy- | )

veD(J)

{(T, > —f j)dx; ve D(Q)" et j(v) e L{(Q) }
Posons

A =f J¥(T,)dx et B = Sup {{T,,v>; veX (Q)" et j(v) e L(Q)}.
Q

T,.v — j(v) £ j¥T,) p.p. sur Q,

et par intégration on en déduit

T, v) —-L j(wydx §fﬂ J¥(THdx + (T, v) pour tout veZ Q)"

tel que j(v) e L}(Q). Par conséquent J¥(T) < A + B.
Etant donné &> 0, il existe, grice d& la Proposition 1, v, e (Q)" tel que
jv) e L'(Q) et

f (T, 01 ~ i(o)dx = A —s.
Q

Comme la mesure T, est singuliére, elle est concentrée sur un ensemble S négligeable
pour la mesure de Lebesgue. Donc pour tout é > 0, il existe un sous ensemble
ouvert U de Q tel que U> S et [ dx <é.

Soit, d’autre part, v, (Q)" tel que j(v,) e [(Q) et (T, v,> =B —e. On
définit enfin # sur R par
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vy sur Q\ U,

@i
]

v, sur U,
0 en dehors de Q.

11 est clair que 5 L'(R¥" N L™(R™)", § a son support dans Q et j(7) e L'(RY).
Soit p, une suite de “‘mollifiers’” et soit v, = p, * D, de sorte que v, - v dans
L}R™) et pp. et ” v, ”Lco = HEHLOO. On a j(v,) < p,*j(®) et en particulier

j(v) e IN(R™); pour h assez petit v, e D(Q)" puisque supp 7 < Q.

De plus v,(x) - v,(x) pour tout x € U puisque ¥ est continu sur U. On a

JHT) 2 (L0, — fﬂ jodx 2 f T,.vdx + (T, 03 — f i@ dx.

Passant 4 la limite, on obtient

JXT) gf T,.5 dx + T,y v,> —f () dx.
Q Q

(On peut appliquer le théoréme de Lebesgue puisque
” Un ”L‘” = H‘_’ “L°° et v, > v, [Tsl —p.p. sur Q.)
Donc '

JHT) 2 fﬂ T,.v;dx — f o) dx + (T 0>

+ f (o3 = )+ J0) = o) d

> (A-9+(B -9 + f (T 02 = 0) +0) = 0 .

En choisissant mes U < § assez petit, on obtient J*(T) = A + B — 3¢; d’ou il
résulte que J¥(T) =4 + B lorsque A < + o0 et B< + 0.

Le méme raisonnement montre que I'on a encore J*(T) = A + B dans le cas
ol A = + oo ou bien B = + 0.
On conclut a I'aide du

LeMME 7. On a
Sup {{T,, v>; veX (Q)" et j(v) € L'(V)}
= Sup {(T, v>; veX (Q) et v(Q) < D(j).}

DEMONSTRATION. Soit veX (Q)" tel que v(Q) = D(j). Comme 0eInt D(j), on a
ArelInt D(j) dés que 0= 1< 1 et reD(j). Donc Av(Q) = Int D(j) pour tout
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0 <A < 1; grice a la compacité de Av(Q) il existe M < + oo tel que j(Av(x)) < M
pour tout xeQ.

3. Fonctions de mesures; representation integrale de J*(T)

Soit k4 une fonction convexe s.c.i. de R dans [0, + oo], positivement homogéne
(i.e. h(Ar) = Ah(r) pour tout A > 0 et tout r e R"), telle que h(0) = 0.

On examine diverses extensions 3 M, (Q)" de l’application de composition
u b h(u).

Notons que h* est la fonction indicatrice I, d’un convexe fermé C de R"

contenant 0, i.e.
0 reC,
* =
W) {+ 0 réC.
Inversement si C est un convexe fermé de R” contenant 0, alors h = (I c.)* vérifie
les propriétés ci-dessus.
DEFINITION 1. Soit T € M,(Q)" et soit peMyQ) tel que |T| < p.
D’aprés théoréme de Radon-Nikodym, il existe ¢ € L'(Q; )" tel que T= Pu.
La fonction h(¢) est u-mesurable; si h(¢)e L'(Q; x) on considére la mesure
hT)e M, (Q) définie par h(T) = h(¢)u.
Utilisant le fait que h est positivement homogéne on montre (cf. par exemple [3]
Prop. 4.15.12) que la définition de A(T) ne dépend pas du choix de p.
DEFINITION 2. Soit T € M(Q)" et soit g €4 *(Q). On pose
®(g) = sup {{T,vg); veX (Q) et v(Q) < C}

si ®(1) < +o0, on a B(g) < P(1) | g|L» et aussi (cf. Lemme 8 ci-dessous)
O(g, + g2) =0 (g,) + D(g2) pour tout gy, g, X *(Q).

Par suite il existe une mesure unique #(T) e M, (Q) telle que <i(T),g)> = ¥(g)
pour tout geX *t(Q).

LEMME 8. On a (g, + g;) = B(g,) + ¥(g,) pour tout g,,g,X *(Q).

DEMONSTRATION. 11 est immédiat que O(g, + g,) < ©(g,) + D(g,). Inversement,
supposons d’abord qu’il existe § > 0 tel que g, = é sur Q. Pour tout & >0, il
existe vy, v, X ()" tels que

v(Q) = C, 0,(Q) = C, (Tv,19,» 2 Bg,) — & et {T,v,9,> = Vg,) —&.

On pose vy = (v,91 + v29,) [(91 + g2) €X' (Q) (puisque g, = 6 > 0), et v3(Q) = C.
Donc
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g, + g2) 2 <T,v5(g1+ 92)> 2 V(g4) + V(92) — 2¢.
Par conséquent (g, + g,) = D(g,) + ®(g,). Dans le cas général on a, pour § > 0
D((gy +0) +g2) = Vg, +9) + Vg,)
O(g,) + 60(1) + O(g,) = (g1 + g2) + )
= O(g, + g,) + 6@(1).

PROPOSITION 2. Les conditions suivantes sont équivalentes:

4) h(¢)e L(Q; p) (notation de la Définition 1)
5) ®(1) < + oo (notation de la Définition 2)

Il

et dans ce cas (T) = h(T).

DEMONSTRATION. La Proposition 1 appliqué avec j = h et u = ¢ montre que
f h{(¢)du = Sup :f v.¢du; ved (Q)" et v(Q)) < C} =0(1)
Q Q

(ces deux quantités étant simultanément finies ou infinies).

Soit g e +(Q); appliquant a nouveau la Proposition 1 avec u =g¢, on a
f gh{d)du = Sup{f v.gddu; vedX (Q)" et v(Q)< C} = O(g).
Q Q

THEOREME 2. Soit Te M Q)" tel que h(T) soit défini. Si E < Q est mesurable
pour la mesure T, alors E est mesurable pour h(T) et on a

k
WT)(E) = sup{ Y KW(T(E)); E; est une partition finie de E}

i=t en ensembles T-mesurables

La démonstration du Théoréme 2 est basée sur les lemmes suivants:

LeEMME 9. Soit j une fonction convexe s.c.i. de R" dans [0, + o] telle que
j(0) = 0. Alors il existe une suite j, de fonctions convexes de R" dans [0, + ),
lipschitziennes sur R" telles que j(0) = 0 et j(r) 1 j(r) pour tout re R™.

DEMONSTRATION. On suppose d’abord que j(r) < + oo pour tout reR” (et
donc j est continu).

Soit & > 0 fixé; pour tout ry € R", il existe une fonction affine h,, (r) telle que
J(ro) — & < hyy (o) S j(ro)
h,,.«(r) < j(r) pour tout r € R".

L’ensemble V(rg, &) = {reR"; j(r) — & < h,, (r)} est un voisinage ouvert de r,.
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Les ensembles V(ro,¢), l"ol < 1/e recouvrant la boule B(0,1/¢) on peut en
extraire un recouvrement fini par V(ry, ), V(rz€) ... V(re).

Posons

l{r) = Max {h,(r),0};
1=5igk
il est clair que [, est convexe, lipschitzien, /,(0) = 0, /(r) £ j(r) pour tout re R"
et j(r) — e =1, (r) pour tout re R" avec Irl <1le

La suite p, = Max{l;,1,,---1;,} répond a la question et converge méme
uniformément sur tout compact vers j.

Dans le cas général ou j est s.c.i., il existe une suite g, de fonctions convexes et
continues de R" dans [0, + o0) telles que g,(r) 1j(r) pour tout r e R* et g,(0) =0
(cf. la suite définie au Paragraphe 1). D’aprés ce qui précéde, on peut trouver une
fonction p, convexe et lipschitzienne de R" dans [0, + o) telle que p,(0) =0
P S q<Jj sur R" et g, — 1/k < p, sur B(0, k). La suite j, = Max {py, p5, -+, pi}
répond & la question.

LemMe 10. Soit h une fonction convexe s.c.i. de R dans [0, + 0], posi-
tivement homogéne telle que h(0) = 0. Alors il existe une suite hy, de fonctions
convexes, positivement homogénes, lipschitziennes de R" dans [0, + o) telles
que h(r)} h(r) pour tout r e R".

DEMONSTRATION. D’aprés le Lemme 9, il existe une suite j, de fonctions convexes
lipschitziennes telles que j,(0) = 0 et j(r) 1 h(r) pour tout r € R".
Posant

hy(r) = lim ]"itr)— = sup ji)

t 3
t—++ow t>0

on obtient la suite désirée.

Lemme 11. La conclusion du Théoréme 2 est valable lorsque h est de plus
lipschitzien.

DEMONSTRATION. Soit pi=|T|; Eétant T-mesurable est u-mesurable et donc
aussi mesurable pour la mesure h(T) = h(¢)u.

Posons

k
= sup { > KW(T(E); E; est une partition finie de E en}
=t ensembles T-mesurables
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D’aprés ’inegalité de Jensen, et grice au fait que h est positivement homogéne

on a

WT(E) < f W) du.
Par suite
k
I WTE) S [ W= HD®)
et donc w £ W(T)(E).
Inversement, supposons d’abord que ¢ est étagée (pour la mesure p), i.e.
k
¢ = '§:1 aiXAi‘
On considére la partition de E formée par E; = A, NE;ona
T(E) = f ¢dp = a;u(A; NE) et
E;
WT(E)) = w(4; N E)h(er).
Par ailleurs

KTYE) = | h¢)dp = -=21 | edp

M &

u(A; N EYh(a)= El h(T(E)).
i=1

i=1
On en déduit que dans ce cas, i(T)(E) = o.

Dans le cas général ¢ e L'(Q; p)* et pour tout £> 0 il existe une fonction
étagée & telle que || ¢ — @ | L1y <&

Posons T'=@u, de sorte que W(T)=h(@)u et | W(TYE)— KT YE) | <
L H d—¢ HLI(”) < Lg, ol L est la constante de Lipschitz de h.

Dr’autre part si E; est une partition finie y-mesurable de E, on a

| (T(EY) — W(TE)| S L|(T - THE)| =L i | & — ¢ |du
et donc

k k
T WTE) - T KTE) | SL|¢ =[S Le

D’ob I'on déduit que |w — i(T)(E)| £ Le et |@ — h(T)(E)| < 2Le.
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DEMONSTRATION DU THEOREME 2. Soit 4, la suite définie au Lemme 10.
Pour tout & > 0, il existe k (utiliser le théoréme de Lebesgue) tel que

| m@an 2 f W)y —

D’aprés le Lemme 11, il existe une partition finie E; y-mesurable de E telle que

k
I WTED 2 [ h@iu—oz | h@n -2

On en déduit que
k
f Wn—2 < T h(T(E) < f H)d.
I i=1 E

Le Théoréme 2 établit le lien avec le procédé utilisé par C. Goffman et J. Serrin
pour définir dans un cadre trés général h(T) comme fonction completement
additive d’ensembles.t

On retrouve d’ailleurs aisément certaines propriétés de h(T) étudiées en [4].

PROPOSITION 3. Soit geX *(Q) et soit Te M, (Q)" t2l quz h(T) soit défini.
Alors on a l'inégalité de Jensen:

h((T,g>) < <KT).g>.

ProrosiTION 4. Pour T e My(Q))", on pose
h(T) () si W(T) est défini,

+ o ailleurs.

H(T) = {

Alors T+ H(T) est convexe, positivement homogéne et s.c.i. pour la topologie
vague o(M(Q)", A (Q)").

Utilisant la définition de h(T), on peut maintenant représenter J*(T) comme
I'intégrale d’une mesure.

En effet, soit k une fonction convexe s.c.i. de R* dans [0, + oo] telle que k(0) = 0.
Pour reR", on pose k(r) = lim,_, ., k(tr)/t = sup,.q k(tr)/t, de sorte que k,,
est convexe s.c.i. et positivement homogeéne.

DErFNITION 3. Soit T e M(Q)" et soit T = T dx + T, sa décomposition de
Lebesgue. Si k(T,)e L'() et si k(T,) est défini, on pose

k(T) = k(T)dx + ke(T).

t Je remercie vivement J. Serrin qui a attiré mon attention sur l’article [4].
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Avec cette définition, on a, pour tout Te W ?(Q)" tel que JXT) < + oo,
D = [ .
Q
En effet, il suffit de noter que I'on a (j*),, = (Ipp)* (cf. [6] 8.k).

4. Description de oJ

On suppose ici que j est une fonction convexe s.c.i. de R" dans [0, + o] telle
que j(0) =0 et OeInt D(j). Le sous différentiel oJ est decrit par le

THEOREME 3. Soit ucWg(Q)" et soit T € WP (Q) tels que T €dJ(u). Alors T
appartient nécessairement @ M, (Q)"; posant T = T, dx + T, on a

6) T,.ueI(Q)
7) T(x)€dj(u(x))  p.p. xeQ
8) sup {(T,,v); veX (Q) et Q) = D(j)} = (T, ud —f T,.u dx
o

Inversement si T = T,dx + T, appartient @ M(Q" "W P'(Q)" on T, et T,
vérifient (6),(7) et

8) (T,v) <{Tud— foT,.u dx pour tout veX (Q)" tel que v(Q)c D(j)
alors T €0J(u).

DEMONSTRATION. Montrons d’abord que si T, et T, vérifient (6), (7) et (8"),

alors TedJ(u).
En effet, soit ve 2(Q)" tel que j(v) e LX(Q); on a grice & (7)

J(x)) — j(u(x)) 2 Tx) . (v(x) — u(x)) p.p. sur Q.
Comme j(u) e L'(Q) (d’aprés (6)), on obtient aprés intégration
J() — J(u) = <T,;,v> —f T,.udx
Q
= LT, vy — T, v) —f T,.udxz=z{(Tv—u)
Q

(par (8")). On conclut a I'aide du Lemme 6 que T < 8J(u). Inversement si Te 0J(u),
on a

IT) = Ty ~ [t d
Q
et d’aprés le Théoréme 1, T € M (Q)" avec

9 . _ _ .
) L J¥T)dx + B={T,u) ‘L jwdx
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ot B = sup {(T,,v); veX (Q)" et Q) < D(j)}.

D autre part il existe (cf. Lemme 6) une suite u, € 2(Q)" avec j(u,) € L(Q) telle

que u, - u dans WyP(Q)" et p.p. sur Q, j(u,) - j(u) dans L'(Q) et p.p. sur Q.
Posons ,(x) = j(u,(x)) + j*(T(x)) de sorte que A,eL'(Q), T,.u,<2A, p.p.

sur Q et A, = A = j(u) +j*T,) dans L'(Q) et p.p. sur Q.

D’aprés la définition de B, on a

<T_ T:vun> é B

et donc
10) f A, —T,.u)dx = f Indx — {T,u,> + B.
Q o

Passant & la limite dans (10) a ’aide du lemme de Fatou on voit que

A—f]j,.ueL‘(Q)etf (A =T, . wdx gf Adx —{T,u)d + B,
Q Q
ie. T,.ue '{(Q)et
11) (T, u) gf T,.u dx + B.
Q

Combinant (9) et (11), on obtient

(Tud < f T dx + (Tu) — fn jw)dx ~ fﬂ PH(T)dx < (T, u.

Il en résulte que T,.u=ju)+j*T,) p.p. sur Qie. T,edju) p.p. sur Qet
B={(T,u) — [T, .u dx.

COROLLAIRE 1. On suppose que D(j)=R"; soient uc Wy " (Q)" et Te W™ (Q).
Alors T € dJ(u) si et seulement si T € LINQ)", T.ue [{Q), T edj(u) p.p. sur Q et
(T,u) = [q Tudx.

ReEMARQUE 1. Les résultats précédents suggeérent divers problémes qu’il
serait intéressant de résoudre:

QuESTION 1. Soit T e W ~*?(Q)NM,Q), T = T,dx + T,; est-ce que T,dx et T,
appartiennent séparément 3 W ™57 (Q)?

QUESTION 2. Soient ue W (Q) et Te W™ P (Q) NI(Q); est-ce que T.u
e}Q) et {T,ud = [q T.u dx?
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QUESTION 3. Soient ue Wg Q)" et Te W ~"(Q)"NnL{Q)" tels que T(x)
€ dj(u(x)) p.p. sur Q; est-ce que T €9 J(u)?

[La réponse est affirmative dans le cas ol s = n = 1. En effet soit ve 2(Q)" tel
que j(v)e L'(Q); on a p.p. sur Q,j(v) — j(u) = T.(v — u) et donc T.u=T.v + j(u)
— j(v). Appliquant le Lemme 2 de [1] avec h = T.v + j(u) — j(v) et g = T.v—j(v),
on voit que j(u) € L'(Q) et que

{T,u) = fﬂ T.vdx +J'g jwdx —fﬂ j(v)dx.]

REMARQUE 2. Dans un travail a paraitre, nous appliquerons ces résultats a
Pétude de certains problémes variationnels non linéaires.
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