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ABSTRACT 

The convex functional J(u) = f f j ( u ) d x  on the space W~ 'p (f2) is considered. 

w-S,p ' ( ta)  
A description of its conjugate J *  on and its subdifferential OJare 

given. 

1. Pr61iminaires et notations 

Soit f~ c R N u n  ouvert born6 de fronti~re r6guli~re. Soit s > 0 un entier e 

soit 1 < p < + ~ .  Suivant l'usage, on d6signe par 

Jf(f~) l'espace des fonctions continues & support dans f~, 

M(F2) (resp. Mb(~2)) l'espace des mesures (born6es) sur f2, 

~(f2) l'espace des fonctions ind6finiment d6rivables & support dans fl, 

LP(~q;/t) (resp. LP(F2)) l'espace des fonctions de puissance p ieme sommables sur 

f~ pour la mesure /t (resp. pour la mesure de Lebesgue), 

WS'V(C2) l'espace de Sobolev des fonctions dont toutes les d6riv6es jusqu'~t 

l 'ordre s appartiennent 5. LV(~), 

W~'V(fl) la fermeture de 9(f~) dans W~'P(f~), 
W-s'P'(Q) le dual de W~'P(Q). 

Soit E un espace de Banach de dual E* et soit J u n e  fonction convexe s.c.i, de 

E dans ( -  ~ ,  + ~-] telle que J ~ + oo; on note 

D(J) = {u c E; J(u) < + ~ )  

J*(T) = sup ( ( T , u )  - J(u)) pour TEE*, 
u • D(J) 

et pour u cD(J) 

t Ces r~sultats ont 6t6 obtenus, en partie, pendant la visite de I'A. gt 1' E. P. F. de Lausanne. 
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dJ(u) = { T E E * ;  J(v) - J(u) > (T,v - u) pour  tout  veE}. 

I1 est bien connu que la restr ict ion/t  E de J** coincide avec J.  Dans toute la suite 

j d6signe une fonction convexe s.c.i, de R n dans [0, + oo] telle que j ( 0 ) =  0 

Posant,  pour  2 > 0, 

on sait (cf. par  exemple [2]) que j~ est diff~rentiable ~ diffdrentMle lipschitzienne 

et que ix(r) ~j(r) quand ~, ~ 0, pour  tout  r e R n. 

Soit p ~ Mb(fl) une mesure positive. Si u est une fonction p-mesurable, alors 

j(u) est aussi #-mesurable. On d6finit sur L~(fl; #)" 

f f~ j(u)d# si j(u) ~ L~(f~; p), 
J(u) 

L + oo ailleurs. 

I1 est clair que J est convexe s. c.i. (utiliser le lemme de Fatou).  

Le lemme suivant est un cas particulier des r6sultats de [7];  nous en indiquons 

ici une d6monstrat ion directe et 616mentaire. 

LEMME 1. La fonctionnelle conjugude J* est ddfinie sur L~°(~); p)~ par 

j,(v)=ffaj*(v)d,L sij*(v)~L'(f~;p), 

L +  oo ailleurs. 

DEMONSTRATION. Posons 

f f~ j*(v)d# si j*(v) ~ L ' ( n ;  p), 
K(v) 

L + oo ailleurs. 
Comme v.u-j(u)  < j*(v) # -  p.p. sur f~, on en d6duit apr~s int6gration que 

J*<=K. 
Pour  ~, > 0 et v~L~(Q; #)", on d6finit 

,t 
n (0 = sup f 

g ~ D(,l) d f~ 

il est clair que 

H~(v) __< J*(v). 

Pour  tout  x o~f~, supr~R. { V ( X o ) . r - - j ( r ) - - ( 2 / 2 ) r  2} est atteint en r o 

= (,~ + ~j)-~V(Xo). Comme la fonction u = (2 + ~j)-lv appartient A V(J), on a 
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I2) * = (j*)~ (cf. par exemple [6]); Or (j + 2 / 2 I 
done 

I1 r6sulte du th6or6me de Beppo-Levi que si J*(v) < + ~ ,  alors 

E Ll(f l ; /0  et J*(v) >= Jn j*(v)dp (puisque (j*)a(v) ~j*(v) j*(v) 

quand ~. ~ 0). Par consequent J* = K. 

Appliquant alors le fait que la restriction ~ D(~;  p)" de J** coincide avec J, on 

obtient, pour tout u ~ L~(~; p)" 

1) J(u) = sup {Ja(v .u- j*(v) )d t l ;  v~ L°~(fl; p)"et j* (v )~D(~;  p ) I  

La proposition suivante est li6e aux r~sultats de [8] (sans s'y 

explicitement). 

PROPOSITION 1. Pour tout u ~ L~(~; p)", on a 

2) J(u) = sup { 1 ( v  . u - j*(v))d# ; v E ~fr(~)" et j*(v) ~ La(f~; p) } 

La d6monstration de la Proposition 1 est bas6e sur les lemmes suivants: 

LEMME 2. Soit C ~ R" un convexe fermd contenant O. Alors 

trouver 

{u ~ ( n ) " ;  u(~) = c} 

est dense dans {u~L~(f~;/0"; u(x)~C p-p.p.} pour la topologie de Ll(~;p)  ~. 

DEMONSTRATION DU LEMME 2. Soit u ~L~(~;/0" tel que u(x)~ C p-p.p. Pour 

tout ~ > 0, il existe v ~ ( ~ )  ~ tel que [1 v - u IlL' < e. Soit w(x) = Proje v(x); alors 

w ~ ( ~ ) "  et Iw(x) - u(x)l < I v ( x ) - u ( x ) [ .  Donc II w -  UllL1 < e. 

LEMME 3. Soit h une fonction convexe s.c.i, de R" dans [0, + ~ ]  telle que 

h(0)=0 .  Soit ueL~(f l ;p)"  tel que h(u)El_)(~;p). Alors il existe une suite 

Vk ~"Y'(~)" telle que h(vk)~ L~(fl; p), vk converge vers u dans D(fl;  #)" et #-p.p., 

h(vD converge vers h(u) dans Ll(fl; p) et p-p.p. 

Si de plus u ~ L°°(f~; #)", on peut choisir les Vk tels que II Vk II L~° <- It U IfLoo. 

Dt~MONSTRATION DU LEMME 3. On considbre dans R "+~ le convexe C 

= ((r,p); r ~ R  ~ et p >= h(r)}. On applique le Lemme 2 avec ~ = (u,h(u)) 
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D ( ~ ;  #)"+ 1 et ~(x) ~ C #-p.p. Donc pour tout  k, il existe 5 k = (Vk, Cq) ~X'(~q) ~+ 1 

tel que[ l  ~Tk -- ~ IlL' < 1/k et 5k ~ C p-p.p. 

i.e. 
1 1 

[[ v k - u IlL 1 < ~-, 1[ c< k - h(u) [[LX < ~- et ~k > h(Vk). 

Apr~s extraction d 'une  sous-suite, on peut supposer que v k ~ u p-p.p., %-~ h(u) 

tt-p.p, et que ~k<f l ,  pour tout  k, avec f l~L l ( f l ; p ) .  Comme h est s.c.i, on a 

h(vi) ~ h(u) #-p.p. et grace au th6or~me de Lebesgue h(Vk) ~ h(u) dans LI(D; p). 

Si de plus u s L°~(D; p)", on applique le r6sultat pr6c6dent avec h remplac6 par 

fh(r)  s i [ r [ <  [[u NL~, 
k(r) = 

+ oo s i l r l >  

DI~MONSTRATION DE LA PROPOSITION I.  Posons 

o = sup {fo (v.u-j*(v))dp; v ~ e ' ( ~ ) n e t j * ( v ) ~ D ( f ~ ; p ) } ;  

il est clair que 0 _% J(u) .  

Pour tout  8 > O, il existe, d'apr~s (I), Vo ~ U°(D; #)~ tel que j*(Vo) ~ U(f l ;  p) et 

f n  (Vo. -j*(vo))d/J >= J(u)  - -  

u & 

Soit v k ~X(D) ~ une suite telle que v k ~ v o p-p.p.,  [I vk IlL ~° < [[ Vo ![L~O, j*(Vk) ~ L'(f~;p) 

et fa j* (vk )dp  ---} f a  J*(vo)dl~ (cf. Lemme 3). Comme on a fn(v  k . u - j*(vk))dl~ < O, 

il vient ~t la limite (utiliser le th6or6me de Lebesgue) 

f o (Vo . u - j*(vo))d~t < O. 

D'o~ J(u)  - e < 0 < J(u) ,  et par suite J(u)  = O. 

2. Calcul de J* dans ies espaces de Sobolev 

Dans ce paragraphe, on supposera de plus que 0 ~ I n t  D(j).  Pour tout  
u ~ W~'P(f~)" on d6finit la fonctionnelle 

j(u)=IfJ(u)dx s i j ( u ) ~ L l ( D ) ,  

L + oo ailleurs. 

I 1 est clair que J e s t  eonvexe s.c.i, sur W~'P(~)~; soit J* la fonction conjugu6e de J 

d6finie sur W-~'~'(D) ". 
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TH~OR~ME 1. Soit  T ~ W-S'v'(f2)" tel que J* (T )  < + 0% alors T appart ient  

ndcessairement  ~ Mb(~)". 

Lorsque  T ~ W-S'V' (f~)" (3 Mb(I))" , soit T = Tadx + T~ sa ddcomposi t ion de 

Lebesgue par  rapport  h la mesure de Lebesgue sur ~.  On a 

= f j*(V.)dx + Sup {(T~,v); v •X(~q)" et v(~) 3) J*(T)  D(j)} 

(ces expressions pouvant 6tre f inies ou infinies). 

On utilisera dans la d6monstration du Th6or6me 1 les lemmes suivants: 

LEMME 4. Soit  C ~ R n un convexe f e r m d  contenant O. Alors  

est dense dans 

(u • u(C ) = c}  

pour ta topologie de f i  W~'v'(f~). 
i = 1  

La d6monstration du Lemme 4 est bas6e sur le 

LEMMI~ 5. I1 existe une suite ~k • ~ (I'~) telle que ~k(f~) c [0, 1] et ~kU ~ U dans 

W~'v(~) pour tout u • Wg'V(f~). 

Le Lemme 5 est 6tabli, par exemple dans [5] (d6monstration du Th. 11.8 au 

Chap. 1) lorsque p = 2, avec une d6monstration qui s'6tend ais6ment au cas 

l < p <  +oo .  

Dt~MONSTRATION DU LEMME 4. Soit  u •I-[~= 1 Worm"(I)) tel que u ( x ) •  C p.p. 

On choisit k de sorte que 

[I (kU -- U [In, w ~''p~ < e  (Lemme 5). 

Alors v = ~kU •I-[iW~"V'(f~), v ( x ) •  C p.p. et v e s t  h support compact. 

En r6gularisant v par convolution, on obtient une suite vt • ~ ( t ) ) "  telle que 

v,(f~) c C et vt ~ v dans I-[~= 1 WS"V'(f~) • 

L~MME 6. Soit  h une fonct ion convexe s.c.i, de R" dans [0, + oo] telle que 

h(0) = O. Soit  u ~ W~)'P(f~)" tel que h(u) • LI(t)). Alors  il existe une suite v k • .~ (f~)" 

telle que h(Vk) • D(I)) ,  Vk converge vers u dans WS'V(I))" et p.p., h(Vk) converge vers 

h(u) dans Ll(f~) et p.p. 
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D~MONSTRATtONDU LEMME 6. On consid~re dans R ~+~ le convexe C 

={(r ,p ) ; rER ~ et p>h(r)}.  On applique le Lemme 4 avec a = (u,h(u)) 
EWgV(f~)"xLI(~) et ~(x)EC p.p. Doric, pour tout k, il existe Vk = (Vk, ek) 

~ ( f l ) " + ~  tel que [{vk-u[Iw~.p<l/k, I[ek-h(u) l lr~<l/k  et  ~k>-~h(l)k). On 

conclut comme dans la d6monstration du Lemme 3. 

D~MONSTRATION DU THr~OR~ME 1. Supposons que M = J*(T) < + oo de sorte 

que (T,v)  - fn j(v)dx < M pour tout v~ W~'P(f~) ~ tel que j(v)~ D(f2). Comme 

0 e Int D(j), il existe p > 0 et r /<  + oo tels que j(r) < r 1 pour tout r avec [ r[ ___ p. 

Donc ( T , v ) <  M + tl mes~  pour tout vEN(f~)" tel que [[ Par suite 

I<r,.>l Z(M + r/mesf~)/p. It VllL~O pour tout vsN(f~)"  et TeMb(f~)". I1 r6sulte 

du Lemme 6 que 

Posons 

A--fo 
On a 

(T, v) - fa j(v)dx; yeN(n)" et j(v)eLl(D) }. 

j*(T,)dx et B = Sup {(T~, v);  v e~r-(f~), et j(v)E Ll(fl)}. 

T,. v - j(v) < j*(T,) p.p. sur fl, 

et par int6gration on en d6duit 

(r,v>- fo j(v dx <= fo j*(Za)dX --~ (rs,  1) > pour tout v e ~ ( a ) "  

tel que j(v) e D(f~). Par cons6quent J*(T) < A + B. 

Etant donn6 e > 0, il existe, gr~tce /t la Proposition 1, vi e~"(f~) n tel que 

j(vl) eU(~)  et 

fa  (T,. - j(vl))dx >= A Ol F,. 

Comme la mesure T~ est singuli6re, elle est concentr6e sur un ensemble S n6gligeable 

pour la mesure de Lebesgue. Donc pour tout 8 > 0, il existe un sous ensemble 

ouvert U d e ~  t e lque  U ~ S e t  f~dx<3.  
Soit, d 'autre part, v 2 e ~ ( f l )  n tel que j(v2)eLl(~) et (T~ ,v2)>  B - e .  On 

d6finit enfin ~ sur R n par 
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f vl sur f~ / U, 
= v 2 sur U, 

0 en dehors de ~Q. 

I1 est clair que ~ s LI(RN)"c~ L°°(RN) ", ~ a son support  dans ~ et j (~)~ I_)(RN). 

Soit Pn une suite de "moll i f iers"  et soit vh = ph*~, de sorte que Vh ~ f~ dans 

LX(R N) et p.p. et llv llL  ---II IIL . On a j(vh) < Ph*j(~) et en particulier 

j(Vh)eLI(RN); pour  h assez petit Vh~N(~)" puisque supp ~ c f~. 

De plus Vn(X) ~ v2(x) pour  tout x ~ U puisque ~ est continu sur U. On  a 

J*(T) > (T, vh) - ~ j(vh)dx > ~ Ta.vhdx + (Ts,vh) - f n j(~)dx. 

Passant ~t la limite, on obtient 

J*(T) > f~  T~.f~ dx + (T~, v2~ - f ~  j(~) dx. 

(On peut appliquer le th~or~me de Lebesgue Fuisque 

II 11,  --- 1[ et v h ~ v 2 I z=l - p.p. sur ~.)  

Donc  

J*(T) > ~ T~.v, dx - fa J(vl)dx + (T~'v2) 

+ _ f v  (Ta" (v2 - vl) + j(vl) - j(v2)) dx 

> (A - ~) + (B - ~ )  + ~ (r~ .(v2 -- v~) +j(v~) ~ J ~ 2 ~  dx~ 
. I t  ] 

En choisissant rues U < fi assez petit, on obtient J*(T)>= A + B -  3e; d 'of i  il 

r6sulte que J*(T) = A + B lorsque A < + oo et B < + oo. 

Le m~me raisonnement montre  que l ' on  a encore J*(T)  = A + B dans le cas 

o f i A =  + o o o u b i e n B = + o o .  

On conclut  ~t l 'a ide du 

LEMME 7. On a 

Sup {(T~, v) ;  v ~ ( f ~ ) n  et j(v) ~ Ll(f~)) 

= Sup ((T~, v) ;  v ~:C(fl) ne t  v(f~) c D(j).} 

DI~MONSTRATION. Soit v e)e'(f2)" tel que v(f2) c V(j). Comme 0 e Int  D(j), on a 

; t r e I n t  D(j) d6s que 0 __< 2 < 1 et r E D(j). D o n c  ,~v(f~)c Int  D(j) pour  tout  



16 H. BR.EZIS Israel J. Math., 

0 < 2 < 1; grace ~t la compacit6 de 2v(f~) il existe M < + oo tel que j(2v(x))  < M 

pour tout x e fL 

3. Fonctions de mesures; representation integrale de J*(T) 

Soit h une fonction convexe s.c.i, de R" dans [0, + ~ ] ,  positivement homog~ne 

(i.e. h(2 r) = 2h(r) pour tou t / l  > 0 et tout r ~ R"), telle que h(0) = 0. 

On examine diverses extensions h Mb(fl) ~ de l'application de composition 

u , h(u). 

Notons que h* est la fonction indicatrice I c d'un convexe ferm6 C de R" 

contenant 0, i.e. 
0 r~  C, 

h*(r) = 
oo r ¢  C. 

Inversement si C est un convexe ferme de R" contenant 0, alors h = (lc)* v6rifie 

les propri6t6s ci-dessus. 

D~FJNITION 1. Soit T ~ Mb(~) ~ et soit # e Mb(f~) tel que I T] < ~. 

D'apr~s th6or~me de Radon-Nikodym, il existe ~ e Ll(~; #)n tel que T =  ep. 

La fonction h(~) est #-mesurable; si h(cp)zLl(f~; #) on eonsid~re la mesure 

h(T)  e Mb(f~) d6finie par h(T)  = h(¢)#. 

Utilisant le fait que h est positivement homog~ne on montre (cf. par exemple [-3] 

Prop. 4.15.12) que la d6finition de h(T)  ne d6pend pas du choix de/z. 

D~FtNmON 2. Soit T E Mb(t2) ~ et soit g eJ :+(~) .  On pose 

O(g) = sup{<T, v9>; v ~gff(t2)" et v(f~) ~ C} 

si ¢ ( 1 ) <  + ~ ,  on a ¢(9) < O(1) II g ]I '-~ et aussi (cf. Lemme 8 ci-dessous) 

O(g~ + g2) = 0  (gl) + O(g2) pour tout gl, 92 e~+(f l ) .  

Par suite il existe une mesure unique h(T)eMb(fl  ) telle que <h(T), 9> = 0(9) 

pour tout g eze+(f~). 

LEMME 8. On a O(gx + 02) = O(gl)  "4- 0(92) pour tout g1,g2e,7{('+([2). 

D~MONSTRATION. II est imm6diat que ~(9x + 92) < O(gl) + O(g2). Inversement, 

supposons d'abord qu'il existe 6 > 0 tel que gx > 5 sur fl. Pour tout e > 0, il 

existe vx, v2 e~(D)"  tels que 

Vl(~ ) = C, t)2(~ ) = C, (T,  Vlgl> > O(gl) - 8 et <Zu2g2) ~ (I)(g2) -- E. 

On pose v3 = (v191 + v292)/(91 + 92) eJ:(f~) (puisque 91 > 6 > 0), et v3(D ) = C. 

Done 
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O(g 1 -4- g2) > (T ,  va(g14- g2)) > O(gl)  -4- 0(92) - 2e. 

Par  consdquent O(gl  + g2) = O(gl)  + O(g2). Dans  le cas gdndral on a, pou r  6 > 0 

O((gl  4- 5) + g2) = O(gl  4- 3) 4- (I)(g2) 

=  (gl) + 6o(1) + 0(g2) = o((g  + g2) + 0 

= o ( g ,  + a2) +  o0). 

PROPOSITION 2. Les conditions suivantes sont dquivalentes: 

4) h(t~) ~ LI (~ ;  p) (notation de la Ddfinition 1) 

5) O(1) < 4- oo (notation de la Ddfinition 2) 

et dans ce cas h(T)  = h(T).  

D~MONSTRATION. La  Proposi t ion 1 appliqud avec j = h et u = q~ mont re  que 

f v . d p d # ; v ~ J U ( f ~ ) " e t v ( ~ ) = C ) = O ( 1 )  

(ces deux quantitds dtant s imultandment  finies ou infinies). 

Soit g ~ f + ( f ~ ) ;  appl iquant /L nouveau la Proposi t ion 1 avec u = g~,  on a 

TH~OR~ME 2. Soit  T e  Mb(f~ )" tel que h(T)  soit ddfini. Si  E c f~ est mesurable 

pour la mesure T, alors E est mesurable pour h(T)  et on a 

h ( r ) ( E )  = sup 2 h(T(Ei)); Ei est une parti t ion f inie de E 

en ensembles T-mesurables ~ 

La ddmonst ra t ion  du Thdor~me 2 est basde sur les lemmes suivants:  

LEMME 9. Soit  j u n e  fonction convexe s.c.i, de R" dans [0, + oo] telle que 

j(O) = O. Alors il existe une suite Jk de fonctions convexes de R" dans [0, + oo), 

lipschitziennes sur R" telles que jk(O) = 0 et jk(r) ~ j(r) pour tout r ~ R". 

D~MONSTRATION. On  suppose d ' a b o r d  que j(r) < + oo pour  tout  r ~ R" (et 

done  j est eontinu). 

Soit e > 0 fixd; pour  tout  ro ~ R  ", il existe une fonct ion affine h,o,,(r) telle que 

j(ro) - e < h,o~(ro) < j(r  o) 

h~o,~(r ) < j(r)  pour  tout  r ~ R". 

L'ensemble  V(ro, e ) = { r E R " ; j ( r ) -  e < h~o,~(r)} est un voisinage ouvert  de r o. 
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Les ensembles V(ro, e), fro I_-< 1/e recouvrant  la boule B(0,1/e)  on peut  en 

extraire un recouvrement  fini par  V(r~,e), V(r2,e ) .......... V(rk, e ). 

Posons 

l,(r) = Max {h,,(r),O}; 
l <_i<__k 

il est clair que l, est convexe, lipschitzien, l~(0) = O, l,(r) < j(r) pour  tout  r e R" 

et j ( r )  - ~ < l~ (r) pour  tout  r e R" avec I r[ < 1/e. 

La suite Pk = Max{la, l~,...la/k} r6pond /t la question et converge m~me 

uniform6ment sur tout  compact  vers j .  

Dans le cas g6n6ral oia j est s.c.i., il existe une suite qk de fonctions convexes et 

continues de R n dans [0, + oo) telles que qk(r)~j(r)  pour  tout  r e R n et qk(O) = 0 

(cf. la suite d6finie au Paragraphe 1). D'apr6s ce qui pr6c6de, on peut  t rouver  une 

fonction Pk convexe et lipschitzienne de R n dans [0, + oo) telle que pk(O) = 0 

Pk ~ qk ~ J sur R ne t  qk --  1/k <- Pk sur B(0, k). La suite Jk = Max {Pl, P 2 , ' " ,  Pk} 

r6pond h la question. 

LEMME 10. Soit h une fonction convexe s.c.i, de R ~ dans [0, + o0], posi- 

tivement homog~ne telle que h(O) = O. Alors il existe une suite h k de fonctions 

convexes, positivement homogdnes, lipschitziennes de R ~ dans [0, + o0) telles 

que hk(r) ~ h(r) pour tout r e RL 

D~MONST~T~ON. D'apr~s le Lemme 9, il existe une suite Jk de fonctions convexes 

lipschitziennes telles que jk(0) = 0 et jR(r) ~ h(r) pour  tout  r e R ~. 

Posant  

hk(r) = lira jk(tr)-- -- sup jk(tr) 
t o + o o  t t > O  t ' 

on obtient la suite d6sir6e. 

LEMME 11. La conclusion du Thdor~me 2 est valable lorsque h est de plus 
lipschitzien. 

D~MONSTRATION. Soit ~ t = l T I ;  E dtant T-mesurable est #-mesurable et done  

aussi mesurable pour  la mesure h(T)=  h(¢)#. 

Posons 

co=  sup { ~ h(T(Ei ) ) ;Eies tunepar t i t ion f in iedeEen } 

i=~ ensembles T-mesurables 
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D'apr~s l'inegalit6 de Jensen, et gr~ce au fait que h est positivement homog6ne 

on a 

Par suite 

h(T(E,)) < f r  h(~) d#. 
l 

~, h(r(E,)) <= h(qS)dlt = h(T)(E) 
i = l  

et donc m _<_ h(r)(E). 
Inversement, supposons d'abord que ¢ est 6tag6e (pour la mesure p), i.e. 

k 

i = 1  

On consid&e la partition de E formde par E~ = A i n E; on a 

T(E,) = fE Cdp = o:,p(A, ¢3 E) et 
t 

Par ailleurs 

h(T(E,)) = #(A, (3 E)h(~,). 

h(73(e) = h(¢)@ = h (~ , )d~ ,  
i = t 

k k 

= Z p (&nE)h(oO= Z h(T(Ei)). 
i = i  i = 1  

On en d6duit que dans ce cas, h(T)(E) = co. 

Dans Ie cas g6n&al ¢~Ll(f~;p)"  et pour tout e >  0 il existe une fonction 

6tagde ~ telle que II q5 - q3 II,~,,. < ~- 

eosons T=q~/t, de sorte que h( T)= h(~? )p et I h ( T ) ( E ) - h ( ~ ) ( E ) I  <= 
L I1 ~ -  ~ I[-~., =< g~, o~ L est la constante de Lipschitz de h. 

D'autre part si E~ est une partition finie p-mesurable de E, on a 

[h(r(Ei) ) - h(T(gi)) ] < L[ (T - T)(E,) I < Lf_ [~ - t~ la, 
l 

et donc 

k k 

1~1 h<Z<E,))- Z h(~(E,)) ] SLII¢-~II,,,.~ L~ 
i i = 1  

D'ofi l 'on ddduit que Ico-h(T) (E) l  <Le  et [ co -h (T) (E ) l  <2Le. 
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D~MONST~ATIO~ DU TH~OR~ME 2. Soit hk la suite d6finie au L e m m e  t0. 
Pour  tout 8 > 0, il existe k (utiliser le th6or6me de Lebesgue) tel que 

f hk(dp)d,u> fE h(~b)d#-8. 

D'apr~s  le Lemme  11, il existe une part i t ion finie E, #-mesurable  de E telle que 

k 

]~ hk(T(E,)) >= hk(qb)d # - 8 > h(dp)d# - 2e. 
i = 1  

On en ddduit que 

h(~))d# - 28 <= ]~ h(T(e,)) < h(~))d#. 
i = 1  

Le Th6or~me 2 6tablit le lien avec le proc6d6 utilis6 par  C. Gof fman  et J. Serrin 

pour  d6finir dans un cadre tr6s g6n6ral h(T) c o m m e  fonct ion compl6tement  

additive d 'ensembles ,  t 

On retrouve d'ail leurs ais6ment certaines propri6t6s de h(T) 6tudi6es en [4]. 

PROPOSITION 3. Soit g ~ " + ( ~ )  et soit Tc Mb(f~)" tel que h(T) soit ddfini. 

Alors on a l'indgalitd de Jensen: 

h((T,g))  < (h(T) ,g) .  

PROPOSITION 4. Pour T EMb(~)" , on pose 

(h(T)(O) si h(T) est d~fini, 

H(T) = ~ [+  oo ailleurs. 

Alors T ~  H(T) est convexe, positivement homogOne et s.c.i, pour la topologie 

vague a( Mb(f~)", X(f~)"). 

Utilisant la d6finition de h(T), on peut maintenant  representer J*(T) comme  

l ' int6grale d ' une  mesure. 

En effet, soit k une fonction convexe s.c.i, de R" dans [0, + oo] telle que k(0) = 0. 

Pour  r~R", on pose k~(r)= limt_~+oo k(tr)/t = suPt> o k(tr)/t, de sorte que koo 

est convexe s.c.i, et posi t ivement homog6ne.  

D~FINITION 3. Soit T e Mb(f~)" et soit T = Tadx + T s sa ddcomposi t ion de 

Lebesgue. Si k(T,)e Lt(f~) et si k~(T~) est d6fini, on pose 

k(T) = k(Ta)dx + koo(Ts). 

t Je remercie vivement J. Serrin qui a attir6 mon attention sur l'article [4]. 
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Avec cette d6finition, on a, pour tout T e W-"'v'(f)) " tel que J * ( T ) <  + o% 

= fo j*(T). J*(T) 

En effet, il suffit de noter que l 'on a (J*)oo = ( I~) )*  (of. [6] 8.k). 

4. Description de 3J 

On suppose ici que j est une fonction convexe s.c.i, de R" dans [0, + c~] telle 

que j ( 0 ) =  0 et 0 ~ Int  D(j). Le sous diff&entiel gJ  est decrit par le 

TI-II~OR~.ME 3. Soit u eW~'P(~)" et soit T ~ W-S'P'(g)) tels que T ~ gJ(u). Alors T 

appartient ndcessairement d Mb(fl)"; posant T = T f lx  + T~ on a 

6) T~. u c L 1(~) 

7) Ta(x) c Oj(u(x)) p.p. x ~ 

8) sup{(Ts, V); v ~.2U(~)" et v(fl) = D(j)} = ( T , u )  - l~Ta.u  dx 

hwersement si T = Tadx + T~ appartient d Mb(~)" t~ W-S'P'(~)" oh T, et T s 

vdrifient (6),(7) et 

8') (T~,v) < ( T , u ) -  fnTa .u  dx pour tout v~Cf(~)" tel que v(f~)= D(j) 

alors T ~ cgJ(u). 

D~MONSTe, ATION. Montrons d 'abord  que si Ta et Ts v6rifient (6), (7) et (8'), 

alors TE OJ(u). 

En effet, soit v ~ ( f 2 ) "  tel que j(v)~LI(I)); on a gr~tce ~t (7) 

j(v(x)) --j(u(x)) >= T,(x). (v(x) - u(x)) p.p. sur ft. 

Comme j (u)~La(~) (d'apr~s (6)), on obtient apr6s int6gration 

J(v) - J(u) >= ( r , ,  v) - _in T~. u dx 

= ( T , v ) - ( Z , v ) - f a  T a . u d x > ( T , v - u )  

(par (8')). On conclut/ t  l 'aide du Lemme 6 que T ~ ~J(u). Inversement si T~ ~J(u), 
o n  a 

J*(T) = (T, u) - f n  j(u) dx 

et d 'apr& le Th6or~me 1, T c Mb(~)" avec 

9) f j*(T,,)dx + B = (T, u) - f a  j(u)dx 
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oi~ B = sup {(T~, v); v ~ ( f ~ ) n  et v(f~) ~ D(j)}. 

D'autre part il existe (cf. Lemme 6) une suite u, ~ ~(f~)" avec j(un)E L~(~) telle 

que Un ~ u dans W~'P(~) ~ et p.p. sur f~, j(Un) ~ j ( u )  darts LI(fl) et p.p. sur ~. 

Posons )~n(X)=j(Un(X))+j*(To(x)) de sorte que 2neLI(~),  Ta.un<2n p.p. 

sur f~ et )., ~ ;t =j(u)  +j*(Ta) darts L~(f~) et p.p. sur fL 

D'apr6s la d6finition de B, on a 

( T -  T., Ua) < B 

et donc 

10) f ( 2 . -  T..u.)dx < f 2.ax - (T,u.> + B. 

Passant ~t la limite dans (10)/~ l'aide du lemme de Fatou on voit que 

i.e. Ta .ueLI (~ )  et 

11) (T, u )  < j~  Ta. u dx + B. 

Combinant (9) et (11), on obtient 

I1 en r&ulte que T~.u =j (u)+j*(T~)  p.p. sur f~i.e. Ta~aj(u) p.p. surf~et  

B = U ax. 

COROLLArRE I. On suppose que D(j)=Rn; soient u e W~'P(f~) net T e W -s'p' (f~)". 

Alors T e 0 J(u) si et seulement si T e LX(f~) n, T. u e L~(~), T E #j(u) p.p. sur f~ et 

(7, u) = Tuax. 

REMARQUE 1. Les r&ultats pr&6dents sugg¢rent divers probl¢mes qu'il 

serait int&essant de r6soudre: 

QU~STIOlq 1. Soit T e W -"P'(f~)oMb(~), T = Tadx + Ts; est-ce que T, dx et T, 

appartiennent s6par6ment h W-~'P'(f~)? 

QUESTION 2. S o i e n t u e W o  "p (f2)et  TsW-S 'P ' ( f~ )nL l ( f~ ) ;  est-ce que T.u  

E LI(f~) et ( T , u ) =  fn T.u  dx? 
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QUESTION 3. Soient u~WJ'P(f~)" et T~W-~ 'n ' ( f~ ) "nLI ( I ) ) "  tels que T(x )  

eOj(u(x) )  p.p. sur f~; est-ce que T e O J ( u ) ?  

[La r6ponse est affirmative dans le cas o/1 s = n = 1. En  effet soit v E.@(I))" tel 

que j(v)~LX(f~); on a p.p. sur fLj(v) - j ( u )  > T . ( v  - u) et donc T . u >  T . v  + j (u )  

- j(v).  Appl iquant  le Lemme 2 de [1] avec h = T.  v + j (u )  - j (v )  et 9 = T.  v - j ( v ) ,  

on voit que j ( u ) ~  Ll(f~) et que 

( T , u )  >=foT odx+f,• j(u)dx-fn j(v)dx.] 
REMARQUE 2. Dans  un  travail  /~ paraRre, nous appl iquerons ces r6sultats 

l '6tude de certains probl6mes variat ionnels  n o n  lin6aires. 
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