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XVI.1

On considere 1'équation

utt-uxx-rg(u) = f(x,t) dans (0,7m) x R

(1) u(x,t) = 0 pour x=0, x=17

u est 2n-périodique en t,

ou g est une fonction continue croissante de R dans R et f(x,t) est une

fonction donnée 2n-périodique en t.

On cherche a déterminer les fonctions f pour lesquelles (1)
admet une solution. On notera qu'en général (1) n'a pas nécessairement
de solution pour tout f. Par exemple si g = 0, alors (1) admet une solution
si et seulement si f est orthogonal au noyau N de Qu = U~ U o qui
consiste en toutes les fonctions de la forme p(t + x) - p(t -x) avec p fonction

2n-périodique arbitraire.

Notre résultat principal est le suivant

Théoreme 1 : On suppose que
(2) |g(u)| S\(|u|+C,-¥»‘u€]R, avec Y< 3
o] N ,
(3) feL (), oul=(0,n)x (0,2n), admet une décomposition ;

f(x,t) = f'(x,t) + £"(x,t) avec

f'ENY et g(-=)< Inff"< Sup f" < g(+x).
V] Y]

o]
Alors il existe u€ L solution (généralisée) de (1).

Remargues

1) Notons que 1'hypothese (3) est "presque" nécessaire et suffisante
pour résoudre (1). En effet si (1) admet une solution on écrit f=f'+ f"
avec f'=pu , f" = g(u), de sorte que g(-=) S f'" < g(+ ©). Lorsque g est

strictement croissante on a en plus g(-®) < Inf f" < Sup f"< g(+*®) , et dans

ce cas (3) est nécessaire et suffisant.



XVI.2

2) Lorsque g(-%®) = -®et g(+®) = +® , 1le Théoreme 1 montre qu'il existe
une solution u pour tout £€L”. Ce cas avait été traité dans H. Brézis-

L. Nirenberg [3.. La démonstration du Théoreme 1 (dd a A. Bahri-H. Brézis
{1.) repose de maniére cruciale sur les techniques introduites dans (2] et
(3.

3) La conclusion du Théoreme 1 tombe en défaut si on suppose seulement
Y=< 3 dans (2). Par exemple, l'équation pu+ 3u = f n'admet pas de solution

pour tout f car -3 est une valeur propre de O)-

4) Si g est strictement croissante et si g'(u) <Y < 3, ¥u€ R alors
la solution de (1) est unique (cf.L24 [3.). Par ailleurs si g est
strictement croissante et si g € Cm(R)fECoo (Lo,nd x R) , alors toute
solution u€ L de (1) est en fait C° (c£L3]) .

5) L'hypothese (3) peut encore s'écrire :

g(+o) [ vog(-=) [ vT= 5]yl + ) £V, ¥ VEN
{Q I@ L1 JQ

Q)

avec 6> 0 (appliquer Hahn-Banach).

Sous cette forme, 1'hypothese (3) est a rapprocher de la condi-
tion introduite par Landesman-Lazer .51 dans 1'étude d'équations non
linéaires elliptiques a la résonance. La difficulté majeure qui s'intro-

duit ici provient du fait que le noyau de O est de dimension infinie.

6) Des questions analogues pour l'équation

utt-uxx+-g(ut) = f(x,t)

. ’ ’ N
sont considérées par Haraux [4] .

7) La démonstration du Théoreme 1 fait appel a un mélange de techniques
de monotonie et de compacité. La monotonie de g joue un role essentiel
(on peut aussi considérer le cas ou g est décroissante et obtenir une
variante du Théoreme 1). Par exemple nous ne savons pas s'il existe pour
tout f une solution de 1'équation Ou+u + 36 sinu= f (bien que 1'on ait

[ee]
des estimations a priori L pour toutes les solutions).
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Principe de la démonstration du théoreme 1

Soit H:=L2(Q). Pour tout u€ H, on écrira systématiquement

u=u, +u, avec u1€ Nl', u, € N. On considere le probleme approché

2 2

(4) eu, +ou_ + g(ug) = f >0 .

Les étapes de la démonstration sont les suivantes

Etape 1 : Pour tout € > 0 et tout f, (4) admet une solution

Etape 2 : HDUSHLZ <c
Etape 3 : Hua\lL1 <c
Etape 4 : HUEHL“’ <C
Etape 5 : Passage a la limite quand & — 0.

Dans toute la suite C désigne diverses constantes indépendantes de ¢.

Etape 1 : On utilise une décomposition du type Lyapunov-Schmidt.
Pour simplifier on supprime 1l'indice € et on écrit (4) sous la forme

projetée sur Nt et N

1l
'—“

(51) Du1+-g1(u1+-u2) 1

f

(5 9

2) au2+-g2(u1+-u2)

Pour tout €> 0 et tout u16 N+ , 1'équation (52) admet une solution

unique u2(u1) qui dépend contintment de u ceci résulte d'un théoreme

13
classique de Minty-Browder. On applique ensuite le théoreme de point fixe
de Schauder a 1'équation (51) i.e.

-1
u, =0 (fl-gl(ui-ruz(ul))) 3

, —1 . 1 . ’ . . ~ . ’ .
1'operateur O envoie N+ dans H (ceci se vérifie a 1'aide des séries

de Fourier) et est donc compact de N* dans N+ .

Etape 2 : HquHLz <Cc.
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On utilisera 1'inégalité

(5) (Lvyv) 9 2 - %ll DVH2

L L

9 , ¥vE€ D(a)

(facile a vérifier sur les séries de Fourier). Grace a 1'hypothese (3) on
. )
peut écrire f = gv+ g(w) pour un certain vc 12 et un certain w€L .

On a alors

(6) gu,  + B(u_=v) +g(u8) -g(w) =0

2¢€

Prenant le produit scalaire 12 ge (6) avec (us-v) et appliquant (5) on

obtient
(7) 8.&)u28(u8-v) + IQ(g(uE)-g(w))(us-v) = % ﬂu(ug-—v)l2
=-% Ilg(us)-g(w)+-su2€|2
Comme
(g(us) - g(W))(us -v) = (g(us) - g(w))(ue -WHW=V)

2 Ig(us) - g(w)] lu8 _— Ig(us) - g(w)| | w-v]

= lg(ue)-g(w)|[%<|g(us)|-C)-IWI3 - lg(us)-g(w)l(w—V|,
on a donc
I(g(us)-g(w))(us-v) 2 %-Hg(us)nz2 - C“g(uE)H 5 = C -
L L

On déduit alors de (7) que \/—; Hu2€|| 5 =C et Hg(us)H 5 = C quand € — 0. On

L L

conclut avec (4) que |/gu || =C.
€ L2

Etape 3 : HuEHL1 scC.

@
On fixe r <Min {g(+> ) - Sup ", Inf f" - g(-®)} . Alors pour tout h€ L avec

|
[l w =Ty onaf+h-= Dv+g(wh) pour un certain w, € L-, tel que

L h

llwhH » = C (indépendant de h) puisque g(-® )< f"+h < g(+=). On obtient
L
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alors
eu,  + olu_=-v)+ glu ) -glw ) = -h.
Multipliant par (ug-—v) et raisonnement comme a l'étape 2 on voit que
ju «.h = C, C indépendant de € et h,
pour tout hELoo tel que HhHLOo < 6. On conclut que nuaﬂ 1 = C.
Etape 4 : Husl\Lm < C. On utilise d'abord 1'inégalité
lugll o = cliouf , , ¥u€ D(D)
L L

(qui peut se vérifier a 1'aide des séries de Fourier) pour conclure que

< > < . . ' 4
“uleuLw C. I1 reste donc a montrer que Huzgn o C. On introduit 1'ope
rateur Q qui a toute fonction ?(x,t) fait correspondre

1 "
(Qp)(t)= 5 Ioiw(x,t—x)— @(x,t-kx)ldx .
On vérifie aisément que

(i) Si PEN et si 1'on pose p= (Qy), alors y(x,t) = p(t+x)=-p(t-x)

(ii) Si N7t , alors Qy=0 . On écrit alors
us(x,t) = uls(x,t) + pe(t-+x)-p€(t—x)

avec p_-= Qus. I1 résulte de la définition de Q et de 1l'étape 3 que

Hps“ 1 < C . Il nous reste donc a montrer que HpEHL°° = C. Appliquant

Q a (4) on obtient

T
Epg(t)4“£; f [g(ulg(x,t-x)~+ps(t)—pét—Zx))-g(uls&,t+x)+p€(t+2x)-ps(t»ldx
o

(8)
1 " _
:-z—nj [f'l(x,t—x)_f'v(x,t+x)]dx ¥t € L0,2n] .
o
Soit W_= _sup _p_3; en choisissant pour t une suite tn tel que pg(tn)—*u6

an 2751
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on voit que

n
1 .
(9) N, + 5 Io[g(-C+u€-p€(to-2x))~ g(Ci—ps(to+2x)-us)de

1
=35 (g(+w) - g(-=) -0

avec & > O (on a utilisé (3), la monotonie de g et 1l'estimation Hu1s“ _sC).
L

Posons G(u)::%[g(u)- g(-u)l; on déduit immédiatement de (9)
que

2T

(10) en_ +3= J, G(=C+u_=-p_(s))ds = G(+=) - b

On introduit enfin les ensembles

™M
1

. P
{s€lo,2n] 3 ps(S) 2 -5—}

) "
Cs {selo,2n] ; p_(s) <-§‘f’-}

€

27
(noter que p_ = 0 car Jo ps(s)ds= 0).

On a alors

P
— |z | < |p_| sc
2 € e 1 0,2m)

et donc

2¢

€

ICZSI 2 21 -

D'autre part on a

(11) [ G(-Crug-p(s))as = -lac-0) |z

& 2C
S - - —
IG( C)l”s ’

et



X¥1.7

"
(12) XC G(-Ci-ug-pg(s))ds =4 G(—C-P?;) ICZEI
P
© >G(C“5)2 2
=2 _+?(T[_IL__

€

(pourvu que 1_ soit assez grand).

Combinant (10), (11) et (12) on voit que

"
G(_C.;.__E_)(zﬂ;..gg - |G(_C)l£ < G(+oo) - 5 H
2 W P

ceci fournit une borne supérieure pour B (car le membre de gauche tend
vers G(+ ) quand us”w)- Le meéme argument montre que Infpszreste borné

quand € — O.

Etape 5 : Passage a la limite quand € ~ 0

La monotonie de g et la compacité de A'_1 interviennent ici de fag¢on essen-
tielle.

On peut extraire une suite sn - 0 telle que

u - u faiblement dans L2

u_ -~ Bu faiblement dans L2
n

- —
(Cu_ yu_ ) (Qu,u)
n n

Cette derniere propriété se déduit du fait que

(Lu_,u ) = (Qu_, u;
=1 est un opérateur compact de N* dans N*).

E)a (au,ul) = (Qu,u) ({u18} est compact dans L2 car

Appliquant la monotonie de g on a

f (g(u_ ) - g(®))(u_-¢) =20 ¥oe 12
Q € €

j“<f-uu€-au2€ - g(®))(u_-9) = 0

Passant a la limite quand €~ 0, il vient

J (f-0u-g®)(u-9) 20, wxoc 2

Q
On conclut alors avec l'artifice de Minty, en choisissant P=u+ty, et en

faisant t~ 0 que gu+g(u) = f.
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