The functional equation (Euler 1749...)
REMARQUES

SUR UN BEAU RAPPORT ENTRE LES SE-
RIES DES PUISSANCES TANT DIRECTES QUE
RECIPROQUES.

rpar M. L. EULER °)

5
I ¢ rapport, que je me propofe de développer ici, regarde les
fommes de ces deux (Eries infinics générales:
Q@ - 1"—2" 4 -yt ="t t &
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> cnTEtrTetE e ta gt
dont la premiere contient toutes les puiffances pofitives ou directes des
nombres naturels, d'un expofant quelconque m, & l'autre les puiflan-
ces négatives ou réciproques des mémes nombres naturels, d'un ex-
pofant auffi quelconque #, en faifant varier alternativement les fignes
des termes de I'une & de I'autre {éric.  Mon bur principal eft donc de
faire voir, que, quoique ces denx féries foient d'une nature tout d fait
différente, leurs (ommes (& trouvent pourtant dans un trés beau rapport
entr'elles; de forte que, fi 'on éroit en érar d'afligner cn général la
fomme de I'une de ces deux efpeces, on en pourroit déduire la fomme
L2 de
") Luen 1749,



The functional equation (Euler 1749...)

(1-2°9)¢(1—s)  =I(s)(2° 1)

1—21=)¢(s) (21— 1)rs cos(sm/2)

cof "%, Par cette raifon je hazardersi la conjellure fuivante, que
quelq:c foit I'expofant », cette équation ait toujours lieu: »
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The functional equation (Riemann 1859)




Analytic continuation (Riemann 1859)




Contour pull (Riemann 1859)




Zeroes p = 1/2 + iry of Zeta
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14.1347251417346937905
21.022039638771554993
25.010857580145688763
30.424876125859513210
32.935061587739189691
37.586178158825671257
40.918719012147495187
43.327073280914999519
48.005150881167159728
49.773832477672302182

101.317851005731391229

163.03070968718198724




Plot of ((1/2 + it)
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Plot of ((1/2 + it)

()
=/
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Plot of {(1/2 + it)
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Plot of {(1/2 + it)
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0<t<b0



0<t<60



Plots of {(3/5 + it)




Plots of {(3/5 + it)
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Plots of {(3/5 + it)
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X —log(2m) — 3 log(1 — X~2) |- —
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1 _9 XP
ZA(n):X—log(%r)—ilog(l—X )—27
n<X p

One zero

L L L L L ,
5 10 15 20 25 30

1/2+14.1347% 1/2—14.1347%
X X

1%" harmonic:

1/2 4 14.1347i * 1/2 —14.1347i




> A(n) = X —log(2m) — %log(l —x -3 X7

n<X

Two zeroes
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X 1/2+21.022i
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1/2 +21.022¢ + 1/2 —21.022¢

x1/2-21.022i )



1 X7
Z A(n) = X —log(27m) — 3 log(1 — X2) — Z r
n<X p
10 zeroes

L L L L L ,
5 10 15 20 25 30

X1/2+49.7738i X1/2—49.7738i )

th ic: —
10" harmonic: (1/2 + 49.7738i * 1/2 —49.7738i
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ZA(n):X—log(%r)—ilog(l—X )—27
n<X p

30 zeroes

L L L L L ,
5 10 15 20 25 30

X'1/2+101.318i X'1/2-101.318i )

th ic: —
307" harmonic: (1/2 101318 | 1/2— 1013181
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ZA(n):X—log(%r)—ilog(l—X )—27
n<X p

60 zeroes

L L L L L ,
5 10 15 20 25 30

X'1/2+163.031i X'1/2-163.031i )

th CL
60" harmonic: (1 /21163031 T 1/2 - 163.031i




1 XP
Z A(n) = X —log(27m) — 3 log(1 — X2) — Z r
n<X p
60 zeroes + random harmonic

L L L L L ,
5 10 15 20 25 30

X 1/2420i  x1/2-20i )

Rand h ic: —
andom harmonic (1/2+20i+1/220i




1 Xr
Z A(n) = X —log(2m) — 3 log(l—X"2) =) —
n<X p P

60 zeroes + random harmonic OFF THE LINE

X0.7+20i X0.7—20i X0.3+20i X0.3—20i
(0.7 120i 107200 03120 03 201)

New harmonic:—




